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OZET

Banach uzaylarinda 6nemli sorulardan biri de§ismez alt uzay problemidir. Bu probleme ait
pek az olumlu netice bilinmektedir. Burada, ilk 6nce bu problemle ilgilenildi. Kuvvetli ve
zayif operator topolojilerinin benzerleri olan topolojileri sunarak adjoint operatorler icin
degismez alt uzay probleminin karakterizasyonuna degisik bir yaklasim sunuldu. Lomonosov
ve Branges’ in metodunu takip ederek degismez alt uzay probleminde operatdr cebirleri igin
caligildi.

Ayica, E bir Banach latis olmak tizere E” den E’ ye siirekli lineer operatorlerin uzay1 L(E)’ de,
operatorlerin bir koleksiyonunun degismez biraktigi kapali idealler {izerinde duruldu.

Pozitif konisi u¢ 1511 kapsayan bir Banach latis veya birimli bir AM- uzayi iizerinde bir yari
nilpotent pozitif operator icin asikar olmayan kapali degismez idealin varligini garantileyen
sonuclar bilinmektedir. Buradaki calismanin ana neticelerinden biri de yar1 nilpotent pozitif
operatdrler veya kompakt pozitif operatorlerin belli bir koleksiyonu altinda degigsmez kalan
kapali ideallerin varligini elde etmektir.

Son olarak da Banach latislerdeki yar1 nilpotent, pozitif, kompakt operatdrlerin sikistirmali
ayristirilabilirligi incelendi.

Anahtar kelimeler: Degismez alt uzay, kapali ideal, Banach latis, kompakt operator,
ayristirilabilirlik.



ABSTRACT

Invariant subspace problem is one of the most important problems on Banach spaces .Very
few positive results are known about it. Firstly, here was interested in this problem. An
alternative approach was presented to the characterization of invariant subspace problem for
adjoint operators by introducing the topologies which are similar to strong and weak operator
topologies. It was studied for operator algebras on invariant subspace problem following the
method of Lomonosov and Branges.

Also, it was studied on closed ideals which are invariant under a collection of operators in
space L(E) of continuous linear operators from a Banach lattice E into itself.

There are some known results that guarantee the existence of a nontrivial closed invariant
ideal for a quasinilpotent positive operator on an AM- space with unit or a Banach lattice
whose positive cone contains an extreme ray. One of the main results of this work is to obtain
existence of closed ideals which are invariant under a certain collection of compact positive
operators or quasinilpotent positive operators.

Finally, compressionally decomposability of quasinilpotent, positive, compact operators on
Banach lattices was investigated.

Keywords: Invariant subspace, closed ideal, Banach lattice, compact operator,
decomposability.
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1. GIRiS

Bir X Banach uzayi iizerinde tanimli T: X — X siirekli lineer operatorii asikar olmayan bir
kapali degismez alt uzaya sahip midir? sorusu degismez alt uzay problemi olarak
bilinmektedir. Eger X Banach uzay1 ayrilabilir degilse sifirdan farkli bir x vektoriine ait
{x, Tx, T*x,........ } yoriingesi tarafindan iretilmis kapali vektor alt uzayr T i¢in asikar
olmayan kapali bir degismez alt uzaydir. Bagka bir deyisle,ayrilabilir olmayan bir Banach
uzayi Uzerindeki her operatdr asikar olmayan bir kapali degismez alt uzaya sahiptir. Buna
ragmen, tek bir operatorden farkli L(X) tizerindeki operatorlerin bir cebirini gozoniine alirsak,
asikar olmayan ortak bir degismez alt uzayin varligi, ayrilabilir olmayan durumlarla bile ilgili

olur.

Degismez alt uzay problemine iligskin pek az olumlu sonug bilinmektedir. En goze ¢arpani ise

Lomonosov’un (1973) asagidaki degismez alt uzay teoremidir.

Lomonosov’ un Teoremi: Bir Banach uzay: iizerinde siirekli olan bir T operatorii birim
operatorle bir carpimdan farkli olan bir S operatoriiyle degismeli ve S de sifirdan farkli bir

kompakt operatorle degismeliyse, T asikar olmayan bir kapali degismez alt uzaya sahiptir.

Enflo (1975), ayrilabilir bir Banach uzay: tizerinde sinirli lineer operatorii bir asikar olmayan
kapal1 alt uzaysiz gosteren ilk kisidir ve degismez alt uzay probleminin genel formiilasyonuna

olumsuz bir cevap vermistir. Sonrasinda, Read (1985) /¢, iizerinde, asikar olmayan kapal1 alt

uzaysiz bir sinirlt lineer operatdr olusturdu. Bu zit 6rneklerin 1s18inda Lomonosov (1991),
degismez alt uzay probleminin adjoint operatorler i¢in olumlu cevabinin olabilirligi sorusunu

sordu. Yani O, asagidaki dual degismez alt uzay problemini 6nerdi.

Lomonosov’ un Sorusu: Banach uzayindaki bir sinirl lineer operatdriin adjointinin agikar

olmayan bir kapal1 degismez alt uzay1 vardir.

Ayni makalede Lomonosov (1991) ayrica dual degismez alt uzay probleminin de bazi

karakterizasyonlarini sunmustur.

Sonrasinda, Branges (1993) son caligsmalarinin birinde Lomonosov’ un sorusunu ispatlamak
amaciyla bir caligma baglatti. Belirli bir bicimde O, Lomonosov’ un sorusunu, vektor
fonksiyonlariin bir dogal uzaymnin belli bir vektor alt uzaymin Branges tarafindan sunulan

lineer topolojiye gore yogun olmadiginin ispatina indirgedi.

Bu c¢alismanin amaci, kuvvetli ve zayif operatdr topolojilerinin benzerleri olan topolojileri



sunarak adjoint operatorler i¢in degismez alt uzay probleminin karakterizasyonuna degisik bir
yaklagim sunmaktir. Burada, Lomonosov ve Branges’in yaklasiminda oldugu gibi, degismez
alt uzay problemiyle operator cebirleri i¢in ¢alisilmaktadir. Bir X Banach uzaymi diisiinelim
ve X uzayinin norm duali X' > ye ait kapal1 birim yuvari S ile gosterelim. S* den X'’ ye giden

tiim siirekli zay1f* fonksiyonlarin Banach uzaymi C(S,X") ile gosterelim. X tizerindeki stirekli

operatorlerin bir A cebiri igin; asagidaki iki sonucu kuralim.

1) X uzaymin bir agikar olmayan kapali A- degismez alt uzayi olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul X iizerinde bir kompakt operatér K ve bir B operatorii i¢in K'B' operatoriiniin,

{aK'T : aeC(S) ve TeA } koleksiyonu tarafindan iiretilen C(S,X")’ ye ait norm kapali

vektor alt uzayina ait olmamasidir.

2) X'’ niin bir agikar olmayan kapali A' - degismez alt uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

X tizerinde bir B operatorii ve bir kompakt K operatorii i¢in B'K' operatdriiniin,
{aTK' : a eC(S) ve Te A } koleksiyonu tarafindan {iretilen vektor alt uzayinin norm
kapanigina ait olmamasidir.

Yukaridaki degismez alt uzay problemi karakterizasyonlari, degismez alt uzaylarin varliginin

kompakt operatdrlerin bulunmasiyla yakindan ilgili oldugunu gosterir.

Ayrica, burada E bir Banach latis olmak {izere L(E)’ de operatorlerin bir koleksiyonunun

degismez biraktig1 kapali idealler iizerinde de ¢aligtik.



2. ON BILGILER

Bu béliimde, calismamizda kullandigimiz kavramlarin tanimlarini, teoremleri ve dnermeleri

verecegiz.

Tanim 2.1

X bir normlu lineer uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisinin bu uzaya ait limiti varsa
X’ e Banach uzay denir.

Tanim 2.2

E bir siral1 vektor uzayi olsun. Her x, ye E i¢in sup{x, y} €E ve inf { X, y} €E ise E’ ye Riesz

uzayi (veya vektor latis) denir. sup {X, y} =xVvy,inf {X, y} =xAYy seklinde de gosterilir.

Ayrica bir x€E eleman i¢in x’ in mutlak degeri | x | = sup{x, -x}= xV (-x) seklinde
tanimlanir.
Tanim 2.3
( E, |l.]| ) bir Banach uzayi, ( E, ||.||, < ) siral1 vektor uzayi olsun. | x | < |y |iken || x || < ||y ||

oluyorsa E’ ye Banach latis denir.
Bu caligmada Banach latisleri E ile gosterecegiz.
Tamim 2.4

E ve F Banach latis, T: E —F bir operator olsun. x > 0 iken Tx > 0 ise T’ ye pozitif operator

denir.
Tanim 2.5

E bir Banach latis olmak iizere x, yeE icin xAy =0 1iken || x +y || = x || + | y || oluyorsa

E’ ye bir AL- uzay1 (Soyut L- uzay1) denir.
Tanim 2.6

E bir Banach latis olmak iizere x, ye E icin x Ay =0 iken

| xVvy || =max {|| x|yl } oluyorsa E’ye bir AM- uzay1 (Soyut M- uzay1) denir.



Tanim 2.7

Bir E Riesz uzayin1 ve onun A c E alt kiimesini diisiinelim. Eger | x | < | y | ifadesinde ye€ A,
xeE iken xe A oluyorsa A’ ya solid (kat1) denir. Bir Riesz uzayinda solid alt uzaya ideal

denir.
Tanim 2.8

Bir X Banach uzay1 icin L(X) smirli lineer operatorler kiimesini ve onun bir alt kiimesini
g0zoniine alalim. Toplama, ¢arpma ve kompleks sayilarla ¢arpma altinda kapali kalan bu alt

kiimesine L(X)’ in bir alt cebiri denir.
Operatorlerin cebiri, bir X i¢in L(X)’ in bir alt cebiridir.
Tanim 2.9

T: X—Y bir lineer operator, X ve Y normlu uzaylar olsun. X’ deki her siirh {xn} dizisi i¢in

{Txn} dizisinin Y’ de bir yakinsak alt dizisi varsa T’ ye bir kompakt operator denir.

Tanim 2.10

{Txn} dizisinin Y’ de zayif yakinsak bir alt dizisi varsa T’ ye zay1f kompakt operator denir.

Tanim 2.11

X bir vektor uzayi olmak tizere, < X, X' > ciftine, iki- lineer formla birlikte asagidaki kosullar

saglaniyorsa dual sistem denir.

(Yani, <*,*>:Xx X' - R fonksiyonu her degiskende ayr1 olarak lineerdir.)
1) Her xe X i¢in <X, x' > =0 iken x' = 0 olur.

2)Herx'e X'i¢cin <x, x'>=01iken x =0 olur.

Tanim 2.12

Bir X vektor uzay: tizerindeki p: X — R fonksiyonu asagidaki kosullar1 gergekliyorsa yari-

norm adini alir.

1) Her x e X i¢in p(x) =0’ duir.



2) Her x, ye X i¢in p(x + y) < p(x) + p(y)’ dir.
3)Her 4 e R vexeXicinp(Ax)=|A|.p(x) dir.
Tanmim 2.13

Bir E Banach latisi i¢in 0 < ue E olsun. u ile {iretilen ideal:

E, ={x €E:bir 1> 0i¢in|x|< Au} " dur. E, =E ise u’ ya yari i¢ nokta denir.

Tanim 2.14

F bir konveks kiime ve ecF olsun. 0 <A <1 vex,yeFi¢cin e=Ax+(1-A)y ikenx=y=¢

oluyorsa e’ ye F’ nin bir u¢ noktasi denir.
Tamm 2.15

Bir X vektor uzayindaki lineer topoloji sifirda konveks kiimeleri igeren bir tabana sahipse X

uzayina yerel konveks uzay denir. Baska bir deyisle X, yar1 normlarla iiretilen uzaydir.

Tanim 2.16

X bir yerel konveks uzay olsun. Zayif topoloji o ( X, X'), p.(x)=| <x, x' > | iken yar1
normlarin ailesi {px. :X'e X'} ile iiretilen topolojiye denir. Yani, {Xa} X’ de bir net ve x, =X
iken her fe X' i¢in f(x ) — f(x) olur.

Tamm 2.17

X bir yerel konveks uzay olsun. X' lizerindeki zayif* topoloji o ( X', X ), her x'e X' i¢in

p,(x') =] <x, x'>| iken yar1 normlarin ailesi {px X € X} ile Uiretilen topolojidir. Dolayisiyla

{fa} X'’ nde birnet ve f, — f iken her xe X i¢in f, (x) — f(x)’ dir.

Tanim 2.18

X bir yerel konveks uzay olsun ve < X, X' > dual sistemini alalim. X’ in bir A alt kiimesi i¢in

A’ nin kutupsali:

A’ = {x' eX':herxeAigin|<x,x'>| < 1} seklinde tanimlanir.



Teorem 2.19 ( Banach- Alaoglu )

( X,7) bir yerel konveks uzay ve V sifirn bir 7- komsulugu ise onun kutupsali V° bir

o (X', X )- kompakt kiimedir (Aliprantis ve Burkinshaw , 1985).
Tamm 2.20

X bir yerel konveks uzay olsun. < X, X' > bir dual sistem, S de X’ in o ( X, X')- sinirh alt
kiimelerinin bir koleksiyonu olsun. Her AeS i¢in p, (x') = sup {| <x,X'>|:x€ A} , XeX'
formiilii X' lizerinde bir yar1 norm tanimlar. Bu nedenle S , X' iizerinde {p AlAE€ S} yarl
normlarin ailesi ile bir yerel konveks topoloji tiretir. Bu topoloji S - topoloji adin1 alir.

Tanim 2.21

X bir yerel konveks uzay ve < X, X' > bir dual sistem olsun. X' lizerindeki giiclii topoloji
L X, X ), S- topolojidir. Burada S, X’ in tim o ( X, X' )- smirlh alt kiimelerinin

koleksiyonudur.
Tanim 2.22

X bir yerel konveks uzay ve < X, X' > bir dual sistem olsun. Bu dual sistemde X {izerinde her
zaman bir en biliylik yerel konveks topoloji mevcuttur. Bu topoloji S- topolojisidir. S-
topolojisi X' ’ ye ait tiim konveks, ¢emberlesmis ve o ( X, X' ) kompakt alt kiimelerin
koleksiyonudur. Bu en biiyiik topoloji 7 ( X, X' ) ile gosterilir ve X’ in Mackey topolojisi

olarak adlandirilir.

Bu tanimlardan asagidaki ifade elde edilir:
o(X,X')c (X, X").

Teorem 2.23 ( Krein- Milman )

Bir X vektor uzaymin bir F konveks kiimesi X’ deki bir yerel konveks topoloji 7 igin
kompaktsa, o zaman F bir u¢ noktaya sahiptir. Ayrica F, u¢ noktalarin bir 7 - kapali konveks

kabugudur (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
Teorem 2.24 ( Eberlein- Smulian )

Bir X normlu uzayinin bir A alt kiimesinin zayif kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A’

daki her dizinin A’ daki bir elemana zayif yakinsayan bir alt dizisinin olmasidir (Aliprantis ve



Burkinshaw, 1985).
Tanim 2.25

X bir Banach uzay1, T: X — X bir lineer operator ve x, € X olsun. Eger T,
lim || T"x, |I'* = 0 @.1)

kosulunu saglarsa x,’ da yar1 nilpotent denir.
Tamm 2.26

X bir Banach uzayi olsun ve A , X tizerindeki tiim sinirli lineer operatdrlerin Banach cebirini
yani L(X)’ in bir alt cebirini gostersin. .4’ nin dual cebiri; T', T ’nin norm adjointini ifade

etmek tizere A'={ T'e L(X"): Te A } ile tanimli, L(X') "niin bir alt cebiridir.

X ’in bir V alt uzayi, A ’daki tiim operatorler tarafindan degismez birakiliyorsa A- degismez

olarak adlandirilir. Yani, her Te A i¢in T(V)cV saglanir. X ’ in bir V alt uzayi, T e L(X)

operatorii altinda degismez olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V ’nin L(X) ’deki T ile iiretilen
cebir (birimli veya degil) altinda de§ismez olmasidir. Genellikle, X ’in bir V alt uzay1 eger

V= {0} ve V=X ise asikar olmayan olarak adlandirilir.

Bu ¢alismada X boyutu birden biiyiik olan bir kompleks veya reel Banach uzayini, X' de onun

norm dualini gosterecektir.

Simdi asikar olmayan kapali A- degismez alt uzaylarin varliginin bir karakterizasyonunu

verelim.

Onerme 2.27

X bir Banach uzayr olsun. L(X)’e ait bir A alt cebirinin asikar olmayan kapali bir
A- degismez alt uzaymin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her Te A igin

<x'Tx>=0 (2.2)

esitligini saglayan sifirdan farkli bir x € X vektoriiniin ve bir 0 x'e X' lineer fonksiyonelinin

mevcut olmasidir.



Ispat :V asikar olmayan kapali A- degismez alt uzay1 olsun. Bir 0#xeV vektoriinii sabit
tutalim ve Ax ={Tx:TA} kapali alt uzayini diisiinelim. Axc 'V ve bu nedenle Ax#= X’
dir.Dolayisiyla, Ax’ i sifirlayan bir sifirdan farkli x'e X' mevcuttur. Yani, her Te A igin
<x'"Tx>=0" dir.

Karsit1 i¢in; her Te A , sifirdan farkli vektorler xe X ve x'e X' igin < x',Tx >= 0 esitliginin
saglandigin1 varsayalim. Buradan, Ax =m kapal1 alt uzay1 X igerisindeki norma
gore yogun degildir. Eger Ax=# {0} ise .Ax bir asikar olmayan kapali A- degismez alt
uzayidir. Eger Ax = {0} ise asikar olmayan kapali degismez altuzay V={Ax: 1€ C } A-
degismezdir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

<x,Tx>=<TX\x> (2.3)
esitliginden, asikar olmayan bir kapali .A- degismez alt uzayr mevcut olmasi durumunda

asikar olmayan bir kapali A' - degismez alt uzayinin var oldugunu sdyleyebiliriz.

X'’ ye ait kapal1 birim yuvar S ile gosterelim. Yani, bu S={x'eX": || x'|| £1 } kiimesidir.

Burada, S zayif* topolojisi ile donatilacaktir ve bundan dolayr S, Alaoglu teoreminden

(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985), X'’ niin bir zay1f* kompakt alt kiimesidir.
Tanim 2.28

X bir Banach uzay1 olsun. S’den X'’ ye tiim siirekli fonksiyonlarin vektor uzayi, S ve X'

lizerine zay1f* topoloji konuldugunda C(S,X") ile gosteriyoruz.

Her TeL(X) i¢in T': S— X' adjointinin kisitlanisinin C(S,X") ’niin bir elemani olduguna
dikkat edelim.

I 1= sup [| (s) || 24)

seS

Aciktir ki || f ], fe C(S,X") normu ile donatilmis C(S,X") vektor uzay: bir Banach uzayidir.

Lomonosov, Branges’ in Stone- Weierstrass teoreminden esinlenerek, C(S,X')’ niin norm
dualine ait kapali birim yuvarin u¢ noktalarin1 karakterize etmistir. Sonrasinda Branges, bu ug

noktalarin davranisi hakkinda derin bir analiz sunmus ve Stone-Weierstrass teoreminin bir



soyut versiyonunu bulmustur. Lomonosov ve Branges’ in analizleri degismez alt uzay

problemi karakterizasyonunda daha sonra yer alacaktir.

C(S), S iizerinde tanimli, kompleks degerli, siirekli fonksiyonlarin Banach uzayimi gostersin.
Her bir o € C(S) fonksiyonu, C(S,X") lizerinde asagidaki formiile gore bir etki (operator)dir.
fe C(S8,X"), seS i¢in

(a D)(s) = a (s)f(s) (2.5)
ve
Fafl < llell. £l (2.6)

oldugu tanimdan goriiliir.

Cebirsel terminolojiye gore bu C(S,X') ’niin bir C(S)- modiil oldugunu gosterir. Gergekten;
C(S) x C(S,X") — C(8,X")

(a,f) > af

(af)(s) = a(s)f(s) 2.7)
ifadeleri i¢in, a, f € C(S), f, ge C(S5,X"), ke C olmak iizere;

1) 1.f=f , 1eC(S) sabit bir fonksiyondur, soyle ki;

(L1.£)(s) = 1(s).f(s) = L.f(s) = 1(s) (2.8)
D(a+p,f)y=(a+p)f=af+pf=(a,f)+(F,1) (2.9)
(ka,f)=(ka)f=k(af)=k(a,f)

(a,f+g)=(a,f)+(a,g) (2.10)
(a,kf)=k(a,f)

Y a(ptf)=(a.p)f (2.11)
5) lafll< [l f] (2.12)
kosullar1 saglanir.

X’ 1n ikinci norm duali X" ile gosterilsin. Her x"e X" ve her se S, C(S,X'") lizerinde,asagidaki

formiil yoluyla bir x"® s lineer fonksiyonelini tanimlar. fe C(S,X") i¢in
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<x"®s,f>=(x"®s)(f) = <x"f(s) >=x"(f(s)) (2.13)
seklindedir. Bu durumda x"® s , C(S,X") lizerinde bir norm siirekli lineer fonksiyoneldir.
Y= C(§,X") ’ye ait norm dualinde {x"®s:x"eX" veseS } ailesi tarafindan iiretilen vektor

uzayr Y" ile gosterilsin.

Y*={ ZXi”@si: x;"eX" ve s; €S heri=1,2,....,n i¢in } (2.14)

i=1

Y”, Y’ nin noktalarin1 ayirir ve bu nedenle <Y, Y* > dogal duallikleriyle bir dual cifttir.
Norm topolojisinden ayr1 olarak C(S,X'") Banach uzayi iizerinde diger iki topolojiyi gz oniine
alip, degismez alt uzay problemi c¢aligmamizda kullanacagiz. Bunlar asagidaki sekilde

tanimlanir;

1) C(8,X") lizerindeki 7, topolojisi, yari-normlarin { p,. : x"e€X" veseS } ailesi tarafindan

iretilmis yerel konveks topolojidir ve her fe C(S,X') i¢in
P (D= X" @ s)() | = [ <x".f(s)> | (2.15)
seklindedir. 7, o (Y, Y") zayif topolojisidir.

2) C(S,X") uzerindeki 7, topolojisi, yari-normlarin { p : seS } ailesi tarafindan iiretilmis

yerel konveks topolojidir ve her fe C(S,X") i¢in

p (O =1 1(s) | (2.16)
seklindedir.

Bu topolojiler L(X) iizerindeki bilinen zayif ve kuvvetli topolojilerle benzerdir ve bunlar1 da
sirasiyla w ve s ile gosterelim. Bundan baska, klasik zayif ve gii¢lii operatdr topolojilerinin

analizinde oldugu gibi 7, ve 7 topolojileri aynm siireklilineer fonksiyonellere sahiptir

(Dunford ve Schwarz, 1958). Boylece ikisi de <Y, Y" > dual sistemiyle uyumludur.
y yle uyu

Teorem 2.29

Yerel konveks topoloji 7, , < Y,Y" > dual sistemiyle uyumludur ve agagidaki kapsama

mevcuttur:

o(Y,Y)c r, c r(Y, Y"),burada r (Y, Y') Mackey topolojiyi gdstermektedir.
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Ispat: Topolojinin tammindan o (Y, Y*) < z,’ dir. Ispatigin 7, = z(Y, Y") oldugunu
gostermemiz yeterlidir. se S ’ yi sabit tutalim.{ feY: p, (f)= || f(s) || £ 1 } kiimesinin 0’ 1n

(Y, Y")- komsulugu oldugunu gostermeliyiz. X" niin kapali birim yuvarmi U" ile

gosterelim. Sonrasinda
Rx"=x"®s (2.17)

ile tammlanmis, R: ( X", o( X" X' ))=>( Y',o( Y',Y )) operatérii siireklidir. U" bir

o ( X",X")- kompakt kiime oldugundan konveks cemberlesmis kiime:
D=R(U")={x"®s:x"eU" }’ niin o ( Y*,Y )-kompakt oldugu goriiliir.

D°={feY:|<x"®s, f>|=]| x"(f(s)) |[< 1 her x"eU" i¢in } (2.18)
sifirm bir 7 (Y, Y")- komsulugudur.

Bu teoremi asagidaki gibi bir baska bigimde de verebiliriz;

Teorem 2.30

X bir Banach uzay1 olsun. C(S,X'") iizerinde taniml1 bir @ lineer fonksiyoneli i¢in asagidaki

ifadeler denktir;

n
1) ®=Z X,''®s; , buradas,....... SneSvex|",....... Xn' € X" ’dir.

P
2) 9, r,, - sureklidir.

3) 9, t, - streklidir.

Standart dualite teorisi asagidaki sonucu meydana getirir;
Sonug 2.31

X bir Banach uzay1 olsun C(S,X') lizerindeki 7, ve r, topolojileri ayni1 kapali konveks

kiimelere sahiptir.

C(S,X')’ nlin bir M alt uzay1 C(S)- de§ismezse, M’ nin kapamisinin disinda kalan
elemanlarimin x"® s bi¢imindeki bir lineer fonksiyonel ile ayristirilabildigi ayristirma

6zelligini M’ nin saglandigini kurabiliriz.
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Yardimer Ozellik 2.32

X bir Banach uzayi, M de C(S)’ nin elemanlariyla ¢arpim altinda degismez kalan C(S,X')’

niin bir vektor alt uzayi olsun. Bu durumda f ; € C(S,X") elemaninin M’ nin 7 _- kapanisina ait

olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul her fe M i¢in
<x"®s, f,>=1ve<x"®s,{>=0 (2.19)
kosulunu saglayan x" e X" ve se S elemanlarinin mevcut olmasidir.

Ispat: f,” m M’ nin 7 - kapanigina ait olmadigini varsayalim. O zaman VfeM igin
O(f,)#0 ve O(f) = 0 olacak sekilde C(S,X') lizerinde 7 - siirekli bir O lineer fonksiyoneli

vardir. Teorem 2.30” dan i#] i¢in s; #s; oldugu durumlarda

Q=Y x,"®s, (2.20)

i=1

bigimindedir. @(f,) = > <x,,f,(s;)>#0 oldugundan x, #0 ve < x, ,f (s0) >#0

i=1
ifadelerini saglayan bir k mevcuttur. < x, ,f,(sy) > =1 oldugunu varsayabiliriz. Sonrasinda,

Urysohns’ yardimci 6zelliginden, 1#k i¢in « (s;)=0 olacak sekilde o € C(S) alalim. Her fe M
icin « fe M oldugundan her fe M igin

<x, ®s, f>= <x,/,f(s)>= D <x,"a(s)f(s) >=B(af) =0 (2.21)

i=1
ifadesi vardir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 2.33

Bir Banach uzayida her zayif yakinsak dizi norm yakinsaksa yani, x, ——> 0 iken
lim ||x, ||=0 (2.22)

oluyorsa bu Banach uzayia Schur 6zelligine sahiptir denir.



Ornek 2.34

¢, Schur 6zelligine sahip bir Banach uzayidir.

13
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3. DEGISMEZ ALT UZAY PROBLEMIi

X bir Banach uzay1 olsun. A, L(X)’ in bir alt cebirini gostersin. Bir sonraki sonug, Te.A

elemanlariyla tim T' adjoint (eslenik) operatorleri icin X' > ye ait genel bir asikar olmayan

kapali degismez alt uzayin varlig igin gerekli ve yeterli bir kosul sunmaktadir.
A'= {T‘ elL(X"):Te A} seklindedir. Goriilecegi gibi bu kosul, fonksiyonlarin bir koleksiyonu

olan {aT' : a €C(S) ve Te A } tarafindan C(S,X')’ {inde iiretilen vektor alt uzaymin

ozellikleriyle yakindan ilgilidir.

Teorem 3.1

X bir Banach uzay1 olsun. L(X)’ in bir keyfi A alt cebiri i¢in asagidaki iki ifade denktir.

1) Asikar olmayan kapal1 bir A' - degismez alt uzay1 mevcuttur.

2) Bir B € L(X) operatorii mevcuttur dyle ki; B' adjoint (eslenik) operatori,

{aT: aeC(S)veTe A} kiimesi tarafindan iiretilen vektor alt uzayimin C(S,X')’ ndeki 7, -
kapanigina ait degildir.

Ispat: Fonksiyonlarin koleksiyonu {a T': a €C(S) ve Te A } tarafindan iiretilen C(S,X')’
ye ait vektor alt uzaymi1 M, M’ nin 7 - kapanisini da M ile gosterelim.

(1)= (2): Onerme 2.27’ den, her Te A igin < x", T's > = 0 kosulunu saglayan sifirdan farkl
x"e X" ve se X' vardir. Genelligi bozmaksizin s € S kabul edebiliriz.

<x"b'>=1ve <b,s >=1 olacak sekilde b'e X' ve be X alalim. Rank- bir operatorii

B=b'®bel(X) in B'¢ M ifadesini gercekledigini iddia ediyoruz. Bunu gérmek i¢in, her
Te A ve tim a €C(S) igin

<x"®s,aT>= a(s)<x", T's>=0 3.1)

olduguna dikkat edelim. Yani, 7 - siirekli lineer fonksiyoneli x"®s, M flizerinde sifirlanir.

Diger yandan,
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<x"®s,B'>=<x"®s,b®b'>=<x",b'><b,s>=1 (3.2)
bagintis1 B'¢ M oldugunu gosterir.

2)=1): B'¢ M olacak sekilde bir Be L(X) alalim.M, C(S)’ nin elemanlar1 ile ¢arpim

altinda degismez oldugundan Yardimci Teorem 2.32 ile her T € A igin

<x",B's>=1ve<x",T's>=0 (3.3)

ifadelerini saglayan x"e X" ve se S vardir. <x", B's > =1 oldugundan x"# 0 ve s# 0 * dir ve

Onerme 2.27 uygulanirsa ispat tamamlanmus olur.

Bir sonraki hedefimiz; norm topolojisinin terimlerinde degismez alt uzay problemi icin bir
benzer karakterizasyonu bulmaktir. Bunu basarmak icin, tam olarak siirekli fonksiyonlarin

sinifini tanitmaya ihtiyacimiz vardir.
Tanmim 3.2

X bir Banach uzay1 olsun. Bir fe C(S,X') fonksiyonu S iizerindeki zayif* topolojisi ve X'

tizerindeki norm topolojisi i¢in siirekli ise tam siirekli olarak adlandirilir.
C(8,X")’ ye ait tiim tam siirekli fonksiyonlarin vektor alt uzay1 K(S,X") ile gosterelim.

Baska bir deyisle, bir fe C(S,X") fonksiyonunun tam siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

s, —s iken || f(s,) - f(s) || =0 olmasidir. T: X—X bir kompakt operatorse T": S— X'

operatorii tam siireklidir, yani; T'e K(S,X") olur.

K(S,X"), C(S,X")’ niin bir normlu kapali alt uzayidir. C(S,X")’ niin bir vektor alt uzay1 olarak
K(S,X") uzay1, C(S,X") lizerindeki ii¢ topolojiye sahiptir. Bunlar norm topolojisi, 7, ve 7,
topolojileridir. Agikga goriiliir ki, ne 7z, ne de 7, topolojisi K(S,X') lizerindeki norm
topolojisiyle uyumludur. Bununla beraber K(S,X") lizerindeki C(S)- degismez alt uzaylar i¢in
durum farklidir. Lomonosov ve Branges’ in teknigi kullanilarak, bu topolojiler altinda

K(S,X")’” niin C(S)- degismez alt uzaylarinin kapanislarin1 karakterize edebiliriz.
Teorem 3.3

X bir Banach uzay1 olsun. K(S,X')’ niin, C(S)’ nin elemanlariyla carpim altinda degismez

kalan bir M vektor uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

1) M vektor uzayi, K(S,X'") lizerinde 7, - kapalidir.
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2) M vektor uzayi, K(S,X'") lizerinde 7 - kapalidir.
3) M vektor uzayr norm kapalidir.

Ispat : 3)=() f,eK(S,X') M’ nin 7 -kapanisina ait olsun. f, €M oldugunu gostermek
igin f,” 1n M’ nin norm kapanisina ait oldugu ispatlamak yeterlidir. Hahn- Banach

teoreminden; C(S,X') iizerindeki bir norm-siirekli @ lineer fonksiyonelinin her fe M igin

<@, f>=0ve <@, f,>=0 oldugunu gostermemizle olur. O halde, her feM i¢in

<@, f>=0 olsun. @’ nin normunun bir oldugunu farzedelim.
Her bir a € C(S) i¢in Y= C(S,X') lizerinde, fe C(S,X") icin
0,(f)=09(af) (3.4)

seklinde tanimlanan ©, siirekli lineer fonksiyonelini tamimlayallm. M, C(S)’ nin

elemanlarinin ¢arpimi altinda degismez oldugundan her fe M igin

<@,,f>=0 3.5)
olur. Buda, V’ nin Y'’ nde @, tarafindan iiretilen kapali zayif* alt uzay: iken her 6 €V ve
fe M icin,

<0,f>=0 (3.6)

olmasimi gerektirir. V ile Y' > niin kapali birim yuvarinin kesigimini U ile gosterelim.

@ = 0, €U oldugu agiktir. , U’ nun herhangi bir u¢ noktasi olsun. (Branges, 1993)’ den

elde edilen u¢ noktalarinin karakterizasyonuyla, her fe K(S,X") i¢cin
w(f)=<x"®s, f>=<x", f(s) > (3.7)
olacak sekilde bir se S ve x"e X" eleman1 mevcuttur. Ozellikle; her fe M icin

w(f)=<x"f(s)>=0 (3.8)

olur.f ;, M’ nin 7z - kapanisinda oldugundan y (f ;) = <x", f j(s) > = 0 olur. Boylelikle, U’
nun her bir  ug noktasi i¢in y (f ;) = 0 oldugunu ispatlamis olduk. @ €U ve Krein-Milman
teoremiyle U, u¢ noktalarinin zay1f* kapali konveks kabugu oldugundan @(f ;) = 0 sonucuna

variriz. (1)=(2) ve (2) = (3) gerektirmeleri topolojinin 6zelliginden dolay1 agiktir. Boylelikle

ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.1° deki 7.’ yi norm topolojisiyle yer degistirerek, bu c¢alismay: oldukca gelistiren

ana sonuglardan birini verelim.

Teorem 3.4

X bir Banach uzayi olsun. A, L(X)’ in bir alt cebiriyse, asagidaki ifadeler denktir:

1) Asikar olmayan kapali bir A' - degismez alt uzay1 vardir.

2) K kompakt bir operatdr olmak tizere; B, K € L(X) operatorleri vardir ki B'K',

{aTK': a €eC(S) ve Te A } kiimesiyle liretilen M vektor uzaymin C(S,X')’ ndeki norm

kapanisina ait degildir.

Ispat : (1)=(2) Onerme 2.27° den; her Te A igin < x", T's > = 0 olacak sekilde sifirdan

farkli x"e X" ve se X' mevcuttur. se S oldugunu varsayalim. <s, b >=1ve <x", b'> =1
olacak sekilde be X ve b'e X' elemanlarin1 alalim. Sonra, K= s®b ve B= b'®b rank-1

operatorlerini goz oniine alalim ve

K's=<s,b>s=s (3.9
ve
B's=<s,b>b'=0' (3.10)

olduguna dikkat edelim. B'K' * niin M’ nin norm kapanis1 M’ ye ait olmadigimi iddia

ediyoruz.

Bunu gérebilmek i¢in, C(S,X") tizerindeki @ = x"® s norm siirekli fonksiyonelinin her Te A
ve a € C(S) igin

<@, aTK'>= a(s)<x",TK's>= a(s)<x",T's>=0 (3.11)
ifadesini gercekledigine dikkat edelim. Yani, @, M {iizerinde sifirlanir. Diger taraftan;
OBK)=<x",BK's>=<x",b'>=1 (3.12)
ifadesi BK'¢ M oldugunu gosterir.

2)= (1) B, KeL(X) istedigimiz ozellikleri saglayan iki operatér olsun. Acgik¢a, B'K'
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K(S,X")’ ne aittir ve M < K(S,X")’ diir. Ayrica, M bir C(S)- degismezdir.
B'K', M’ nin norm kapanisina ait olmadigindan, Teorem 3.3’ den B'K', M’ nin K(S,X")’ ndeki

7, kapanisina ait degildir. Bu nedenle, Yardime1 Teorem 2.32” den her T € A igin

<x",BK's>=1, <x",TK's>=0 (3.13)
kosulunu saglayan x"e X" ve se S mevcuttur. Onceki kosul K's # 0 olmasin1 gerektirir ve bu

nedenden dolayi ikinci kosul da Onerme 2.27° nin A' ’ ne uygulanabilecegini gosterir.

Dual degismez alt uzay probleminde kastedilmis olan yaklasim Branges (1993) tarafindan

Onerilmistir. Sonra, yukaridaki diisiincemiz, A cebiri igin ortak bir asikar olmayan kapali

degismez alt uzayin varlig1 i¢in gerek ve yeter kosul elde etmemizi saglar. Tek fark, onceki

teoremdeki sagdan carpima karsit olarak kompakt operatorii soldan uygulamaliy1z.

Teorem 3.5

X bir Banach uzay1 olsun. L(X)’ in bir A alt cebiri igin asagidaki ifadeler denktir.

1) Asikar olmayan kapali bir A- degismez alt uzay vardir.

2) K kompakt bir operatdr olmak iizere B, K € L(X) operatorleri vardir ki; K'B',

{aK'T : a eC(S) ve Te A } kiimesiyle iiretilen alt uzaym C(S,X")’ ndeki norm kapanigina
ait degildir.

ispat : (1)= (2) Onerme 2.27” den her Te A igin < x', Tx > = 0 olacak sekilde sifirdan farkl

xe X ve x'e X' elemanlar1 vardir. x'e S oldugunu varsayalim. <b', x > = 1 olacak sekilde bir

b'e X' alalim ve K = b'® x € L(X) rank-1 operatoriinii dikkate alalim.
Kx=<b,x>=x (3.14)

oldugunu gozlemleyelim. Sonrasinda, < x', b > = 1 olacak sekilde herhangi bir be X secelim.

Simdi B = b'® be L(X) operatdriinii tantmlayalim. Aciktir ki; adjoint operator B',
B'x'=<x,b>b'=b (3.15)

kosulunu gercekler.
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{aK'T': a €C(S) ve Te A } koleksiyonu tarafindan iiretilen vektor uzaymni N ile gosterelim.

K'B'’ niin N’ nin norm kapanigina ait olmadigini iddia ediyoruz. Bunun i¢in, @ = x ® x' lineer
fonksiyonelinin C(S,X")’ nde norm siirekli olduguna ve her Te A ve a € C(S)’ nin

<@, aKT'>=axX)<x, KTXx'>= a (x)<TKx,x'>= a (x)<Tx,x'>=0 (3.16)
ifadesini sagladigina dikkat edelim. Yani @ = x® x', N {izerinde sifirlanir. Diger taraftan

B'x' =b' esitligi;

OKB)=<x,KBx'>=<x,Kb' >=<Kx,b'>=<x,b'>=1 (3.17)
ifadesini tiretir. Bu da K'B' ’ niin, N’ nin norm kapanisina ait olmadigin1 gosterir.

(2)= (1) B ve K istedigimiz 6zellikleri saglayan iki operator olsun. Yine N, C(S,X')’ nde
{aK'T : aeC(S) ve Te A } koleksiyonu tarafindan iiretilmis vektdr uzayini gostersin.
Aciktir ki; K'B'e K(S,X") ve N < K(S,X")’ diir. Ayrica N, C(S)- degismezdir.

K'B' kompakt operatorii N’ nin norm kapanisina ait olmadigindan dolayr Teorem 3.3° den

K'B', N’ nin K(S,X")’ ndeki 7, kapanisinda degildir. Sonug olarak Yardimci Teorem 2.32’

den her Te A igin

<x" KBs>=1ve<x" KTs>=0 (3.18)

olacak sekilde x"e X" ve se S vardir. <x", K'B's > =1 oldugundan x,= K"x" # 0 olur. Ayrica

K’ nin kompakthigr x,= K"x"e X ifadesini gerektirir. Bu nedenle her T € A i¢in

<Tx,,s>=<TK"X",s >=<K'X", T's >=<x",K'T's>=0 (3.19)

olur ve Onerme 2.27’ den ispat tamamlanmus olur.

Bu boliimii sonlandirirken, c¢alismamiz boyunca verilmis olan onemli bir gergegi tekrar

vurgulamak istiyoruz. X’ in bir agikar olmayan kapali A- degismez alt uzaymin varligi
hakkindaki soruyu sormaya baslar baslamaz ( veya X'’ ye ait bir kapali, asikar olmayan A' -

degismez alt uzayin varligi hakkinda ) verilen A cebirinin kompaktlikla iligskilendirilmeye

ihtiyact olmasa da bir kompakt operatoriin varligina ihtiyag vardir.
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4. UYGULAMA

Bu bdéliimde amacimiz, elde ettigimiz sonuglar1 ¢ {izerine etki eden dual cebirler i¢in bir

degismez alt uzay varlik teoremi sunarak 6rneklendirmektir. Sonucu ifade etmeden 6nce bir

yardimc1 teoreme ihtiyacimiz var.

Yardimeci Teorem 4.1

X bir Banach uzayr olsun. L(X)’ in bir A alt cebiri i¢in sifirdan farkli bir T, e L(X)

operatOriiniin varoldugunu varsayalim oyle ki;

1) T , A’ nin her elemaniyla degismelidir.
2) Bir B e L(X) i¢in adjoint operatér B', C(S,X")’ ndeki {aT'T' : a eC(S)ve Te A }

tarafindan tiretilen vektor uzaymin 7 kapanisina ait degildir. O zaman, asikar olmayan kapali

bir A' - degismez alt uzay1 vardir.

Ispat : Yardimc1 Teorem 2.32° den, her T € A igin

<x"®s, B'>=x"(B's) =1 (4.1)
Ve
<xX"®s, T'T, >=<x"T'T,'s>=0 (4.2)

kosulunu saglayan x"e X" ve se S vektorleri mevcuttur. X' = T's #0 ise o zaman, her Te A
igin < x", T'x' > = 0 bagimtis1 Onerme 2.27 ile birlikte bir agikar olmayan kapal1 A' - degismez

alt uzaymin oldugunu gosterir.

T's = 0 oldugunu varsayalim ve N ile T '’ niin sifir uzaymi gosterelim. T , A’ nin her

elemaniyla degismeli oldugundan N bir kapali A' - degismez alt uzaydir. x"(B's) = 1’ den

s #0 sonucunu ¢ikaririz. se N oldugundan N’ nin sifirdan farkli oldugu goriiliir. Diger

taraftan, N = X' ise T, = 0 ve bu ylizden T, = 0 olur, bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle N asikar

olmayan kapali bir A' - degismez alt uzaydir.
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Onceden bahsettigimiz gibi, ¢, Banach uzay: (ayrilabilir olmayan) iizerindeki her siirekli
lineer operatdr, asikar olmayan kapali bir degismez alt uzaya sahiptir. /,” deki smrh

operatorlerin bir degismeli cebirinin dual cebirinin asikar olmayan bir kapali degismez alt
uzaya sahip olmasi agiktir. Bu durum (Honor, 1985)’ de ispat edilmistir. Bu calismadaki

teknikleri kullanarak bu ilging¢ sonuca degisik bir ispat sunmaya haziriz.

Teorem 4.2 : Eger A, ¢, iizerindeki siirl lineer operatdrlerin bir degismeli cebiriyse, ¢

tizerindeki lineer siirlt operatorlerin A' dual cebiri agikar olmayan bir kapali A' - degismez

alt uzaya sahiptir.

Ispat : A, ¢, iizerindeki sinirli lineer operatorlerin bir degismeli cebiri olsun. Eger A, /,

tizerindeki I birim operatoriiyle iiretilen cebirle uyusursa sonug asikardir. Bu nedenle, her

A kompleks sayist icin T # A1 olacak sekilde en az bir T € A oldugunu varsayalim. T’ nin bir

yaklasik nokta spektrumunda bir A4, 1 sabit tutalim ve
T,=T- 41 (4.3)

operatoriinii dikkate alalim. Ayrica, ¢, in birim vektorlerinin bir {Xn} dizisini secelim ( yani,

her n dogal sayis1 i¢in || x, ||, = 1’ dir ) ve bu,
HTO Xn”l = || TXn- ﬂ’O Xn”1 - 0 (4'4)

kosulunu saglasin. Ag¢iktir ki, T, , A’ nin her elemaniyla degismelidir.

Sonra, {aT'T' : a €C(S) ve Te A } fonksiyonlarinin bir koleksiyonu tarafindan iiretilen

C(S,X")’ niin M alt uzayini diistinelim. I' : 7/ — ¢ ( S’ ye kisitlanmig) birim operatoriiniin,

M’ nin 7 - kapanisina ait olmadigini iddia ediyoruz.

Bunu gérmek i¢in, I' * niin M’ nin 7 kapanisina ait oldugunu varsayalim. O halde, eger ¢> 0

ve se S sabit alirsak
XD aT T, )s) || <e (4.5)
i=1

olacak sekilde o, e C(S) ve T, € A (1= 1,.....m ) mevcuttur. Bu, |x ||<1 kosulunu saglayan
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her x e X i¢in

|<x,8>- > a(5)<x, T'Ts>|<e (4.6)

i=1

olmasin1 gerektirir. A’ nin degismeli bir cebir oldugunu hesaba katarsak, (4.6) ifadesinden her

xeX, || x| £1i¢in

| <x,s8>- Zai(s)< T,x, T's>|<e¢ (4.7)

i=1

elde edilir. Ozellikle, (4.4) ifadesinden her n igin

< X,,8>- > ()< Tpx,, T's>|<¢ (4.8)

i1
olur. Bu da yeterince biiyiik her n i¢in
|<x,,8s>|<¢ (4.9)

ifadesini tiretir. Bagka bir deyisle {xn} dizisi /,” de sifira zayif yakinsar. ¢, Schur 6zelligine

sahip oldugundan ||x |} =0 elde edilir, bu da her n i¢in |[x_||; = 1 ifadesiyle ¢elisir. Bu
nedenle I' birim operatorii M’ nin 7, kapanisina ait degildir ve Yardimci Teorem 4.1° den

sonu¢ elde edilir.

Bu yaptigimiz ispat asagida verecegimiz genel neticeyi iiretir.

Sonuc¢ 4.3

X Schur 6zelligini saglayan bir Banach uzay1 ve A, L(X)’ in bir degismeli alt cebiriyse,

L(X")’ niin A ' dual cebirinin asikar olmayan kapal1 bir A ' - degismez alt uzay1 vardir.
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5. BANACH LATiSLERDE DEGiSMEZ KAPALI iDEALLER

Bu béliimde E bir Banach latis, X de bir Banach uzay1 olmak {izere L(E)’ ye ait operatorlerin

bir koleksiyonunun degismez biraktig1 asikar olmayan kapali idealler lizerinde ¢alisacagiz.

Tanim 5.1

E bir reel Banach latis olmak tizere, E, = {x eB:x2> 0} kiimesine E’ nin pozitif konisi denir.

Tanim 5.2

E bir Banach latis ve bir 1s;n R = {xlxo A2 O} ,0#x,€ E, olsun. Egerxe R ,x=y+z

vey,ze E, ifadeleriy, ze R “1igeriyorsa R’ apozitif koni E, i¢in bir ug 1sin denir.

Tanim 5.3

Bir Banach latisde tanimli, verilen lineer operator tarafindan kendi igine alinan kapali bir
ideale kapali degismez ideal denir. Yani, J bir ideal ve T bir lineer operatdr olsun, T(J)c J
olur. E bir Banach latis olmak iizere, L(E)’ ye ait olan operatdrlerin I" alt kiimesi i¢in, "’
daki tiim operatorlerle degismez kalan asikar olmayan kapali bir ideal varsa I'’ ya
ayristirilabilir denir, aksi takdirde ayristirilamaz olarak adlandirilir. L(E)’ nin I alt kiimesine
ait olan tiim kapali degismez ideallerin koleksiyonu Ilat (I") ile gosterilir. X bir Banach uzay1

ise '’ ya ait olan tiim kapali degismez alt uzaylarin koleksiyonu Lat (I") ile gosterilir. Eger

TeL(X)iken I'= {T} ise I yerine T kullanacagiz.

Tanim 5.4

Bir Banach latis E’ deki pozitif bir T operatdrii i¢in E’ nin bir kapali ideali, E’ nin T ile
degismeli olan tiim S pozitif operatorleri altinda degismez kalirsa p- hiperdegismez adin1 alir.
E tlizerinde bir pozitif operatdriin pozitif komutanti {T}f ile gosterilir ve E’ ye ait, T ile

degismeli tim S pozitif operatorlerin koleksiyonudur.
Onerme 5.5

Bir Banach latis E’ nin herhangi bir J ideali i¢in E’ den E/J’ ye giden kanonik doniisiim
pozitif ise E/J, en 1yi siralamasi altinda bir vektor latistir. Eger J kapali ise E/J Banach latistir

(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
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Tanim 5.6

X bir Banach uzayr olsun. Eger Te L(X) ve MeLat (T) ise, o zaman T’ nin X/M’ ye

sikigtirmasi T ile gosterilir ve
T(x+M)=Tx+M (5.1)
seklinde tanimlanir ve T , X/M lizerinde iyi taniml1 bir operatordiir.

Simdi T ile ilgili birka¢ yardimci teorem ifade edelim.

Yardimci Teorem 5.7

E bir Banach latis olsun. Eger T € L(E) operatorii pozitif ve I Ilat (T) ise T da E/I iizerinde
bir pozitif operatdrdiir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Yardimei Teorem 5.8
X bir Banach uzayi olsun. T e L(X) ve M € Lat (T) oldugunu varsayalim.
(a) T yar1 nilpotentse T da X/M iizerinde bir yar1 nilpotent operatordiir.

(b) T kompaktsa T da X/M iizerinde bir kompakt operatordiir.

(c) T zayif kompaktsa T da X/M iizerinde bir zayif kompakt operatordiir.

Yardimci Teorem 5.9

E bir Banach latis olmak tizere, S, Te L(E) ve I Ilat ({S, T} ) oldugunu varsayalim. S ve Tda

strasiyla S ve T’ nin E/I’ ya sikistirmasi olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur.
(a) T, S’ yi domine eden bir pozitif operatdrse Tda$’ y1 domine eder.
(b) S< Tise S< T olur.

Yardimci Teorem 5.10

Eger I, AL veya AM- uzay1 olan E’ nin bir kapal1 ideali ise I ve E/I sirasiyla AL veya AM-
uzaylaridir (Schaefer, 1974).

Yardimci Teorem 5.11

Eger e, bir AM-uzay1 olan E’ nin birimi ve I da E’ nin bir kapali1 ideali ise e + I da E/I’ nin
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birimidir (Jahandideh , 1997).
Teorem 5.12

Eger E birimli bir AM- uzaymin kapali idealiyse veya E, pozitif konisi ug 1s1n1 kapsayan bir
Banach latis ve T € L(E) bir yar1 nilpotent operator ise T ayristirilabilirdir (Schaefer, 1974).

Teorem 5.13

Bir Banach latis iizerindeki her kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operatoér ayristirilabilirdir

(Pagter, 1986).
Teorem 5.14

Bir Banach latis tizerindeki her kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operatoriin asikar olmayan bir

p- hiperdegismez kapali ideali vardir (Abramovich vd. , 1992).
Sonug 5.15

E bir Banach latis olsun. Te L(E)’ nin bir zayif kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operatorii ve

E’ nin bir AL veya AM- uzay oldugunu varsayalim. O zaman, T’ bir asikar olmayan, p-
hiperdegismez kapali ideale sahiptir. Ozellikle, T’ nin asikar olmayan p- hiperdegismez kapali

bir ideali vardir.

Ispat : T? bir kompakt operatordiir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985). Teorem 5.14 den ve
{T}C - {Tz}c kapsamasindan sonuca ulasiriz.

Sonuc¢ 5.16

E bir Banach latis olsun. I", E iizerindeki pozitif operatorlerin bir degismeli koleksiyonu ve T
bir yart nilpotent pozitif operatdor olsun. O zaman asagidaki her bir durumda T

ayristirilabilirdir.

(a) T kompakt ve Te "’ dur.

(b) T bir kompakt operatdr tarafindan domine edilmis ve T° e T"* dur.
(c) E bir AM veya AL- uzay, T zayif kompakt ve T> e "’ dur.

(d) E bir AM veya AL- uzayi, T bir zayif kompakt operatdr tarafindan domine edilmis ve
T* e’ dur.
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Ispat: (a) T c {T}ij oldugundan, Teorem 5.14’ den istenilen sonug elde edilir.

(b) T’ kompakttir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) ve (a)’ dan I' ayristirilabilirdir.

(c) Sonug 5.15’ de ispatlandig1 gibi T* kompakttir ve (a)’ y1 uygularsak sonug elde edilir.
(d) T zayif kompakttir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) ve bu nedenle ' ayristirilabilirdir.
Teorem 5.17

E bir Banach latis olsun. T € L(E) sifirdan farkli pozitif bir kompakt operator olsun. Eger T, E’

deki bir x, > 0 noktasinda yar1 nilpotent ise o zaman, T bir asikar olmayan p- hiperdegismez

kapali ideale sahiptir.

Ispat : Sifir ideal N, ={XEE:T(|X|)=0}, T i¢in bir p- hiperdegismez kapali ideal

oldugundan Tx, = 0 i¢in teoremi ger¢eklemis oluruz. Tx, # 0 i¢in devam edelim.

F= {er:EIyZOéyleki|x|£Ty} (5.2)
(5.3)
nZZ IX ||

ve {x,}, T(E)" de bir norm yogun dizi iken E, = F’ dir (Abramovich vd., 1992). Bundan

dolay1, eger E bir yar1 i¢ nokta igcermiyorsa F, T i¢in bir asikar olmayan p- hiperdegismez

kapali idealdir. Aksi takdirde (Pagter, 1986)° daki ¢alismada oldugu gibidir.

Her bir f> 0 igin, T[f], T[f] = {SF:SeT}, T ={S,-S,:8,8,eT"}| ve
T* = {SeL(E):0<S<R,birR {T}' icin| (5.4)

iken, T altinda degismez kalan bir sifirdan farkli kapali idealdir.

[f], T i¢in bir p- hiperdegismez kapali idealdir (Abramovich vd., 1992), bu nedenle

T [f ] #E olacak sekilde E’ de f # 0 oldugunu gostermeliyiz. Aksini kabul edelim, E* deki

tim f =0 lar igin T [f] = E olsun. x, ve Tx, sifira esit olmadigindan, 0= T(U) ve 0+ U

olacak sekilde x, merkezli U agik yuvarini segebiliriz. Bir n dogal sayisi, {1,2, ..... ,n} icinde
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bir { jm}::1 dizisi ve her m i¢in T’ de g, = S, TS, T...S,Tx, €U olacak sekilde bir

{S,}" dizisi bulabiliriz (Pagter, 1986).
.

18, 1< 2O)™ [ T™x, || (5.5)
oldugunu gorelim, burada

C=max {|[RY [|:j=1,...n;i=1,2] (5.6)
seklindedir. T, x,’ da yar nilpotent oldugundan || g_||— 0 olur,dolaysiyla Oe U elde edilir
bu da U’ nun se¢imiyle ¢elisir.

Yardimei Teorem 5.18

E bir Banach latis olsun. I'c I(E), T e L(E), T bir pozitif operator ve 1ellat (T) olsun. O

zaman T, "’ daki tiim operatorleri domine ediyorsa veya I'* daki tiim elemanlar pozitifse ve

her SeT'i¢in ST ise Iellat (I'")’ dir.

Bu yardimci teorem ve Onceki tiim sonuglardan diger ayristirilabilirlik neticelerini kolaylikla

elde edebiliriz. Bunlardan birkag 6rnek verelim.
Sonug 5.19

E bir Banach latis olsun. I' < L(E) ve T’ nin E’ de bir yar1 nilpotent pozitif operator oldugunu

varsayalim. T, I’ nun tiim elemanlarin1 domine etsin veya T, I" > yu majorize etsin. O zaman

asagidaki kosullarin her birinde I ayristirilabilirdir.
(a) E bir AM- uzayinin kapali bir idealidir.

(b) E, pozitif konisi ug 15101 igeren bir Banach latistir.
(c) E bir AL- uzaydir ve T zayif kompakttir.

(d) E herhangi bir Banach uzayidir ve T kompakttir.
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6. SIKISTIRMALI AYRISTIRILABILIRLIK

Bu bolimde amacimiz sikistirmali ayristirilabilirlik konusunu tanim ve Onermelerle
inceleyerek sonuglar elde etmektir. Bir dnceki boliimden hatirlayacagimiz gibi I', E Banach
latisi lizerindeki pozitif operatorlerin bir degismeli koleksiyonu ve ILat (I') da L(E)’ nin '

alt kiimesine ait olan tiim kapali1 degismez ideallerin koleksiyonudur.

Tanim 6.1

E bir Banach latis olsun. L(E)’ nin bir " alt kiimesi i¢in, I < J kosulunu saglayan herhangi I,
Jellat (I') i¢in Boy (J/I)>2 ve I'’ nun J/I’ ya sikistirilmasi r ayristirilabilir ise I’

sikistirmali ayristirilabilirdir denir.

Onerme 6.2

E, f birimli bir AM- uzay1 F’ nin bir kapali ideali olsun. Te L(E) bir yar1 nilpotent pozitif

operator ise o zaman T sikistirmali ayrigtirilabilirdir.

Ispat : Teorem 5.12° den T aynistirilabilirdir. IcJ ve Boy (J/I)>2 olacak sekilde I, JeTlat (T)
olsun. E, AM- uzay1 oldugundan J de bir AM- uzayidir. [, hem J hem de F’ nin bir kapal
ideali oldugundan J/I, F/I’ min bir kapali idealidir, J/I ve F/I Yardimc1 Teorem 5.10° dan AM-
uzayidir. Ayrica Yardimcir Teorem 5.11° den f + I, F/ i¢in bir birimdir.

T, E lizerinde yar1 nilpotent pozitif operator oldugundan T, J iizerinde bir yar1 nilpotent pozitif
operatordiir. Bu nedenle T da Yardimer Teorem 5.7 ve Yardimer Teorem 5 8(a) ile J/1
tizerinde bir yar1 nilpotent pozitif operatdrdiir. O halde Teorem 5.12 T’ nm ayristirilabilir

olmasini gerektirir.

Onerme 6.3

E bir Banach latis olsun. K e L(E) bir kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operator ise o zaman K

ve [ = {K}S sikistirmali ayristirilabilirdir.

Ispat : Teorem 5.14° den K ve ' ayristirilabilirdir. IcJ ve Boy ( J/I ) >2 kosullarini saglayan
I, Jellat (K) veya Ilat (I') alalim. Yardimci Teorem 5.7, Yardimci Teorem 5.8 (a) ve

Yardimct Teorem 5.8 (b)’ den K’ nin J/1 iizerinde bir kompakt, yar1 nilpotent, pozitif
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~ ~\C ~
operator oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla Teorem 5.14° den, I' < {K} oldugundan K ve I'’

nun J/I” ya sikistirmasi olan r ayristirilabilirdir.

Onerme 6.4

E bir Banach latis olsun. KeL(E)’ nin bir zayif kompakt,yar1 nilpotent, pozitif operator

oldugunu ve E’ nin AL veya AM- uzay1 oldugunu varsayalim. O zaman K ve {K2 }C

+

sikistirmal1 ayristirilabilirdir. Ozellikle {K}f sikistirmali ayristirilabilirdir.

ispat : Sonug 5.15, Yardimcr Teorem 5.7, Yardimer Teorem 5.8 ve Yardimci Teorem 5.10

uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 6.5

E bir Banach latis olsun. TeL(E) bir sifirdan farkli yar1 nilpotent, pozitif operatér ve bir

sifirdan farkli kompakt KeL(E) operatoriinii domine eden sifirdan farkli bir Se {T}f

operatOrii mevcutsa {S, T} sikistirmali ayristirilabilirdir.

Ispat : T bir yar nilpotent pozitif operatdr oldugundan E’ de dyle bir x,> 0 vardir ki T, x,’
da yar1 nilpotenttir. Dolayisiyla, {S,T} ayristirilabilirdir (Abramovich vd., 1994). 1, Jellat

({S,T}) oldugunu varsayalim. I, JeIlat (K) oldugu ac¢iktir ve Yardimci Teorem 5.9° dan S’

~

nin J/I’ ya sikistirmasi olan é, K’ nin J/I’ ya sikistirmasit olan K’ y1 domine eder.
Boy (J/I)>2 igin {sf} aynistirilabilirdir (Abramovich vd., 1994). Bu yiizden {S,T}

sikistirmali ayristirilabilirdir.

Onerme 6.6

E bir Banach latis olsun.I' c L(E) ve T I" ’ nun bir sikistirmal1 ayristirilabilir pozitif operator
oldugunu varsayalim. O zaman eger T, I’ nun tiim elemanlarin1 domine ediyorsa veya I"’
nun tim elemanlar1 pozitif operatdrler ve T, I'’ yu majorize ediyorsa I' sikistirmali

ayristirilabilirdir.
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Sonucg 6.7

E bir Banach latis olsun.I' c L(E), TeI" bir yar1 nilpotent pozitif operator olsun; T, I'* nun
tim elemanlarini domine etsin veya I'’ nun tiim elemanlar1 pozitif olsun ve T, '’ yu

majorize etsin. O zaman asagidaki durumlarin her birinde I' sikistirmali ayristirilabilirdir.

(1) E bir AM- uzaymin kapali bir idealidir.

(11) E bir AL- uzay1 ve T zayif kompakttir.

(ii1) E herhangi bir Banach latis ve T kompakttir.
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7. SONUCLAR

Bu ¢alismada ¢cogu Banach uzaylarinda operator teorisiyle ugrasan matematikgilerin ¢ézmeye

calistig1 degismez alt uzay problemi iizerinde ¢alistik. Bir X Banach uzay1 i¢in L(X)’ in bir A

alt cebiri i¢in asikar olmayan A- degismez alt uzaym varligin1 gordiik. Sonrasinda elde

ettigimiz bu sonucu ¢ iizerine etki eden dual cebirlerde uyguladik.

Banach latislerde de degismez alt uzay probleminin degismez ideal versiyonu ile ilgilendik.
Buradaki caligmanin ana neticelerinden biri yar1 nilpotent pozitif operatorler veya kompakt

pozitif operatorlerin belli bir koleksiyonu altinda degismez kalan kapali ideallerin varligidir.

Son olarak da Banach latislerde sikistirmali ayristirilabilirlik konusunu inceledik. Burada elde
ettigimiz sonuglardan biri de AL veya AM- uzay1 olan bir E Banach latisi i¢in L(E)’ ye ait

olan zayif kompakt, yar1 nilpotent, pozitif operatoriin sikistirmali ayristirilabilir oldugudur.
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