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COK GRUPLU NOTRON DIiFUZYQN DENKLEMININ KUADRATIK SINIR
ELEMANLARI YONTEMI iLE COZUMU

OZET

Bu calismada ¢ok gruplu nétron diflizyon denklemi, sinir elemanlar yonteminin
kuadratik tipli elemani ile ¢ozlilmiistiir. Sinir elemanlar yontemi, ele alinan
geometrinin sadece sinirlarinda ele alinan ve problem boyutunun bir diismesini
saglayan bir yontemdir. Ote yandan ¢dziime ulasabilmek igin temel ¢6ziim
fonksiyonuna ihtiya¢ duyar. Sonsuz ortam Green fonksiyonu temel ¢oziimdiir.

iki boyutlu, ¢ok gruplu difiizyon denklemi, sinirlarda tek boyutlu Gauss integrasyonu
kullanilarak ¢oziiliir. Ik bliimde sinir elemanlar yéntemi (BEM) hakkinda bilgi ve
gelisimleri verilmistir. Ikinci boliimde {i¢ gruplu nétron difiizyon denkleminin
tiiretimi ve ¢ok gruplu notron diflizyon denklemi teorisi verilmistir. Cok gruplu
difiizyon denkleminin sinir elemanlart ile ¢oziimiinde kaynak terimi i¢in hacim
integrasyonunun ¢6ziimiine gerek vardir. Kaynak terimi i¢inde iki ayr1 katki elemant
vardir, bunlar; fisyon ve sac¢ilma kaynaklarinin katkilaridir. Bu ¢alismada sagilma
kaynag1 hacim integrasyonunu, sinir integrasyonuna doniistiirecek bir yontem
kullanilmistir. Ayrica, kuadratik sinir elemanlarinin kullanilma sebebi egri
ylizeylerin modellenmesinin miimkiin olmasidir. Ciinkii sabit ve lineer siir
elemanlar1 diizgiin geometrilerde kullanmak miimkiindiir. Dolayisiyla kuadratik
elemanlar her tiirlii ylizeyin modellenmesine izin vermektedir. Bununla birlikte
uygulamalardan da goriilecegi gibi kuadratik elemanlarin, sabit ve lineer sinir
elemanlarina gore daha hizli yakinsama saglamasinin yaninda hata oraniin da diistik
oldugu tespit edilmistir. Uciincii boliimde kuadratik sinir elemanlar yonteminin, iig
gruplu ve alt1 gruplu iki boyutlu serbest kaynak nétron difiizyon denklemine
uygulamasi ele alinmigtir. Ayrica sonsuz ortam yetkinlik-6zdeger problemleri
coziilerek analitik karsilastirma ve hata hesaplar1 yapilmistir. Son olarak {i¢ grup i¢in
silindir problemi ¢oziilmiistiir.

Cok gruplu notron difiizyon denklemini kuadratik sinir elemanlariyla ¢6zmek i¢in
FORTRAN 77 kullanilarak yazilan BEMGQ programi kullanilmig ve LINUX isletim
sistemi altinda ¢alistirilmistir. BEMGQ programi egri yiizeylerde ¢6ziim yapabilen
bir programdir. Az sayida sinir elemani kullanilmasina ragmen ¢ok yaklasik sonuglar
elde edilmistir.

X



THE SOLUTION OF THE MULTIGROUP NEUTRON DIFFUSION
EQUATION WITH QUADRATIC BOUNDARY ELEMENT METHODS

SUMMARY

In this study, the boundary element method is used to solve multi group, two
dimensional neutron diffusion equation. Boundary element methods are efficient
numerical tools for solving problems which have two and three dimensions.
Boundary element method solves problems of infinite domains. Boundary element
method, in which the governing equations are converted into a set of integral
equations on the surface, is solved by a suitable method. The main advantage of this
method is the reduction of the dimensionality of the problem.

Two dimensional Multigroup diffusion method is solved by using the Gauss
quadrature method on the boundaries. In the first section, BEM and its developments
are explained. In the second section, the derivation of the of the three group neutron
diffusion equation and Multigroup neutron diffusion theory were given. Because of
the source term includes volume integration, a method was used to reduce volume
integration into the boundary integration. With the use of the multigroup boundary
integral equation, scattering volume integrals are transformed into surface integrals
and, thus, the computational requirements are reduced. Quadratic boundary elements
is used curved boundaries. That’s why it is used in large area. The results of the
quadratic boundary elements are better than constant and linear elements. In the
third section, three and six group problems were solved. The programme can be used
for solving curved boundaries (i.e. cylinder). BEMGQ programme can be used for
solving fixed source, criticality eigenvalue problems for nuclear systems which has
curved boundaries.

To solve Multigroup neutron diffusion equation, BEMGQ programme has been
written in FORTRAN 77. The programme run on personel computer under LINUX
operating system. The quadratic boundary element method has given approximate
values despite using not many boundary elements on curved boundaries.



BOLUM 1. GIRiS

Sinir  elemanlar yontemi (boundary element method, BEM) smur deger
problemlerinin, sonsuz ortam Green fonksiyonlar1 araciligi ile smir integral
denklemlerine doniistliriilmesi ilkesine dayanmaktadir. Tiretilen smir integral
denklemi sadece homojen bolge sinirlarinda fonksiyon degerlerini bilinmeyen olarak
icerdiginden bdlgenin i¢inin ayriklastirilmast gerekmemekte, sadece sistem
siirlarinin ayriklastirilmas: yeterli olmaktadir. Sistem smirlarimin ayriklastiriimasi
i¢in lretilen 1zgara, sinir elemanlarindan olugmaktadir. Fonksiyon ve normal tiirevin
her bir simir eleman iginde sabit, lineer veya kuadratik sinir elemani yaklagimini
ortaya ¢ikarmaktadir. Bu calismanin da konusu olan iki boyutlu sistemlerde, sistem
sinirlart tek boyutlu oldugundan, her bir sinir elemani i¢cinde fonksiyon ( ki bu
calismada ndtron akisi ) ile normal tiirevi ( ki bu ¢alismada normal yondeki akima )
sabit, lineer, kuadratik ya da daha yiiksek dereceli Lagrange polinomlar: ile ifade

edilebilmektedir.

Sinir elemanlari yonteminin genel olarak simir deger problemlerinin ¢oziimiinde
kullanimi ¢ok sayida kaynak [1, 2, 3] tarafindan dolayl olarak ele alinmistir. Sinir
elemanlar1 yonteminin difiizyon sahasina ilk uygulamasi yaklasik 20 yil dncesine
dayanmaktadir [4]. Daha sonra yapilan caligmalar difiizyon hesaplarinda 6zdeger
hesab1 [5], dis kaynak hacim integrallerinin sinir integrallerine doniisiimi [6],
sacilma integrallerinin siir integrallerine doniisiimii gibi [7] konularda siirdiiriildii.
Notron difiizyon teorisi siir elemanlari uygulamalarinin ¢ok bolgeli sistemlere

genisletilmesi [8, 9, 10, 11] son bes yilin arastirma konular1 arasinda yer ald.

Yapilan bu caligmalarda genellikle sabit ya da lineer sinir elemanlar1 uygulamalarina
agirlik verildi. Fakat egri yiizeyli sistemlerin analizi ise en azindan kuadratik sinir
elemanlarmin kullanimin1 gerektirmektedir. Kuadratik sinir elemanlarmin nétron
difiizyon hesaplarinda kullanimi konusunda yapilan ¢alismalar, bir [12] ve iki [13]

gruplu teori ile sinirl kaldi.

Bu ¢alismada ¢ok gruplu sinir integral denklemi kavrami [7] ile kuadratik sinir

elemanlar1 birlestirilerek, ¢cok gruplu difiizyon hesaplart i¢in bir kuadratik smnir



elemanlar1 formilasyonu gelistirilmistir. Bu formiilasyon dogrultusunda yazilan
FORTRAN program1 BEMGQ), kosularak dogrulanmis ve irdelenmistir.

Bu tez calismasinda ikinci boliimde {i¢ gruplu nétron difiizyon denklemi icin sinir
integral denklemi tiiretimi yapilmis, genellestirilerek g grup sayisi i¢in formiilasyon
verilmistir. Ele alinan sistem sinirlar1 kuadratik sinir elemanlarina parcalanarak, elde
edilen integral denklemler Gauss karelemesi kullanilarak hesaplandi, sinir sartlar1 da
kullanilarak sistem katsayilar matrisi elde edildi. Bulunan denklem sistemi Crout
yontemiyle ¢oziilmiistiir.

Uciincii boliimde sayisal uygulamalara yer verilmistir. Dolayisiyla elde edilen
analitik sonuglarla BEMGQ programi kullanilarak bulunan sonuglar karsilastirilarak
grafik ve hata tablolariyla gosterilmistir. Ik olarak sonsuz ortam sabit kaynak
problemi ele alinmis, grup analitik aki ile BEMGQ kullanilarak elde edilen grup
akilar1 karsilagtirilmistir. ikinci olarak sonsuz ortam yetkinlik-6zdeger problemi igin

k_ ve ortalama aki karsilastirilmustir. Ugiincii olarak ii¢ gruplu sonlu ortam silindir

problemi irdelenmistir. Tiim gruplara ait aki hesaplar1 yapilarak, analitik sonuglarla
karsilastirilmistir. Son olarak alti gruplu sonlu ortam yetkinlik-6zdeger problemi
¢Oziilmiis ve ayrica sabit, lineer ve kuadratik sinir elemanlari kullanilarak elde edilen
sonuclar karsilastirilmistir.

Son boliimde elde edilen sonuclar 1s1¢inda, kuadratik sinir elemanlar1 kullanilarak

elde edilen sonuglarin degerlendirmesi yapilmistir.



BOLUM 2. COK GRUPLU NOTRON DIiFUZYON PROBLEMLERINDE
SINIR ELEMANLARI YONTEMI

Cok gruplu néron difiizyon denklemi

—VD,(F)VO (M) +Z, ;@ ,(F)=S,(F),(g=12,....,G),T eV 2.1)

seklindedir. Denklemin sag tarafinda bulunan kaynak terimi, sagilma ve fisyon
kaynaklarmin toplami olarak,
7,(1) &

DVE @, (F).(g=12,...,G) (2.2)

ketk g'=l

g-1
Sg (r) = zzs,geg' (r)q) g (F)+
g=l

seklinde tanimlidir. Sagilma kaynagi taniminda alt gruplardan iist gruplara sagilma
(yukar1 sagilma) olmadig1 varsayilmigtir. Diflizyon denklemi ve kaynak terimindeki

niikleer sabitler ise;

D, :g’inci grup difiizyon sabiti

%, 4 :g’inci grup gikartma tesir kesiti

%, gy Q@ ncii gruptan g inci gruba sagilma tesir kesiti

¥, :ginci grup fisyon tesir kesiti

X, :fisyonda yayinlanan bir ndtronun g’inci gruba ait olma olasiligi

Vg : g’inci grup notronlan tarafindan yol acilan fisyonlarda yayinlanan ortalama

notron sayisi

olarak tanimlidirlar. (2.1) denklemi V hacimli homojen bir niikleer sistemin S siniri,

S ve S, olarak ayrilarak; S dis yiizeyinde yansitict ve §, dis yiizeyinde bosluk

siir kosulu uygulanarak ¢oziilmek istenmektedir.



(i)p(F)=0, F €S, Dirichlet Smir Kosulu (Bosluk Smir Kosulu)

(ii)am(r)

P =0, r € §, Neumann Smnir Kosulu (Yansitici Sinir Kosulu) (2. 3)
n

/

Sy

Sekil 2.1: Probleme ait tanim bolgesi ve sinir kosullari

Bu ¢aligmanin amaci; ¢ok gruplu nétron diflizyon denklemlerini (2.3)’de verilen sinir
kosullart ile kuadratik sinir elemanlar1 yontemi ile ¢ozmektir. Bu amagla 6nce sinir
integral denklemlerinin tiiretimi gerekmektedir. Daha Once yapilan calismalarda
[14,15] bir ve iki gruplu sinir integral denklemlerinin tiiretimi verilmistir. Cok gruplu
siir integral tiiretimi Once li¢ gruplu nétron difiizyon denklemine uygulanacak, daha

sonra ise ¢ok gruba genelleme yapilacaktir.

2.1. U¢ Gruplu Simir Integral Denklemi Tiiretimi

Birinci ve ikinci gruba ait sinir integral denklemleri [15] daha dnce tiiretildigi i¢in bu
gruplara ait tiiretimler tekrarlanmayacak, burada sadece {igiincii gruba ait smir

integral denklemleri tiiretilecektir.

Ucgiincii gruba ait ndtron difiizyon denklemi V hacimli homojen bir sistem igin;

—D, VD, (M +Z, ,04(7) = 5,(T) (2.4)



seklindedir. (2.4) denkleminde yeniden, 3. grup difiizyon uzunlugunun tersi;

tanimiyla,

V2D, (F) ~ k20, (F) = - S3D(F) 2.5)

olarak yazilabilir. Sinir integral denklemi tiiretiminde sonsuz ortam Green

fonksiyonundan yararlanilmaktadir. Ugiincii grup sonsuz ortam Green fonksiyonu
V2G,(F, p) - kiGy(F, p) = =5(F - p) (2.6)

denkleminin ¢6ziimiidiir. (2.5) denklemi {igiincii grup Green fonksiyonu ile ¢arpilip

sistem, V, hacmi lizerinden integre edilirse;

[V, 015 PV 6 0,016, 1 oV - j%e AN @

denklemi elde edilir. (2.7) denkleminin sol tarafindaki ilk terim Green II. teoremi

kullanilarak,

[V, ph, )+ Sjvex:ﬁ)a%@ds— i@mmds .
k[0 r v = [ 2o, 7 pav

\%

elde edilir. Denklemin sol tarafindaki hacim integralleri birlestirilirse,

[7°6.0.5)- ke, r. al. v + [6,(.5)° % as  fo, (1) 7 )gs
= S3D(F)dv
(2.9)

elde edilir. (2.6) denklemi kullanilarak,



Jote.ppu v - o, Plas, 6,1, s
v ] on g on
) (2.10)
= _J- SBD G3 (ﬁa phv
\% 3
bulunur. Burada Dirac-delta fonksiyonunun
o ®,(5) ,peV,peS
S(F - av =4 V7 - (2.11
\J/. ( p}D3 {Cd%(p) pesS )

tanimi1 kullanilirsa, ti¢iincii grup sinir integral denklemi;

o0, (P)V - gg(r)%d& Sjvexr,ma@s(”ds:—i%(F)exr,,s)dv

(2.12)

elde edilir. Ugiincii gruba ait nétron difiizyon denkleminde kaynak terimi asagidaki

gibidir:
33([;): q3(r)+zs,3e1q)1(r)+Zs,sezq)z(r) (2.13)

burada Q, (F) ticiincii grup fisyon kaynagini gostermektedir. (2.13) kaynak terimi

(2.12) denkleminde agik¢a yazilirsa,

2V + j4)q> (F)ds- |
& (2.14)

F) . .. - Lose RN, Lose N~ (o =
J LGPV =[G () + =5 [0, (1, p )V

3V 3

elde edilir. Bu asamada daha once iki gruplu tiiretiminde [13] oldugu gibi sagilma
terimlerindeki hacim integralleri ylizey integrallerine doniistiiriilmeye ¢alisilacaktir.

Bu amacla,

z 3«1 - - =
S.ci(p)="2[G,(F, ), (Fav (2.15)

tanimin1 yapalim. (2.6) denkleminden yararlanarak,



6.(r.p) = 2P V'C,(F.p)

2.16
% % (210
yazilabilir. Bu ifade (2.15)’te kullanilirsa,
- ZS,3<—1 5(|’,p) v’ G ( ) =
S (p)= D, I [ < e @, (F)dv (2.17)
elde edilir. Bu ifade daha agik olarak,
83 S3(—1 J.5 —- - 233(71 J.v2 —' ﬁ (l—;)dv (2 18)
al D k? D3 2 M '
seklinde yazilabilir. Yine Dirac-delta fonksiyonu
®,(p) ,peV,pe$S
Ié‘(r”—f))cbldh{ (p) pev.p (2.19)
\% Cq)l (p) P E S

integrasyon Ozeliginden yararlanarak, (2.15) denklemi

Zs<— =
S, (7)= e,

@szcpl(r)q( 5)aV + jd) MOlS— fGa(Faﬁ)M)—l(r)dS

D:k; |4 on g an
(2.20)
olarak yazilabilir. Ote yandan birinci grup difiizyon denklemi,
Vzd)l(F)—kaDl(F):—%r) (2.21)
1
denklemi g6z Oniine alinarak,
vzcbl(r):—ql( ) K20, (F) (2.22)

1

yazilabilir. (2.22) esitligi S (p) denkleminde kullanilirsa,



2 3«1 — 1 r 2 -
Suci ()= 53 o), (P + 22t = ijr,p)[— A0 +kl®1<r)}dV+

— [f @, (r )aG (r P gs- IGs(F,ﬁ)@(r)ds} (2.23)
D3 3 S on

elde edilir. (2.23) denklemi yeniden diizenlenirse,

— 2S <“«— - = — 2s “«— — -
S (p)==2 =[G, p0 (N = =S lp) (5) +
3.V 373

(2.24)

R 6.0 7, v - S [q,(F)G, (F, F)AV
D3k3 D D3 3V

L Zssa oG, (T, p) L 0D,
[0)) dS— |G, (F, p)—~(7)dS
D3k3[j (D=2 Sjv3( p)—-(F)
bulunur. (2.24) denkleminin ikinci teriminin katsayilar1 diizenlenirse S, (p) i

icerdigi kolayca goriilebilir. Ikinci ifade sol tarafa gecirilip katsayilarda gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

k2 - k2 - Zs <« - - S “«
[ e 'JSH(/JF 5o oI (P) - qul F)G, (T, A)aV +
3 373

2o aG( P gs [6,¢.5) 2 (¢ 2.25
D k2 [J@ (f)————dsS SJ;Gs(rvp) on (Mds ( )

(2.25) denklemi diizenlenerek,

(0, (7)- [ 4o, 7. plav +
s}J*# aGV ! 0.1 (2.26)
D, (ks - jcp (F) (r p)dS—jG3(F,ﬁ)—l Vs
S on

ifadesi elde edilir.(2.26) denkleminden, sagilma kaynagi hacim integrallerinin sinir

integrallerine donistiiriilmiis oldugu goriilebilir. Benzer sekilde

S.2(7)="5 [0.06, v (2.27)
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tanimi1 yapilir ve li¢lincli grup sonsuz ortam Green fonksiyonu kullanilarak,
VG,(F, p) ~ k{G(F, p) ==5(F - p) (2.28)

. 8(F-p) VG,(T.p
G, (T, p) = (kzp)+ ;(g P) (2.29)
3 3

ve (2.29) denklemi (2.27) da yerine yazilirsa,

—=22 | 5(F NV + =22 | VG, (T, p)D, (F)dV 2.30
S.(p Dkzj - Y0, (1) Dj (7. P)D, (T) (2.30)

elde edilir. (2.30) denkleminin ikinci teriminde ikinci Green 6zdesligini ve

= — = q)Z(ﬁ) 9ﬁ€vaﬁgs
SF-p,(F)av =4 2V N 2.31
[o=pp. ) {C(p)q)z(p) Ges (231)

tanimini kullanirsak:

— Es,BeZ 53e2 -
S (p)= DI c(p)D,(p) + =2 b Ic jG (F. PV’ D, (NaAV
Zoses oG, ( ,P) _ oL 0D, 2.32
ok [jcp (NH——=ds §[G3(r,p) ~H(N)ds (2.32)

elde edilir. Bu kez ikinci grup diflizyon denklemi;

Fos
Vi, (1) -k, (1) = - 2D _ Zs2c g ) (2.33)
D2 D2
yazilip,
fos
V2, (7) =k, (1) - 3D Zszer gy iy (2.34)
D2 D2

seklinde diizenlenerek (2.32) denkleminde kullanilirsa,



2 32 s3e2 2 r 2s,3e2 —
Sp)- b, )+ e {m() O Ees 6) v

3 3 2 2

ssiz ICD F )86 (r p) dS—jG ] (2.35)
"Dk

esitligine ulagilir. (2.35) denklemi diizenlenirse;

Zs,3e2 - — Zs,3e2 2 - = — 283(72 o -
S,., = ok ()0, (p) + oK ksz3(r,p)CI>2(r)dV— D.DIC jqz(r)G (F, p)dVv

z

322 s0e o DI 0G4(T, p)
——— |G, (T, p)®,(NAV + ) —dS— G, (r
b D j (1. PP, + 5 j () j ()

(2.36)

olur. (2.36) denkleminin sag tarafindaki ikinci ve dordiincii terimlerin katsayilarinda

gerekli diizenlemeler yapilirsa;

— Zs. <« - — k2 z:s <« - = — z:s <« - =
82 (p)=T 5 AP (A) 4 5= [ Gu(F, Y0, (FaV = = jqz(r)G (7, pyav
\ 2

D3k32 k; D,
253e2232e1 szel - = —
- . G.(T,p)d, (NAV +
s Dk D, I L(F. D)0, (F)

SSe2 8C;( ,D) . (3CD2 .
DK ch (F) =22 dS—iGm,p) =

(2.37)

elde edilir. Bu denklem incelenirse sag tarafindaki ikinci ve dordiincii terimlerinin

S}(—l( ) ve SR_Z( ) tanimlarini igerdigi goriiliir. Bu tanimlar kullanilirsa;

— Zs,3<—2 ZsS«—Z
S (P)=—25 DI c(p)o, (p)+ SH( )- BiD, kz[qz(r)G (7. p)av

z

s 2 aG(p) LD,
_ 32 2«1 3«2 CD dS— G r’ 2
S S,4(p) " Dok j (1) =2 S{ (. P)—

(2.38)

esitligi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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k2 53e2 33&2 — - =
[1——2JSH(5) o(p)P,(5) ~ j A, (MG, (7, p)av

k; D, k2 D,D,k;

—%S@H(ﬁ) ik“ Jour ) p)ds_s{G“r’ 5)
(2.39)

ifadesine ulasilir.
(2.39) denklemi diizenlenirse;

o qu )V +
s%z(p):k;_k2 D, .[(D ( )8G (r p) . (2.40)

P Fas(5)

B (k32 - kz2 )Dz Zs,3e1 D3 s
denklemi elde edilir.

simdi S,(5)=S,,(5)+S, () tanmum yapalm. S,_,(p) ve S, () ifadeleri bu

tanima yerlestirilirse,

z

S,3¢2 - =N\ _ z:s,3<—1 _ z z“s,3<—2 - -~
D, (k; —k3) (P10 (5) [D3 (k? —k2) D,D,(k> —K2)Kk2 —k? )Jc(p)CDl(p)

S,2¢1

S\(p)=

)y

-2 | q,(F)G,(T, p)dv

_ Zs,3el 282(—125362
D,D

3(k32 _k22) D D D (kZ k xkz qul(r)G3(r p)dv

o

z z z r,p
( 523<—1 _ 52,2<—1 25,3<—22 - j|:J‘q)l(F) 663 (r,P) dS—JG3 (F, ﬁ)%(F)dS
D,(k —k?) D,Dy(k? —k2)(k?> -k?) |3 on . on

2 - =
+ 3;3(—2 S J‘@Z(F) aG}(er) ds_ IG (r p
D, (k; —k3) 5 on S

(2.41)
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83(/3) icin elde edilen bu ifade (2.8) denkleminde yerlestirilirse, (2.41) denklemi her

lic gruba ait aki ve aki tiirevleri bir araya getirilecek sekilde yeniden diizenlenirse:

Z Z:s,3el Z:S,Zelz

c(ﬁ){@ (ﬁ)—ﬁq’z (/3>{D3 (¢ —K’) D,k —kfsié —ké)Jq)l (’3)}

)y

- 32 ~
+ I?Q(F,[)) (0)- D3(k32 _kzZ)CDZ(r)_ i
5 on _( Toaa D JCD .
D,(ki -k7) D,y -k ki k7))
6(133(F)_ DI 5@2(r)_ 7
Ao on  D,(k?-K2) on <
S o _( ZS,3<—1 _ Es,Z«—lsz(—z jaq)l(F)
D, (k32 _klz) D,D, (k32 — k! XKf —k22) on

a; (F) s 0, (F)

a7 > Dk -k) D, v (2.42)
v N _( Es,3e1 25,2(7125,3(72 Jql(r)

D,(k’-k?) D,D,(k? —k?Jk:-k?)) D

1
denklemine ulagilir. Bu asamada;

Z“S,2e1

25,3(—1

by

S,y =——r 2 2.43
DI -

tanimlar1 yapilirsa, (2.42) denkleminden;
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c(ﬁ)[da(ﬁ)—sﬁ@z() (a -s.5, (k2 kz)}bl(ﬁ)}

k’

1 o - s00-(s,-s.5 {2 o O]

B {JG3 (F,,B _w - 823 aq)z (F) - _(813 - Slz 823 (kzz — klz D aq)l (F):ldS}

on on (k? —k; on

\% 3 D2 Dl

NN (s q,(F ki —k2))q,(F
:{j&(r,p (1)_g, @l )—(SB—SQSB Eka_k}; Oyl
ifadesi elde edilir. Bu denklem:;

¢3<r>={wr)—sﬂ@z(m—(s‘g azszzgkz—tfgj@(r)ﬂ 249)

ve
Z, (F) = {{@ -S,; qlz:)(r) (SI -S,S, gtz ~ tlz D qgr):|} (2.46)
tanimlariyla;

Pou(5)+ [0,(r) 2SRl ys ja% .05 (¢ pyis -2, 05K 247

5 on

sinir integral denklemi elde edilir. Bu denklem sekilsel olarak tek grup i¢in tiiretilen

sinir integral denkleminin [6] tam aynisidir, fakat iliclincli gruba ait aki ve aki

tiirevlerinin yerinde, ii¢lincii ve kendisinden 6nce gelen ikinci ve birinci gruba ait aki

ve aki tlirevlerinin lineer bir kombinasyonu yer almaktadir. Yine ayn sekilde iiciincii

gruba ait fisyon kaynagi, Ug¢iinci, ikinci ve birinci gruba ait fisyon kaynaklarinin

lineer bir kombinasyonu olarak degisim gdostermektedir.

13



2.2. Cok Gruplu iki Boyutlu Nétron Difiizyon Denklemi Esdeger Simir integral

Denklemi Tiiretimi

Bu bdliimde boliim (2.1) de sunulan tiiretim ¢ok gruplu nétron difiizyon denklemi
icin genellestirilecektir[16]. Bir dnceki boliimde sunulan tiiretime benzer sekilde

sinir integral denklemi:

= 720, (P)av + S, (p) (2.48)

Sg (15) = Sgeg’ (ﬁ) (249)

tanimini yapabiliriz. Burada:

g'-1

— — Z:s, " -
Sgeg’ (p) =J g9’ (p) - (1 - 5g'1 09’ th Sgeh (,0) (2.50)

h=1 z“s,geh

olarak tanimhdir. J (p) ise;

o () |
o)y (5)- [ LG, (F. )V -
Jgkg’(/q))zcgg'% G\ED (;) oG (r *) (2.51)
°| - [, p) 2 ds+ [P, (F)ds
5 on s on |
tanimu ile hesaplanmaktadir. C, (,5) sabiti:
) ,
Cog (5) = 5252 (2.52)
T kg kg oy

14



olarak tanimlidir. Bu asamada (2.50) denkleminin sag tarafindaki toplam i¢inde yer

alan S, (p) ifadeleri igin tanimlari kullanarak daha genel bir ifade tiiretmek yoluna

gidilebilir[16]. S, (,5) tanimi yine (2.50) denkleminde kullanilarak

g'-1

J,onlp
Sg<—g’ (ﬁ): Jg(—g' (ﬁ)_cgg’zbg'h 9‘-_® (253)

h=1 z“s,geh

ifadesine ulagilabilir. Bu denklemdeki by, katsayilari bir h grubundan g’ grubuna

olan sagilmalar1 gostermektedirler. Bu sagilmalar;

g'-h
byw = >, (=1)""bY (2.54)
n=1
bé’?) katsayilar1 h’inci gruptan @'’lincii gruba gecisin n adet sagilma yoluyla

gerceklenebilecegini gostermektedir. Bu katsayilar

b;l,g =2 g (2.55)
olmak tuzere
g'—h-1
n-1
bé[;]) _ Zbé?h)’m (2.56)
m=1

olarak tanmimlanirlar. Burada toplamin alabilecegi maksimum deger olan binom

katsayis1 h’inci gruptan g'’lincii gruba n sagilma yoluyla miimkiin olabilen tiim

gecislerin toplam sayisini vermektedir.

b(n)

ohm Katsayilari, h’inci gruptan ¢’inci gruba n tane sagilmanin, m farkli yolla

olacagimi gosterir ve

b(n) Zs,g'<—h,H z:s,hn,1<—hn,2 ce Zs,h2<—h1 Zs,hl<—h

ghm = (2.57)

n-1

[Tk - ),

j=1

15



Burada h;,j=123,...,n=1, h; >h,_ olmak iizere h’den g'’ne n sagilmal

geciste ugranilan ara grup numaralaridir. (2.49) denklemi tek bir toplam altinda

birlestirilecek sekilde diizenlenirse,

g-1

Sg (/5): Zagg"}geg'(ﬁ) (258)

g'=

olarak yazilabilir. Burada a , katsayilari

g-1
8, =1-(1-6,4.) Y cuby (2.59)

h=g'+1

(2.51) tanimi (2.58) denkleminde yerine yazilirsa,

(2.60)

elde edilir. Burada,

gy

S, = a_. 2.61
99 ‘ké _ kér )Dg 99 ( )

olarak tanimlidir. (2.60) denklemini (2.59) deki grup integral denkleminde yerine

yazarsak
o (7 oG
70,(3)- [6,7.7) 22 as . [0 r. oy, (s - [, 7.k, (v
S s v
ol oD (F) oG (202
zsgg’ C(ﬁ)cpg(ﬁ)—ng(F,ﬁ) agn +J. 2 (Fa/_j)q)g(r)ds
h=1 S S
(2.62) denkleminde,
o4 & a,(
2,(F)= Eg —hz,sgh “D(h) (2.63)
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biciminde tanimlidir. (2.62) denklemindeki tiim enerji gruplari i¢in sagilma hacim
integralleri, sinir integraline doniistiiriilmiis; denklemde sadece dis kaynak veya
fisyon kaynagi hacim integralleri yer almaktadir. Bu hacim integralini, sinir
integraline doniistiirmek i¢in literatiirde cesitli yontemler, 6rnegin ¢oktan karsitlilik

yontemi kullanilmistir[3,4,6]. (2.62) denklemi

04(7)= 0 ()= (1-6,)3 55,4 (F) (2.64)
g-1

0y (F)= @, (7)-(1-5,)) 5,®;,(7) (2.65)
h=1

tanimlari ile, daha da basit bir formda

o I c H o
(P)0y(P) = [ Gy (F. )} (F)dS+[— 2 (F, p)dS =] G, (F, p)Z, (FaV (2.66)
S S v

(2.62) denklemi yukaridaki bigime déniisiir. Yetkinlik-Ozdeger problemleri icin grup

fisyon terimi,
q, (F) === (7) 2.67)
bi¢imindedir. Burada,
— G — —
()= 2 4 (NP,(F) (2.68)
h=1

dir. Bu durumda (2.63) denklemi daha basit bir hale indirgenir,

— W —
zg(r)=§ f(F) (2.69)
(2.69) denkleminde,
w, (r)=ﬁ_gz_lﬁs (2.70)
9 Dg = Dh gh :

bi¢iminde tanimlidir[6].
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2.3. Smir integral Denkleminin Kuadratik Simir Elemanlar1 Yontemi ile

Ayriklastirilmasi

Sekil 2.2 de V hacimli bir niikleer sistemin S siir1 N adet kuadratik (ikinci derece)
sinir elemanina S", n=1,2,...,N ayrilmistir. Her bir elemanin ikisi uglarinda digeri

ise elemanin tam orta noktasinda olmak iizere li¢ adet dii§iim noktasi (nodu)

bulunmaktadir. Toplam diigliim noktasi1 sayisi ise eleman sayisinin tam iki katidir.

Sekil 2.2: Sistem siniriin kuadratik sinir elemanlarina boliinmesi

Kuadratik siir elemanlar1 yaklagiminda, her bir sinir elemani i¢inde hem ¢6ziim

aranan fonksiyonun ¢, (F), hem de bu fonksiyonun tiirevinin gog,(F) ikinci

dereceden bir polinom oldugu varsayilir. Yani;

2n+1

P (M= > ol ¥"(F), res" ,n=12,..,N (2.71)
n'=2n-1
2n+l1

py(M)= > o ¥"(F), res",n=12,...,N (2.72)
n'=2n-1

18



yazilabilir. Burada 1//”(?), n’inci noda ait baz fonksiyonlaridir. Bu baz fonksiyonlari

ikinci derece Lagrange interpolasyon polinomlart olup, n’inci nodun ait oldugu
elemanlarda ikinci dereceden bir polinom, diger tiim elemanlarda ise sifir degerini

alirlar. Ayrica,
n=12,....,N,n"=12,...,N (2.73)

seklinde tamimlanirlar. Boliim 2.1°de tiiretilen (2.66) sinir Integral denkleminde
p=p, i=12,...,N almir ve (2.71) ve (2.72) denklemleriyle tanimlanan kuadratik

sinir elemanlar1 yaklagimi kullanilirsa;

2j+1

Coy =2, D hlos+> g%\ =qy,i=12,.,N (2.74)
: <

j=1 k=2j-1

elde edilir. Burada,

hie = Sj P F)dS (2.75)

9)° =[G, (F. 5, )¥,(F)as (2.76)
H

ve

01 = [ (7)o, 7.7 )av 77)

seklinde tanimhidir. Ayrica,

0y (1) = 0,(5))

o) () =9, () (2.78)
¢ =c(p,) (2.79)

olarak tanimlanmislardir. (2.74) denklemi, sinir elemani numaralar1 baz alinarak
yazilmiglardir. Oysa lineer sistem olusturulmasi diiglim noktalar1 baz alinarak

gerceklestirildiginde (2.74) denklemi yeni bir notasyonla;
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2N

i
j=t j=

Y . o
hlpy+> 9f0y =0y, i=12,...2N (2.80)
1

olarak yazilabilir. Burada kose nodlarin iki elemana ait oldugu orta nodlarin ise

sadece tek elemana ait oldugu goz oniine alinirsa;

¢, +hl>e j,Gift
h? =<c6; +hi!™"29 4 hI2e jek  j=1 (2.81)
¥ 5i1 + hilfg + hi'l\l,g J =1
gi}/z’g j,Cift
_ (j-1/2, (j+D)/2, H H
g =19y Y +gy T jitek j#1 (2.82)
9% +9,° j=1

seklinde yazilabilir. (2.80) denkleminde ¢? ve ¢'%, i =1,2,...,2N olmak {izere 2N

adet bilinmeyen bulunmaktadir. Oysa denklem sayis1 matris boyutu ile ayn1 olup 2N

adettir. Bilinmeyen sayisinin denklem sayisina esitlenmesi ancak sinir kosullarinin

uygulanmasi ile miimkiindiir. Yansitici sinir kosulunun uygulandigi dis yilizey S

tizerinde
oo (1
ol ):o, FreS (2.83)
on
ve bosluk sinir kosulunun uygulandig1 S, dis yiizeyi iizerinde
D,(F)=0, Tes, (2.84)

olmaktadir. Boylece 2N bilinmeyen yok olacagindan denklem sayisi1 bilinmeyen

sayisina esitlenmis olacaktir. (2.80) denklemi matris notasyonu ile yazilirsa;

H%p®+G%'"? =q°, g=12,....G (2.85)

denklemi elde edilir. Burada bosluk ve yansitici sinir kosulunun uygulandigi dis

yizeylerdeki ¢ ve ¢ vektorlerini birbirlerinden ayirirsak,
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g
0° :lfa} (2.86)

\%

4] r
o = ? (2.87)

yazabiliriz. (2.83) ve (2.84) denklemleriyle verilen sinir kosullar1 nedeniyle gvg =0

ve ¢ + =0 olacaktir. (2.85) denklemi;

H g Gg
ég = :g =rgV (2.88)
=Vr GVV
blok matrisi ve
9 g
?, q
u'="451.q° {ag] (2.89)
Qv Gy

blok vektorleri tanimlariyla,

éggg — qg

, 9=12,....G (2.90)

lineer sistemine doniistiiriilebilir. Burada rralt indisi yansitict simir kosulunun
uygulandig sistem dig yliziinde yer alan nodlarin birbirleri ile kuplajlarini; rv alt
indisi yansitici sinir kosulunun uygulandigi sistem dis yiizeyinde yer alan nodlarla
bosluk sinir kosulunun uygulandigi sistem disg yiizeyinde yer alan nodlarin
kuplajlarin1 simgelendirmektedir. w ve vr alt indisleri i¢in de benzer yorumlar
yapilabilir. (2.90) lineer sistemi 2N boyutludur ve birinci gruptan baslanarak G’ inci
gruba kadar sirasi ile ¢oziiliirler. Bu lineer sistemdeki katsayilar matrisi; sadece
sistem sinirlarinda yer alan diigiim noktas1 sayisi, 2N, boyutlu bir matris olmasina
karsin dolu ve simetrik olmayan bir yapidadir. Almasik yontemlerde (sonlu farklar,
sonlu elemanlar gibi) ortaya ¢ikan matrislerin simetrik ve seyrek yapili 6zellikleri

sinir elemanlar yonteminde ortadan kalkmaktadir. (2.90) lineer sistemi almasik
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sistemlerde ortaya ¢ikan lineer sistemlere gore ¢ok daha kiiclik boyutta oldugundan
direkt yontemler kullanilarak ¢oziilebilmektedir. Bu calismada ¢6ziim yontemi olarak

dogrudan bir yontem olan Crout algoritmasi kullanilmstir.

2.4. Siir Integrallerinin Hesabi

Bu boliimde (2.3)’de tanimlanan hi;“g ve gi‘j"g integrallerinin hesabi detayl1 olarak

verilecektir.
g;° = [G,(r.5,)¥,(r)ds (2.91)
s

¥, (F)ds (2.92)

tanimlarindan goriildiigii gibi bu ifadeler sonsuz ortam Green fonksiyonlarinin ve
tirevlerinin Lagrange baz fonksiyonlar1 ile ¢arpimlarmin integrallerinin hesabini
gerektirmektedir. Sonsuz ortam Green fonksiyonu iki boyutlu sonsuz ortam Green

fonksiyonu denkleminin ¢oztiimiidiir, ¢c6ziim EK.D’de verilmistir.

GJﬂﬁ):ggKA%r) (2.93)

Burada K| (kgr) ikinci gesit sifirme1 mertebe degistirilmis Bessel fonksiyonudur. K,

g’inci grup diflizyon uzunlugunun tersi, ve I ;
r=F-p| (2.94)
olarak tanimlidur.

Katsayilar matrisinin bilesenleri sayisal integrasyon yoluyla hesaplanacaktir.
Calismamizda egrisel kenarlara sahip sistemlerde modellenecegi icin, bu
hesaplamalar eleman doniisiimiinii gerektirmektedir. Eleman doniisiimiinde egri
kenara sahip bir sinir, bir koordinat doniisiimiiyle bir ¢izgi ilizerine tasinir ve tim

integrasyonlar dogrusal ¢izgi iistiinde gerceklestirilir.
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X=X(5)

y=Yy()
(in+| ,YZn+|) /\
1 2 3
| | |
y | | |
A (X2n-1,Y20-1) Cf =-1 C_;E =0 é: =1
2n-1
T
X
—>

Sekil 2.3: Katsayilar matrisi elemanlarinin hesabi i¢in gerekli eleman doniistimii

Sekil 2.3’de (x,y) koordinat sistemindeki kuadratik bir sinir elemaninin; & yerel

koordinat sistemindeki dogrusal bir ¢izgiye doniisiimii gosterilmektedir. (x,y)

evrensel koordinatinda n-1, n ve n+1 numarali diiglim noktalar1 & yerel

koordinatinda 1, 2 ve 3 numaralar1 ile simgelendirilecektir. Bu doniisiim;
3
X=x(£) =Y %'¥(£)
k=1
3
y=Y(& =2y %) (2.95)
k=1

bagintilar1 ile gergeklestirilir. Burada ‘Pk(f) Tablo 2.1°de verilmektedir. Bu

fonksiyonlar Lagrange baz fonksiyonlaridir.

Tablo 2.1: Ikinci derece Lagrange baz fonksiyonlari
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Diigiim, i ¥, (&)
1 S6E -1
2 (-¢)
3 SEE )

Tablo 2.1’de ikinci derece Lagrange baz fonksiyonlaridir verilmektedir. Bu

fonksiyonlar, kendilerine ait diiglim noktalarinda 1, diger noktalarda sifir degeri

alirlar.

X(‘.JZ):%(XI _2X2 +X3)§2 +%(_ X +X2)§+X2

1 , 1
Y& =2 (i =2y, + Y K7+ oy v ey (2.96)

tanimlanan bu yerel koordinatlar kullanilirsa H ye G matrislerinin elemanlary;

1+l

g = EJ\PK [r(&)K, [kgr(cf)]J(cfjdg (2.97)
= [k ootz 29%)

seklinde yazilabilir. Burada |J (é‘l doniigiimiin Jakobian’1 olarak adlandirilir ve

a4

olarak tanimlidir,

X(g):%(xl _2Xz +X3)‘§2 +%(_ X +Xz)‘f+xz
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y(g):%(yl_2y2+y3)§z+%(— i+ Y. )5+, (2.99)

idi ve

|J(§)|=\/{(x1 — 2%, +X,) +%(X3 —xl)} +{(y1 —2y, + y3)§+%(y3 - yl)} (2.100)

seklinde tanimlidir, r(&) ise;

r(&) =[x&-xT +[y& -y ] (2.101)
ifadesi ile verilmektedir.
2.4.1 h;; integrallerinin Hesabi

(2.98) denklemini ele alalim,

R e kA5 s RGINELE (2.102)

27,

Once (2.102) integrali i¢inde yer alan Bessel fonksiyonunun normal tiirevi ile ise

baslayalim.
dK, d dr dr

k,r)=—|K,\k,r)|—=-k K, (k,r)— 2.103
dr(g)dr[o(g)]dn gl(g)dn ( )

ifadesi elde edilir. Burada K;(k,r) birinci mertebe degistirilmis Bessel fonksiyonudur.
(2.96) ifadesinde her iki yanin karesi alinarak, diferansiyeli alinip daha sonra

esitligin her iki yan1 ‘2rdn’ ile boliiniirse:

dr_X_Xi%+y_yiﬂ

—= (2.104)
dn r dn r dn

ifadesi elde edilir. Yukaridaki ifadede,

dx 1 dy

dn 39 dn
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dy__ 1 K (2.105)
dn [J(&)| dn

seklinde tanimlanir. (2.100) ile tanimlanan ifadeler (2.99) denkleminde yazilirsa,

a _ 1 (x-xdy y-y dx (2.106)
dn [JE\ r dé roodé
elde edilir. (2.98) ve (2.101) esitlikleri (2.90) denkleminde kullanilirsa integral

siirlart [ 1,+1]araligima déniistirildiiginden;

+1

k,g__k_g X_Xi ﬂ y y| dX
hy® = Zﬁfl K, (kgr(), (£)3(e )|IJ f]( —aEt éjdg (2.107)

ifadesi elde edilir. Yukaridaki integral hesabinda sayisal integrasyon kullanilirsa;

) ¢ < X(E)-x 1 dyE) YEI-Y 1 dxj
h"qg__i 1(Kqr(& [ [ - @
=g 2Kl e (5)( (@) P& de v 9 de)”

(2.108)

elde edilir.

Calismamizda bu integral 10 noktali Gauss karelemesi kullanilarak
gerceklestirilmistir. (2.108) denklemi 1 numarali diglim noktasinin, j numarali

eleman lizerinde yer almadig1 varsayilmistir. 1 numarali diiglim noktasi j numarali

ar(S)

g ifadesi sifir degerini aldigindan h'?
n

eleman {izerinde yer aldiginda

elemanlar sifir degeri alir.
242 g Integrallerinin Hesabi

(2.92) ifadesi (2.89) esitliginde yazilirsa,

1
0" = j Ky (k¥ (r)dr (2.109)

esitligi elde edilir. Koordinat doniisiimiinden dolay1 gi‘j"g ifadesi jacobian tanimi

kullanilarak asagidaki bigimde yazilir.
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01 = 5 [ Kalkyr 0¥, (1602 (2.110)

K,(r)’ nin r =0’da sonsuz deger almasi nedeniyle bu integral tekillik igermektedir.
Bu nedenle bu integral iki ayr1 durumda ele alinacaktir.
1) 1numaral diigiim noktas1 j numarali eleman iizerinde yer almiyorsa r =0

k

durumu ger¢eklenmeyeceginden g;*° hesabi basittir ve yine 10 noktali Gauss

karelemesi ile bu integral yeterli duyarlilikta hesaplanabilmektedir.
10

9% =D W [r (&Ko [k, r()]3E e @.111)
=1

denklemi ile bu sayisal integrasyon kolaylikla gerceklestirilir.

2) 1numarali diiglim noktasi j numarali eleman iizerinde yer aliyorsa r =0 durumu

gerceklenebileceginden tekil integrallerin hesabi sorunu ortaya ¢ikacaktir. Bu

durumda K, (r), Bessel fonksiyonu i¢in asagida verilen agilim kullanilacaktir.

Ko(x)=€n%I0(x)+Z7:Pn(§J : (2.112)

seklinde ifade edilir. Burada | ,(X) birinci gesit sifirinc1 mertebe degistirilmis Bessel

fonksiyonudur. (2.112) denklemi P katsayilar1 kullanilarak agik yazilirsa,

6

2 4
K, =n21,(x)—0,57721566 + 0,4227842@] + 0,23069756[%} + 0,0348859(§j
X

12

8 10
+0,00262698 2| +0,0001075 2| +0,0000074| X 7113
2 2 2 (2.113)

bicimindedir. Bu agilimi kullanmamizin nedeni tekilligin logaritmik fonksiyon
lizerine atilmasi ve boylece literatiirde [2] yer alan logaritmik Gauss karelerinden

yararlanmaktir. Bu tekil integrallerin hesabinda i numarali diigiim noktasinin j
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numarali elemanin farkli {i¢ diiglim noktasinda yer almasi durumlarinda farklilik

goriildiigiinden bu {i¢ durum i¢in ayr1 ayri ele alinacaktir.

i) 1digim noktasinin j elemaninin ilk nodunda yer almasi durumu:

=J(x&) =% ) +(¥&) -y, 2.114)

olur. (2.104) denklemi

g = {znz [0k r(af))y/k(g)|J(§)|d§+j€n[ JI (k r(f))wk(ﬁ)lJ(ﬁ)l}

Kor(©)

Z I( (g)J W (©)I(©)de 2.115)

biciminde olur. (2.115) denkleminin ilk ve son terimleri tekil olmadigindan standart
Gauss integrasyonu kullanilabilir. Fakat ikinci terim tekillik icerdiginden ayrica

incelenir.

=[]/ I, (K J(&)d 2.116
{I r{k @j o (kgr W (O 5} (2.116)

tanimi yapilip, 7 €[0,1]olmak iizere yeniden & — r doniisiimii uygulanirsa,
1
:5(§+1),d§=2dn (2.117)

olur. (2.117) esitlikleri I integralinde yerine yazilirsa,
+1 1

I =] | on ——— |l,(K,r J(m)2d 2.118
{ J (kgr(n)J o (kgT )y (I (207 (2.118)

elde edilir.

Burada,
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() =R (2 ~4% +2x Jrp(=3% +4,—x, P (29, —4y, +2y,J+(=3y; +4y, -y,

(n=D2n=1), j=1
yim=y 4n-mn, =2
n@2n=1, =3

2
[(le —4X, +2X, )77+(—% X, +2X, —% X, ﬂ

NOE (2.119)
3 1
+{(Zy1 -4y, +2y3)77+[—5 Vi +2y, =5 ysﬂz
bi¢imindedir.
r(m)=ns(n) (2.120)
alinirsa, (2.116) denklemi,
| = {jfn{ jl (K, r(n))m(n)J(n)dn}z{jfn(k < )J' CROVACNGID (2.121)
9

bicimine doniisiir. Yine yukaridaki esitligin ikinci terimi tekillik icermeyip, ilk terimi
tekil oldugundan bir kez daha donilisim uygulanir. Bu donilisimde 7 — ¢ iken
integral [—1,+1] araligma tasimir. Bunun i¢in 7€[0,1] ve &e[-1,+1] olmak lizere

(2.116) bagmtilar1 | denkleminde yazilirsa,

1=|[e I, (k (E[I©)d 2.122
[I n{ S@j (K, F (D (OI(©)|dé (2.122)

1

elde edilir. Daha 6nceki tanimlar kullanilirsa,

O=[1% ~2¢ +x)e+(-2x +20 P Hly 2y, +y -2y +23, P (2.123)

bulunur.

Elde edilen I integrali (2.115) denkleminde tekrar yazilirsa;
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. 1 +1 +1 1
g5 =E{fn2fl L (KgT () (£)]I()]dE + flﬂn[k 5)} o (KT (), (cf)IJ(f)I}

g

15,1 1&gl Kef(6)
+27[Hﬂr{njlo(kgf(n))wk(n)J(n)dn}MZF’” j( ] v OP©de (2124

n=1 -1

Yukaridaki ifadede ilk integrale logaritmik Gauss integrasyonu, digerlerine Gauss

integrasyonu uygulandiginda;

2iIo(kgr<n.~))wk(n.,]J(n..1w.*+i}fr{k Sl(é )J 1o (ko W (6 )9 o

1 l%=1 1=

ko = 1 (2.125)
+fnzglo(kgr(§l Wi (& NI o +§{j Pn[ JFE) ] ka@.m(é.)w.

2
n=1

elde edilir. . ve @, degerleri logaritmik Gauss noktalar1 ve agirhiklari, & ve o,

degerleri ise Gauss integrasyon noktalari ve agirliklaridir.

i) 1digim noktasinin j elemaninin ikinci nodu iizerinde yer almasi durumu:

=VX@) -%) + (Y& -y, ) (2.126)

olur. Ayni sekilde gﬁ’g ifadesinde tekillige neden olan kisim I integrali gbz Oniine

almirsa ve tekilligi ortadan kaldiracak degisken doniisiimleri yapilir. Bunun igin
[-1,+41] aralifinda tanimli ve & degiskenine bagh I integrali [-1,0] ve [0,+]]

araliklarina pargalanir.

Tl ! o ! (2.127)
I = “fr{kgr(e;)]l o (Kgr (), (f)J(é)df} + “fn[ kgr(z:)Jl o(kgr(f))wk(f)J(f)dfl
yukaridaki ifadenin ilk terimi alinirsa;

|7 1 2.128
[:flﬁ”(kgr(g)}o(kgf(f))wk(f)J(f)dfi{I‘; (k (5)} (k f(é))v/k(é)J(f)deZ] ( )

(2.128) ifadesinin ilk teriminde;
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n=-¢
dn= (2.129)

degisken dontlisiimiim yapilirsa,

I ! ‘ (2.130)
I hfr{kgr(m}o(kgr(n))wk(n)d(mdnkh (k ((:)J' (K, (ENY, (£)I(&)]de

elde edilir. (2.129) esitlikleri kullanilarak (2.126) denklemi asagidaki bi¢cimde yazilir.
r(n)=ns(n) (2.131)

yukaridaki tanim kullanilirsa

1

"k S(n)_gn( J M) (2.132)

elde edilir. (2.128) esitliginde ilk integrale I, , ikincisine |, denilirse,

=i U b (7)3 )y - ankr DN (ot )3y (2.133)

elde edilir. Yukaridaki integralin ikinci terimine yeniden,

n=-¢ - (2.134)
dnp=-d&
dontisiimii uygulanirsa,

=l Ll patien - [ €D brE Bl @139
(2.128) integralindeki ikinci terim i¢in benzer islemler uygulanirsa,
r(&)=&l¢) (2.136)

1 1 1

—  |=/n = _ 2.137

Ifn( n r(§)J En[ﬁj + (n( kgS(g‘)J ( )

elde edilir yukaridaki tanimlar kullanilirsa,
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)

ffn@lo(kgr(f:))m (f)lJ(fldf—jen(kgs(f))lo(kgr(f))wk E)@de  (2.138)

bulunur. Yapilan doniisiimler sonucu elde edilen I, ve |, ifadeleri toplanirsa, |

integrali elde edilir. Bu toplam (2.115) denkleminde yazilirsa;

fnj 1y (kgF Wi (HI(©)dé + [ fn(nj RO AONOY
o _ N ey | (2.139)
0hn=s1+] fn(gjlo(kgr(r:))wk ()a(e)ae - jfn (kg SE W (gt (€ (€] (E o

S f(S e

n=1

elde edilir. Yukarndaki denklemde de Standart Gauss ve Logaritmik Gauss

integrasyonu kullanilirsa;

R CRITR USSR @n[k !

g

§| )]I O(kgr(§| ))'/’k (§| X‘J( I X@
Y CRIC PYCY Y SN NI A CH IER PN St

B

+ZPI[";@)]W( I N

n=1 -1

elde edilir. Burada,

S(é.)=\/K;x — % = X}E+ (Xﬁ&)}z{eyl—yz ygjml( y1+y2)} (2.141)

|‘J(§|)| :\/[(Xl _2X2 + X )§| +(_ X, + X, )]2 +[(y1 _2y2 +Y; )§| +(_ YitY, )]2 (2'142)

%é(é _1) ,m=1

valg)=y 1-& m=2 (2.143)
%éﬂ(é _1) ,m=3

S(Tll*)=\/K; X — X, +%x3j77|, +%(— X, +x2)}2 {[; VA +%y3j77r +%(_ y, + yz)}2 (2.144)
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‘J(ﬂp)‘ :\/ (Xl = 2%, + X )77|' +%(_ X + Xz):l +|:(yl -2y, + y3)’7|* +%(_ Yity, ):lz (2145)

%nl (’7|* —1) k=1
v (&)=1 1-7n2 k=2 (2.146)
%77,*(77" 1) k=3

ifade etmektedir.

iii) 1 diiglim noktasinin j elemaninin tigiincli nodu iizerinde yer almasi durumu:

Bu durumda r,

r=J(x©-x) +(y&-vy,) (2.147)

olur. Daha 6nceki durumlarda kullanilan Jacobian tanimi kullanilarak, tekil olan I
integrali gdz Oniine alimir; yine burada degisken doniisiimii yapildiginda. 7 € [-1,+1]

olmak iizere;

6 =1-2n (2.148)
dé=-

olur ve

r(n)=np(7) (2.149)
tanimi1 yapildiginda,

| =i€ (nj 1y (kg ()W (7) 3 ()l - jznk () (kyr (7)o (7) I ()| (2.150)

bulunur. I ifadesinin ikinci integralinde [0,1] aralifindan [-1,+1] araligma (2.149)

tanimlar1 kullanilarak doniistim yapilirsa,
W= ( ] W3} - V”k PNk r@Wn(@f3@)de (2151

elde edilir. Yukaridaki ifadeler (2.115) esitliginde yerin yazilirsa;
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Ohm = {fnzj‘ Ly (KT ENW n(E)I(©))dE + | fn{ o (kg r(é))l//m(f)J(é)dé}

)

1 1

( (g)J Yn(©J@))de  (2.152)

elde edilir. Yukaridaki integrallerin ¢6ziimii i¢in yine logaritmik Gauss ve Gauss

integrasyonu kullanilirsa;

Zl (k r(77| ))// (7, )‘J(m )‘a) +Z_1:€n{ ]lo(kgr( |))'//k(‘§|1~](§| }a)l

gk = ky P(&)) (2.153)
e 271' L 2n-2
+£n2§ 1y (kg r (& W (&) o, +Z]Pnj(kgr2(§. )J G E o
Burada;
p(fl)z\/[(xl _2X2 + X )§| +2(_ X+ X )]2 +[(y1 _2y2 +Y; )":El +2(_ Yi+Y; )]2
IJ(§|)I=\/[(X =2, + % )6 + 2( X, + X )} Ay -2y, + v e + v +vs)f
‘J(UP)‘ = \/[4()(1 = 2%+ X )77|~ _(Xl —4X, +3X%, )]2 +[4(y1 —2Y,+ Y, )77|* _(yl -4y, +3y; )]Z
1
Eé(é _1) ,m=1
Wm(§|)= 1_‘§|2 ,m=2
%é(é _1) ,m=3
’7|*(2’7|* —1) ,m=1
l//m(ﬂp)= 4n.(1-n.) ,m=2 (2.154)
. -D2n,. -1) ,m=3
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2.5 Kaynak Teriminin Hesabi

Lineer sisteminin sag tarafinda yer alan kaynak teriminin hesabi i¢in hacim

integrasyonu gerekmektedir. Kaynak terimi,

dy = [ 2,(F)G, (F. 5, )av (2.155)

seklindedir.

il AN
(=) | ///A/

VYN
] ¥

X

Sekil 2.4: Sistemin alt bolgelere ayrilmasi

(2.155) denklemindeki integrallerin gerceklestirilebilmesi i¢cin V hacmine sahip

sistemi, E adet kiigiik alt bolgelere, elemanlara ayiralim.

Bu durumda (2.155) denklemi
_ E
Oy =D, f z,(F)G, (. p, Jav (2.156)

seklinde yazilabilir. Calismamiz egrisel kenarli sistemlerin modellenmesini de
icerdiginden yine katsayilar matrisinin bilesenlerinin hesabinda oldugu gibi en
azindan ikinci dereceden bir koordinat doniistimiine gereksinim olmaktadir. Fakat bu
kez doniisim iki boyutludur ve secilen eleman tipinin geometrik sekline gore
farkliik  gostermektedir.  Calismamiz  liggen ve  dortgen  elemanlarla
siirlandirildigindan burada sadece tiggen ve dortgen eleman koordinat doniistimleri

sunulacaktir.
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x=x(¢&n)

n
y=yén)
7a 3
N g
v TG
I
4 5 2

Sekil 2.5: Iki boyutta dértgen eleman doniisiimii

Iki boyutta ikinci derece koordinat doniisiimii yine Lagrange baz fonksiyonlarindan

yararlanilarak

9

x=x(&n)=> x¥(n)

i=1

Q

y=y(&n)=> vV (&n) (2.157)

i=1

seklinde ifade edilebilirler. iki boyutta Lagrange baz fonksiyonlar: literatiirde [17]
verilmektedir. Kaynak terimi integrasyonlar (x,y) evrensel koordinat sisteminde
egrisel kenarlara sahip eleman iizerinde degil, basit bir geometrik sekil olan, kare

tizerinde gerceklestirilecektir. Bu durumda;

Ay = | 2,(F)5, (7, 5, )oxdy (2.158)
integrali,
e = [ [ 2o (&K, (& ma(XEn) gty (2.159)

-1-1

basit formuna doniigmiis olacaktir. Burada |J(§,77)| yine doniisiimiin jacobiani olup,
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ox(&.n) dy(&.m) — ox(&.n) dy(&.n) 2.160)

R T PR

seklinde tanimlidir.

X:X(‘fl"fz,é)
y:y(§1,§2a§3) 3
& =0
5
A
\%
y
2 1
4 2
X §: =0

Sekil 2.6: Iki boyutta licgen eleman doniisiimleri

Ucgen eleman doniisiimlerinde integrallerin  hesabi ¢ok daha kolaylikla
gerceklendiginden alan koordinatlar1 kullanilmaktadir [17]. Bu durumda koordinat
doniistimi,

6

X=XE.6.8, )= D X W (6.6,.8)

i=1

y=y(&.6.8)=Y V¥ (£.6.8) (2.161)

i=1

bagintilar1 ile gergeklestirilir. Alan koordinatlart kullanilmasi durumunda kaynak

terimi;

e L { GRCNCS (R TERENEY) NERERER LER RS (2162
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seklinde ifade edilebilir.

Serbest ya da dis kaynak olmasi durumunda;
z,(F)=s,(7) (2.163)

seklinde olacaktir. Bu durumda her bir eleman i¢inde dis kaynak sabit varsayilarak,

s°, dortgen elemanlar i¢in kaynak terimi,

st

qig,e :ZZ Ko[kgr(fwﬂl )]‘](fnﬂl )|a)| (2.164)

16 noktali Gauss karelemesi [ 18] kullanilarak hesaplanmislardir.

Ucgen elemanlar icin ise;

qig,e :28_” Ko[kgr(éiJ 1821583 )]J(é:l,laé:z,l N ]a (2.165)

1=1

12 noktali iiggensel Gauss karelemesi [18] kullanilarak hesaplanmislardir.

Yetkinlik-6zdeger problemlerinde,

G

Xy =
D—ngg, D VE @, (F) (2.166)

h=1

(=}

— 1 Zg G g —
z,(F)=— 22>z @, (F)-
ketk Dg g'=l

1
)

«

olarak tanimlidir. (2.166) denkleminde yer alan Cf)g(F) fonksiyonlar1 i¢ akilardir.

Oysa (2.90) lineer sistemi ¢oziilerek once sinir akilarinin ve bu akilar yardimiyla ig
akilarin saptanmasi gerekmektedir. 1. gruptan bagslayarak G’ inci gruba kadar (2.90)

lineer sisteminin ¢oziilerek grup smir akilarinin saptanmasi igin énce K, ve tim

grup i¢ akilar1 i¢in bir 6ngoriide bulunulur. Bu 6ngorii yardimiyla tim grup smir
akilar1 (2.90) lineer sistemi ¢oziilerek hesaplanir. Daha sonraki boliimde sunulacak
yontemle yeni grup i¢ akilar1 hesaplanir. Bulunan bu akilar kullanilarak yeni kaynak

vektorii ve K, hesaplanarak lineer sistem yeniden c¢oziiliip yeni sinir akilari
hesaplanir. Bu iterasyon kg, ’ de istenilen olgiitte bir yakinsama saglanana kadar

stirdiiriiliir. Her bir iterasyonda katsayilar matrisi degismedigi i¢in, katsayilar matrisi
hesaplandig1 anda Crout algoritmas: yardimiyla alt ve iist matrislerin ¢arpimi olarak

aynistirilmakta ve bellekte yeni yer aywrmadan yine katsayilar matrisi altinda
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depolanmaktadir. Her iterasyon sirasinda i¢ akilar hesaplandiktan sonra yeni kaynak
vektorii, yani lineer sistemin sag tarafi olusturulmakta ve bir kez yukaridan asagiya

bir kez de asagidan yukariya yiiriinerek grup sinir akilari saptanmaktadir.

Bu asamada grup i¢ akilarinin ve etkin ¢ogaltma katsayisinin bilindigini varsayarak

lineer sistemin sag tarafinin nasil olusturulacagini saptayalim.

Kaynak terimi;

[ 2g 8 o _
1 D_gzvzfg’fq’g'(f)eg(r,p.)dv_
qigj,e(r)zk_ g 1g o GVe (2‘167)
Sy o N
etk ZD_QSQQ'ZVthI(Dh(rpg(r’pi)dv
L 9 Yy h=l ve |

seklinde ifade edilmektedir. (2.167) denkleminden goriildiigii gibi sonsuz ortam

Green fonksiyonlar1 ile aki dagilimmm V° eleman hacmi tizerinden integrali
gerekmektedir. Bu integralin hesabinda i¢ akilara ait fonksiyonun, &Dh(F), yine

kuadratik sinir elemanlar1 yaklagiminda oldugu gibi her bir eleman icinde ikinci

dereceden bir polinom oldugu varsayimi yapilmaktadir. Yani;

ez

,dortgen eleman

. (2.168)
,ucgen  eleman

2
PRI AT

yaklasimi kullamlmistir. Burada W, (&,7) ve ¥,(£.&,.&,) daha Gnce eleman
doniigiimlerinde sunulan iki boyutlu dortgensel ve ticgensel bolge iizerinde tanimli
Lagrange baz fonksiyonlaridir. (2.168) denkleminde dNDh,n (f), h’ inci grup akisinin
n’ inci i¢ diiglim noktasinda aldig1 degeri gostermektedir. Bu asamada,

Pijk’g = J.lPk (Fpg (Fuai )dV (2.169)

ve

tanimin1 yapalim. (2.168) yaklasimi ve sonsuz ortam Green fonksiyonu (2.169)

denklemine yerlestirilirse;
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+1+1

1
— [[ (&K, [kgr(£m)]a(E.n)dedy )
po 27;“1 ] ] dortgen eleman (2.170)

SR A A CRENEN 0 (IR EYERERE

(2.170) denklemindeki integraller, dortgen elemanlar i¢in 16 noktali dortgensel
Gauss karelemesi ve iiggen elemanlar i¢cin 12 noktali iicgensel karelemeler [18]

kullanilarak gergeklestirilmistir.

2.6 i¢c Akilarin Hesabi

Di1s kaynak problemlerinde sag taraf vektorii olusturulup lineer sistem ¢oziilerek sinir
akilar1 saptandiktan sonra, bu sinir akilar1 yardimiyla sistem i¢ noktalarindaki akilar
da hesaplanabilir. Yetkinlik 6zdeger problemlerinde ise her iterasyonda i¢ akilarin
hesaplanmasi gerekliligi vardir. I¢ akilarin hesabi icin yine sistem ici belirli sayida,
L, i¢ diiglim noktasindan olusan bir 1zgaraya ayrilir. Bu kez i noktasi sistem iginde

bir nokta olmak tizere sinir integral denklemi;

i)

E
=> |z, (F)G,(F.p )V, i=12,...L (2.171)
e=1ye

olarak yazilabilir. Aki ve aki tiirevlerine karsilik gelen fonksiyonlarin yine ikinci

dereceden birer fonksiyon olduklar1 kabul edilirse,

v (rp) =123

1o = [, ()= ds, i = 12,...,L 2.172)
4 on :
, j=12....2N

veE

S0 = [, ()G, (F. 5, )ds (2.173)
S

tanimlar1 yapilabilir. Calismamizda bu integraller 10 noktali Gauss karelemesi ile

gerceklestirilmistir.
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(2.171) denkleminin sag tarafinda yer alan hacim integralinin hesab1 dis kaynak ve
yetkinlik 6zdeger problemlerinde bir dnceki boliimde de anlatildigi iizere farklilik
gostermektedir. Dis kaynak problemlerinde kaynak fonksiyonu her bir i¢ eleman
icinde sabit alinmakta ve sadece sonsuz ortam Green fonksiyonunun integrasyonu

gerekmektedir. Bu durumda;

[ =j G,(F.p)dv,i=12...,L, j=12,..,L (2.174)

ve

tanimu yapilabilir. Yetkinlik 6zdeger problemlerinde ise  z, (f) fonksiyonu i¢ akilari

icermektedir. Bu durumda yine i¢ akilarin eleman iginde ikinci dereceden bir

polinom olduklar1 varsayimi yapilarak;

0 = | G,(r, 5 )¥(F)av,i=12,...,L ve j=12,...,L (2.175)

tanimlanabilir. Bu tanimlar1 kullanarak (2.171) denklemini matris notasyonu ile

yazarsak, dis kaynak problemleri i¢in;

gg +lg£g _ggﬂg =5g£g (2176)
Yetkinlik 6zdeger problemleri icin;

o +T S —LR 7 2.177
Py T2e% ™ =29_k LA @.177)

elde edilir. Bu denklemlerde daha 6nce sunuldugu gibi sinir aki ve akimlar1 bir araya

getirilerek;

+B u, =

1
U k—g (2.178)

ASY:
I“Sz

g

matrisyel denklemi elde edilir. Burada B matrisi 2N x L boyutlu bir dikdortgen

matristir. Yani satir sayist sistemdeki smir diiglim noktasina, siitun sayisi ise

sistemdeki i¢ diigiim noktasi sayisina esittir. Bg matrisi ise Lx L boyutlu kare bir
matristir. Sistem i¢ nod sayist sinir nodu sayisindan ¢ok daha fazla oldugundan Bg

matrisinin depolanmasi bilgisayar bellek ytikiinii oldukga arttirmaktadir. U, simir
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akilar1 ve aki tiirevleri bilindiginden (2.178) denklemi c¢oziilerek i¢c diigim

noktalarindaki akilar kolaylikla hesaplanabilir.
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BOLUM 3. SAYISAL UYGULAMALAR

Bolim 2’de ¢ok gruplu nétron diflizyon denklemi kuadratik sinir elemanlar
tiiretimine dayali olarak BEMGQ programi gelistirilmistir. Bu program FORTRAN
77 dilinde yazilmis ve LINUX igletim sistemi altinda kosular gerceklestirilmistir. Bu
boliimde gelistirilen BEMGQ programi analitik ¢6ziimii olan problemler ig¢in
kosularak dogrulanmistir. Programin 6nce dis kaynak problemlerinin ¢6ziimiinde
etkinligi sinanmistir. Bu amacla sonsuz ortam dis kaynak problemi ii¢ gruplu bir yap1

icinde ele alinmus, akilar analitik akilarla karsilastirilarak sonuglar irdelenmistir.

Daha sonra programin yetkinlik-6zdeger problemlerindeki etkinligi irdelenmistir.
Once ii¢ gruplu sonsuz ortam yetkinlik problemi degisik 1zgaralarla ¢ziimlenmistir.
Sonugclar analitik sonuglarla karsilagtirilarak 1zgara yapisi inceldik¢e gerek cogaltma
katsayisinin gerekse grup akilarinin analitik sonuglara yakinsadigi gosterilmistir.
Programin egrisel sistemleri modelleyebilmesi yetenegini gostermek amaciyla i
gruplu sonsuz uzunlukta silindirik bir problem ele alinmistir. Problemin analitik
¢Ozlimii yapilmig program sonuglar1 analitik sonuglarla karsilastirilarak programin
egrisel kenarli sistemleri de modelleyebildigi kanitlanmistir. Son olarak alt1 gruplu
bir yetkinlik 6zdeger problemi ele alinmig, BEMGQ sonuglar1 sabit ve lineer sinir

elemanlar1 kullanan programlarla karsilagtirma yapilmistir.
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3.1. Sonsuz Ortam Sabit Kaynak Problemi

Sistemin sonsuz ortam oldugu ayni zamanda fisil malzeme i¢cermedigi ve her yerde
ayni degere sahip notron kaynagi igerdigi durum ig¢in birinci, ikinci, ti¢lincii grup

noétron difiizyon denklemleri;

Z:r lq)l(F)_ S
Z, 2CD2(F) Z 2«1(1)1('7): Sz
z, SCD3(F)_ZS,S%Z(DZ(F)_ZSJEICDI(F): 53 (3.1)

bi¢imindedir. Bu denklemlerde X, , grup ¢ikartma tesir kesitidir. Ayrica

denklemlerde yer alan S, grup serbest nétron kaynagi, X_ . @'’ lincii gruptan

g’inci gruba sagilma tesir kesiti, Dy grup diflizyon sabiti, d)g(F) grup akisini

gostermektedir. Yukarida verilen denklemlerde her bir grubun akilar ¢ekilirse,

z:r,l
= 1 S SIZ 2«1
D, =(S, +2,, @, ()= 2+ 2
’ ( ’ s /Zr,Z zr,Z 2r,lzr,Z
) Zarcr g (), Szt g (r
0,(1)= -+ 220, (1) 2 1) (32)

biciminde elde edilir. Grup akilarinin konumdan bagimsiz oldugu ve sistemin her
noktasinda ayni degere sahip oldugu goriilmektedir. Bu problemde kenar uzunlugu 5
cm olan kare bir sistem ele alinmis ve sonsuz ortam karenin her tarafina yansitma
sinir kosulu uygulanarak saglanmistir. Ele alinan sistem i¢in tabloda sunulan {i¢
gruplu nétron diflizyon denklemi ¢oziimiinii gerceklestirecek Tablo 3.1°deki grup

sabitleri kullanilmistir.
Gruptan gruba sacilmalar;

=0, X =0.06756

S,3¢-2

Se,e, =0.04239, %

S,3¢1
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Sekil 3.1: 1/8’ lik kare sistem

Tablo 3.1: U gruplu sonsuz ortam probleminde kullanilan sabitler

Sabitler 1. grup 2. grup 3. grup
D, 1.664 0.648 0.3512
L, 6.01774 2.674 1.6689

VE 0.0040715 0.00848 0.181
DI 0.001835 0.00424 0.07481
Zq 1 0 0
g 0.04595 0.090625 0.1261
Zog 0.0035605 0.0223 0.1261

Yukaridaki grup sabitleri kullanilarak analitik olarak elde edilen grup aki degerleri
Tablo 3.2°de verilmistir. Kare geometride sistem simetrisi nedeniyle 1/8’lik sistem

alinmis ve tiim sistem modellenmistir.
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Tablo 3.2: Ug gruplu sonsuz ortam serbest kaynak probleminin analitik sonuglar

(Dl (DZ q)3

21.76278564 21.21429735 19.30286713

Analitik ¢ozlimlerle karsilastirabilmek i¢in ayni problem verileri i¢in BEMGQ
programi kullanilarak sonuglar elde edilmistir. Problem kenar basina 2, 4, 8 ve 16

sinir elemanina boliinerek degisik 1zgaralar olusturulmustur.

Tiim gruplara ait analitik akilarla BEMGQ programi kullanilarak hesaplanan akilara
ait sonuglar ve %hata tablolar1 Ek. A da verilmistir. Ayrica elde edilen sonuglarin
grafikleri de Ek.A’da verilmistir. Goriilecegi gibi eleman sayist arttikca analitik

sonuca daha yakin sonuglar elde edilmistir.

3.2. Sonsuz Ortam Yetkinlik-Ozdeger Problemi

Sonsuz ortam i¢in ti¢ gruplu nétron diflizyon denklemleri;

Zr,lq)l(r): L[VZ fICDl(F)—i— 22 fZCDz(F)"' 22 f3(D3(F)]
s, ,0,(F)==2, q>1(r*)+%[vz L @,(F) 2, @, (F)+vz, @,(7)]

@l(r)+%[vz (@,(F) vz, @, (F)+vz, @,(7)]

o0

(3.3)

bicimindedir. Bu problemde serbest kaynak problemindeki niikleer sabitler

kullanilmustir. Niikleer sabitlerden y, =y, =0, =1ve X, ;=0 oldugu igin

difiizyon denklemleri basitlesmekte,
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- 1 = . .
<I>1(r):k—[vzflqbl(r)+v2f2q>2(r)+v2f3q)3(r)]

(D3(F): 25,2_)3q)2(l7) (3.4)

seklini almaktadir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa, denklem sistemi asagidaki gibi

elde edilir.
1 | | ~
{an———wiﬁ}dﬁ(r}—E—Vzhdg(r}—i—vzhd%(r):O

- ®1(F)+Zr,2®2(r):0

S,2«1

—3 @, (M) +Z,,0,(F)=0 (3.5)

S,3¢-2

yukaridaki denklem sistemi matrissel bigimde yazilacak olursa,

' 1 1 1 ]
Lo —— V2 —k—v2f2 _k_VZf3 -q)l(r) 0
- Zs:el gr,z OOO (D2 (F) =0 (36)
0 _Zs,3e2 Ea,z. _(D3(F) 0

bicimini alir. Sistemin ¢6zlimiiniin olabilmesi icin, sistem katsayilar matrisinin

determinantinin sifira esit olmasi gerekir. Dolayisiyla,

Zrl—LVZf —LVZf —LVZf
Tk kT ks
~2Zsra X, 0 =0 (3.7)
0 _Zs,3<—2 Za,a

3 x3 liik bu determinant hesaplanirsa,

00 00

(zr,l _kLVZ f, JZr,Zzaj _[%VE f, JEs,zﬁzs,Hz —(%VZ f, ]zs,lazzaj =0 (3.3)

00
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1 1 1

Z:r,lzr,zzaj - k_VZ f, Z1‘r,22a,3 - k_V2 f; Z:s,1—>22s,2—>3 - k—VZ f, Z1‘5,1—)2261,3 =0 (39)
1
Z:r,lzr,Zza,S = k_[ VZ f, Z:r,zza,S + VZ f3zs,2<—lzs,3<—2 + VZ fzzs,2<—12a,3 ] (3 10)
denklemden sonsuz ortam ¢ogaltma katsayis1 ¢ekilirse;
K = 2 N V2 Xgo N V2 213 G.11)
Zr,l zr,lzr,Z Zr,lzr,Zzaﬁ

elde edilir. Bir 06nceki problemdeki veriler kullanildiginda  analitik

sonugk, =1.162676 elde edilir.

Tablo 3.3: Uc gruplu sonsuz ortam yetkinlik 6zdeger problemi K, sonuglari

Sinir eleman Kk, % hata
sayisl

6 1.159041 0.3126

12 1.161658 0.0875

24 1.162401 0.0237

48 1.162604 0.0062

Sekil 3.2° de Tablo 3.3’ deki sonucglarin grafigi verilmistir. Burada sinir eleman

say1si arttik¢a analitik sonuca yakinsama goriilmektedir.
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—&— bemgq —8— analitik

1,163
1,1625 -
1,162
1,1615 -
1,161
1,1605 -

1,16 -
1,1595 |
1,159 -
1,1585

k-sonsuz

0 10 20 30 40 50 60

sinir eleman Say1s1

Sekil 3.2: Uc gruplu sonsuz ortam yetkinlik-6zdeger problemi k, sonuclari

(3.4) denklemlerinden,;

& =S, = 2o ve

q)l zr,Z

D, 1

—2 = =—\2 + 2 3.12
(I)l SIS er( S,3¢1 SZ s,3<—2) ( )

Tanimlanirlar, X =0 oldugundan,

s,1-3

S, :ZL(Slzzsm—z) (3.13)

r,3

bulunur.

Sistem giicii;

P=w, (2@, +3,0, +3,,0, ) ¥(r)v (3.14)

\%

ile elde edilir. Ele alinan problem sonsuz ortam oldugundan akilar sistemin her

yerinde aynidir. Dolayistyla gii¢ ifadesi yeniden yazilirsa;
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P:wfjizfgcbgq'(r)dv (3.15)

v 9=l

bicimindedir. Daha agik bir sekilde yazarsak;

P=w, (2@, +3,0, +3,0, ) ¥(r)v (3.16)
\%

burada,

®, =5,0,

@, =S,0, (3.17)

tanimlari, gii¢c denkleminde yerine yazilirsa;

P=w, (Zfl(l)l+2f25,2q)l+Zf3S,3CD1).[‘~P(I’hV (3.18)
v

P=Wfq)1(zf1+2fzs|z+zf3513)qu(rhv (3.19)

\%

buradan @, ’1 ¢cekersek;

P
Wf (Zfl +2f28|2 +Ef3sl3)_|.\P(r)dV

\

D, =

yukaridaki denklemde;

P =16000 watt

W, =3.204200014x107"

alinirsa ve diger ifadeler grup sabitleri tablosundan elde edilirse, ortalama aki

sonuclar1 Tablo 3.4°de verildigi gibidir.
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Tablo 3.4: Uc gruplu sonsuz ortam analitik aki1 sonugclari

@, @, @,

2.212814914x10" 1.035047999x 10" 0.55454276 x10"

Tablo 3.5’de tiim gruplara ait aki ve hatalar verilmistir. Ayni sekilde sinir eleman

sayist arttik¢a analitik oldukga yakin sonuglar elde edilmistir.

Tablo 3.5: Ug gruplu sonsuz ortam problemi icin BEMGQ programi ile bulunan

ortalama ak1 sonuglar1 ve %hatalari

Eleman 1. grup 2.grup 3.grup

6 2.209951026x10" | 1.03454863x10™ | 0.554665927x10"
%hata 0.1294 0.0483 0.0222

12 2.21101471x10" | 1.03454017x10" | 0.554617026x10"
%hata 0.0813 0.0491 0.0134

24 2.21151276x10" | 1.03453992x10" | 0.554603398x10"
%hata 0.0588 0.0491 0.0109

48 2.21165645x10" | 1.03454031x10"™ | 0.554599938x10"
%hata 0.0524 0.0490 0.0103
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3.3. U¢ Gruplu Silindir Problemi

Ug gruplu nétron difiizyon denklemleri:

- D1V2®1(F)+ 2r,1q)1(r) - If_l[vz flq)l(r)"_ VZ fz®2(r)+ & fsq)3(F)]

etk

~D,V’®,(F)+3, ,@,(F)== cbl(r)+lf—2[vz LD, (7)+1E, @, (F)+1E, D, (7))

T ~s52¢1
etk

—D3V2CD3(I7)+ZL3Q)3(I7)—Z q)z(r)—i—zs,}elq)l(r)

T “s3¢2

+é‘—3[vz (@, (F) 412 @, (F)+vE, ®,(7)] (3.20)

etk
seklindedir. Bu denklemler sonsuz uzunlukta homojen silindirik bir niikleer sistem

icin analitik olarak c¢oziilerek etkin c¢ogaltma katsayis1 ve aki dagilimlar

saptanacaktir. Once analitik Ky degerini hesaplayalim. Bu amagla:

D g(f)= D gw(r) ve Vy(t)+ Bgz\p(f): 0 varsayimlarini yapalim. Bu varsayimlar

(3.20) denkleminde kullanilirsa:

D,BI®, +3, @, :lf—l[vzf@l VI D, +1E, D,

etk

DzBéq)2+2r,2q)2=2 q)l+lf_2[v2flcbl+v 0, +v Zf3<1)3]

etk

S,2¢1

o+ Lz 0z 0,050 G2

etk

D;B®; +3 @, =%, ,0, +3

S5,3¢-2 S,3¢1

elde edilir. Yukaridaki denklem sistemi matrisyel formda yazilirsa, sifirdan baska

¢Oziim elde etme kosulu:
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1 1 1
DlB; _k_Zlvzf,l—i_zr,l k_llvzf,z k—)(lv Zf,S
etk etk etk
det — L;(21/2m +250 D, Bs +2,, +LZZVZL2 LZQVEf,g =0
ketk ketk ketk

etk etk etk

1
- (k_ Z3V2f,1 + z“s,3<—1j

1 1
_(k_ﬂﬁvzf,z _Zs,3<—2j D, Bé +2, 5 _k_Z3VZf,3

(3.22)

olarak bulunur. Yukaridaki determinant agilirsa:

1 1 1
(DlBé _k_lﬂ/zf,l +2r,1)(DzBé +X,, +k_12VZf,2)(D3B§ +X,; _k_Z3VZf,3)

etk etk etk

1 1 1
_(gllvxfg][glz‘if,3j[rakl3‘/2f,l + 25,3«1]

1 1 1
+{k_llv zf,3j{k_lzvzf,1 +25,2elj(k_l3vzf,l _23,3(72]
etk etk etk

1 1 1
H — V2 5 DzB; X, — 1V Ef,zj(_)hvzf,l +ZS’3HJ
K Kege Ko
1 1 ) 1
+ _szzf,a — XV, _28,3(—2 D, Bg __Zlvzf,a +2r,]
Kege Kege Kege

1 1 1
+[_Zlvzf,zJ(k_szzf,2 +2s,192j[DaBé +2r,3 _k_Z3V2f,3J =0

ketk etk etk
(3.23)

bulunur. (3.23) denklemi ke bilinmeyeni cinsinden iigiincii derece cebirsel bir

denklemdir. Bu denklem ¢oziilerek sistemin etkin ¢ogaltma katsayisi hesaplanabilir.
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Tablo 3.6: Uc gruplu sonlu ortam silindir probleminde kullanilan gruptan gruba

Tablo 3.6 ve Tablo 3.7’deki li¢ gruplu nétron difiizyon sabitleri kullanilir ve s6z

konusu tigiincii derece cebirsel denklem ¢oziiliirse analitik ke sonucu 0.839708793

olarak bulunur.

sacilmalar
DI 0.02705
2 se 0.01181
23 0.00822

Tablo 3.7: Uc gruplu silindirik probleminde kullanilan sabitler

Sabitler 1. grup 2. grup 3. grup
D, 3.0034 2.2297 1.4627
L, 7.537772206 11.55348424 10.17074875

Vi g 0.034735 0.01543 0.020542
g 0.0131267 0.006102 0.008317
Zq 0.575 0.326 0.099
I 0.05286 0.016704 0.01414

Bu problem gelistirilen yazilimla iki degisik 1zgara ile kosulmustur. Sistem simetrisi
g0z Oniine alinarak sistemin sadece 1/8’lik kismi ayriklastirilmistir. 1/8’lik sistemde
8 ve 15 kuadratik sinir eleman1 kullanilarak elde edilen 1zgaralarla hesaplanan sayisal

key degerleri ve analitik sonuca gore ylizde hatalar Tablo 3.8 de sunulmustur.
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Tablo 3.8: U gruplu sonlu ortam silindir probleminde BEMGQ programu ile
hesaplanan key sonuclari ve % hatalar

Sinir eleman sayisi Ketk %hata
8 0.835199268 0.5370
15 0.837289104 0.2880

Tablo 3.8’den de anlasildig1 gibi az sayida sinir elemani alinmasina ragmen analitik

degere ¢ok yakin sonuglar elde edilmistir.

Analitik ak1 dagilimlarinin saptanabilmesi,
V() + B P(M)=0 (3.24)
denkleminin ¢oziimiiniin,

D, (M)=0,¥(), g=123 (3.25)

denklemine yerlestirilmesi ile miimkiindiir. (3.24) denkleminin silindirik bir sistem

icin ¢0zimii[19],

()= JO(@rj

R

seklindedir. @ ’lerin saptanmasi ise (3.21) denklemlerinin ¢6zimi ile

gerceklenebilir. (3.21) denklemlerinin son ikisinde,

=l
-l

@, (

@,(

) _9,(r)
) ve S, = o) (3.26)

S, =

!
=l

tanimlar1 yapilir ve bu tanimlar bu denklemlerde kullanilirsa;

(DzB; +20, _Z_ZVZfZ)SZ] _ﬁVZfSSN =200 +£V2f1 (3.27)

etk ketk ketk

55



X X
- Z2VE ()8, +(D,B; + 2, _k_3"2f3)831 =25 +f_3vzf1(3'28)

S,3¢2 - k
etk etk etk

denklemlerine ulasilir. Bu denklemler iki bilinmeyen ( S;; ve S3;) icermektedir.

Tablo 3.6 ve Tablo 3.7°deki niikleer sabitler kullanilarak S,, ve S;; saptanir.

Hesaplanan bu degerler:

S, =2.189970943, S,, =1.794196249

seklindedir. @, bilinmeyeni ise sistem giiciinden yararlanilarak saptanabilir. Sistem

niikleer giicii;

P=w, [[£,®,F)+2,®,F)+,®,F)HV (3.29)

Burada W, =3.2042x107"" almmus ve sistemin toplam giicii 2400 w/cm segilmistir.

(3.29) denklemi (3.26) kullanilarak;

P=w,[2,® +2,®,+5,0, ][ ¥V (3.30)

\

elde edilir, (3.26) tanimlarindan,

®, = Szlq)la O, = S3161)1

yazabiliriz. Boylece

R
2.405
P:wfcpl[z”+szlzf2+s312f3]on(Trj2mdr (3.31)
0
T - (2.405
Pzzﬂv\/fqal[z”+5212f2+5312”]jm0( o rjdr (3.32)
0

elde edilir. Denklemden @, cekilirse,
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D, = P (3.33)

R
2.405
27w, [Z“ +S,Z, + 8312f3]IrJ0(R rjdr
0

bulunur. Bu problemde kullanilan niikleer sabitlerle

O, =1.481823353x10"7, ®, =3.245150086x10", ®, =2.658681902x10"

olarak hesaplanir.

Grup analitik aki dagilimlari;

@, (F)= (1.481823353x1012)30(2";05 rj
@, ()= (3.245150086><1012)\]0(2';05 rj
®,(F)= (2.658681902xlOlz)Jo(z';;OS rj

bulunmustur.

BEMGQ programi 8 ve 15 kuadratik sinir elemani kullanilarak kosulmus ve diigiim
noktalarindaki aki degerleri saptanmistir. Gelistirilen programin akilar1 hangi
dogrulukta hesapladigin1 saptamak amaciyla 1/8’lik dilimin x-ekseni ile pozitif
yonde 45 derecelik a¢1 yapan yarigap lizerindeki nodlardaki grup akilari ile analitik
grup akilar1 grafiksel olarak karsilastirilmistir. Sekillerde 1., 2. ve 3. grup akilarinin 8

siir elemanli sonuglart verilmektedir. Grafikler Ek.B’de verilmistir.

Ayn sekilde 1/8’lik kismin x-ekseniyle 45 derece ag¢i yapan yarigapi lizerindeki
nodlarda grup aki dagilimlari, 15 kuadratik sinir elemani kullanilarak hesaplanmistir.
Grafikler Ek.B’de verilmistir. Sekillerden goriildiigli gibi analitik sonuglara oldukca

yakin sonuclar elde edilmistir.
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3.4. Alt1 Gruplu Sonlu Ortam Yetkinlik-Ozdeger Problemi

Calismamizda son olarak 6 gruplu kare bir niikleer sistem ele alinmistir. Bir
kenarinin uzunlugu 12.5 cm olan kare sistemin yine sistem simetrisi gdz Oniine
almarak 1/8’lik boliimii modellenmistir. Problemde kullanilan grup sabitleri Tablo

3.9°da verilmistir.

Gruptan gruba olan sagilmalar asagidaki gibi alinmigtir:

S0 =9,878:107,2, , =0,0133353, T, , =8,8902-10"°
Sose =2,22255-107, 5, , =0,024895, =, , =2,2255-10
S5 =1,53109-107 .2, , =1,72865-107,%,_, =1,4817-107,
Descq =1,43231-107

Zesen =1,9756-107 2 , =2,4695-107,2_, , =2,9634-107,
Yeees = 2,4695-107, = . . =24695-107

S,6¢4 5,645

Tablo 3.9: Alt1 Gruplu sonlu ortam yetkinlik-6zdeger probleminde kullanilan
niikleer sabitler

Grup D, L, VeZi g Zig Xg
1 1,588001064 | 3,169792929 | 0,32656668 | 0,093841 | 0,204
2 1,499778783|3,139921072|0,297599445 | 0,0963105| 0,344
3 1,406042609 | 3,241119788|0,270247263 | 0,0903837 | 0,168
4 1,184035881 | 3,339209664 | 0,24601159 | 0,083963 | 0,180
5 0,8034529192,933795251 |0,237546144 | 0,0824813 | 0,090
6 0,562147043|2,113195285| 0,28957357 10,1012495| 0,014
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Grup sabitlerinden goriildiigii gibi ele alinan sistem hizli bir niikleer sistemdir. Bu

problemin analitik k, degeri 1,07564 olarak hesaplanmustir.

Bu problemde BEMGQ sonuglari, sabit ve lineer siir elemanlarla iiretilen [7]
sonugclarla karsilastirilmistir. Kenar basina eleman sayis1 8, 16 ve 32 secilerek degisik

1zgaralar olusturulmustur. Her ii¢ eleman tipi i¢in elde edilen kg, degerleri ve kg’
deki yiizde hatalar Tablo 3.10” da sunulmustur. Tablo 3.10 incelendiginde K, > deki

ylizde hatalarin sabit ve lineer elemanlarda hemen hemen ayni oldugu, fakat
kuadratik elemanlardaki yiizde hatalarin ¢cok daha kiiciik oldugu gézlemlenmektedir.
Hatta sabit ve lineer elemanlardaki % hatalar kuadratik elemanlardaki hatalarin
yaklagik 10 kat1 mertebesinde oldugu gozlemlenmektedir. Kuadratik sinir elemanlari
yonteminin daha az hata icermesi beklenen bir sonuctur. Bu biiyiik farklilik lineer ve
sabit elemanlarda ayni1 sayida diigiim noktas1 varken, kuadratik elemanlarin tam iki

kat1 diiglim noktas1 icermesinden kaynaklandigi diisiiniilebilir.

Tablo 3.10 Alt1 grup i¢in sabit, lineer ve kuadratik elemanlar kullanilarak elde edilen
ket sonug tablosu

Sinir Sabit 9 hata Lineer 9%hata Kuadratik % hata

eleman eleman eleman eleman

24 1,06495 0,99 1,06460 1,03 1,07435 0,12

48 1,07273 0,27 1,07262 0,28 1,07529 0,03

96 1,07475 0,083 1,07484 0,074 1,07554 0,009
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—&— sabit —#— lineer

kuadratik
1,078

analitik

1,076 A

1,074

1,072 A

k etk

1,07
1,068 -
1,066 -

1,064

20 40 60

80 100 120
sinir eleman sayist

Sekil 3.3: Alt1 grup i¢in sabit, lineer ve kuadratik elemanlar kullanilarak elde edilen
yetkinlik-6zdeger sonuglar1 grafigi
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BOLUM 4. SONUCLAR
Bu caligmada ¢ok gruplu nétron diflizyon denklemi kuadratik smir elemanlari

yontemiyle ¢oziilmiistiir. Kuadratik sinir elemanlart kullanilmasi sebebiyle egrisel
geometrilerde de ¢oziim elde edilmistir. Sabit ve lineer sinir elemanlar ile diizgiin
geometrilerde hesaplama yapilabilmektedir. Ug gruplu problemlerde degisik sayida

sinir elemani kullanilarak sonsuz ortam k_ hesaplari ile ortalama grup akilar1 hesabi

yapilmistir. Analitik sonuca oldukga yaklasan sonuclar elde edilmistir. Ayrica sinir
eleman sayisi arttikga yakinsakligin biiyiik oldugu goriiliir. Alt1 grup sonlu ortam ke
hesaplar1 cesitli sayida sabit, lineer ve kuadratik simir elemanlar1 kullanilarak elde
edilmis ve karsilastirmali hata tablolar1 verilmistir. Sonug¢ olarak kuadratik sinir
elemanlar ile daha iyi ve yaklasik sonuglar elde edilmistir. Silindirik problemin
¢Oziimiinde sonlu ortam smir kosullar1 kullanilmistir, az sayida sinir elemani
kullanilmasia ragmen sonuca oldukg¢a yakinsama oldugu goriilmiistiir. Tim bu
calismalarin sonunda kuadratik smir elemanlarinin hacim integrallerini smir
integrallerine doniistiirdiigii ve egrisel geometrilerde ¢ok yaklasik sonuclar verdigi

goriilmiistiir.

61



KAYNAKLAR
[1] Benarjee, P.K. and Butterfield, R., 1981. Boundary Element Methods in
Engineering Science, Mc Grow Hill Book Company (UK).

[2] Brebbia, C. A. And Dominguez, J., 1989. Boundary Elements: An Introductory

Course, Computational Mechanics Publications, Avon, Great Britain.

[3] Brebbia, C. A., Telles J.C.F., and Wrobel L.C., 1984. Boundary Element
Techniques, Springer-Verlag.

[4] Itagaki, M.J., 1985. Boundary Element Methods Applied to Two Dimensional
Neutron Diffusion Problems, Journal of Nuclear Science and
Technology, 22, 565-583.

[5] Ozgener, B. and Ozgener H.A., 1993. The Solution of The Criticality
Eigenvalue Problems in The Application of The Boundary Element
Method to The Neutron Diffusion Equation, Annals of Nuclear
Energy, 20, 503-518.

[6] Ozgener, B. and Ozgener H.A., 1994. The Application of The Multiple
Reciprocity Method to The Boundary Element Formulation of The
Neutron Diffusion Equation, Annals of Nuclear Energy, 21, 711-723.

[7] Ozgener, B., 1998. A Boundary Integral Equation for Boundary Element

Applications in Multigroup Neutron Diffusion Equation, Annals of
Nuclear Energy, 25, 347-357.

[8] Ozgener, H.A. and Ozgener, B., 2001. A Multiregion Boundary Element
Method for Multigroup Neutron Diffusion Calculation, Annals of
Nuclear Energy, 28, 585-616.

[9] Maiani, M., Montagnini, B., 1999. A Boundary Element Response Matrix
Method for The Multigroup Neutron Diffusion Equations, Annals of
Nuclear Energy, 26, 1341-1369.

[10] Chiba, G., Tsuji, M, Shimazo Y., 2001. A Hierachical Domain Decomposition
Boundary Element Method With a Higher Order Polynomial
Expansion for Solving 2-D Multiregion Neutron Diffusion Equations,
Annals of Nuclear Energy, 28, 895-912.

62



[11] Maiani, M., Montagnini, B.,2004. A Galerkin Approach to The Boundary
Element—Response Matrix Method for The Multigroup Neutron
Diffusion Equations, Annals of Nuclear Energy, 31, 1447-1475.

[12] Ozgener, B., Isikh, H., 2002. A Quadratic Boundary Element Formulation for
Neutron Diffusion Equation, Turkish Journal of Physics, 26, 225-228.

[13] Ozgener B., izgi N, 2001. Kuadratik Simir Elemanlar1 Yénteminin Tki Gruplu
Iki Boyutlu Nétron Difiizyon Teorisine Uygulanmasi, XlII Ulusal
Mekanik Kongresi Bildiriler Kitabi, 689-698.

[14] Isikh, H., Tek Gruplu Notron Difiizyon Denkleminin Kuadratik Sinir
Elemanlar1 Metodu ile Coziimii. Y. Lisanstezi, 1999.

[15] Izgi, N., iki Boyutlu Iki Gruplu Difiizyon Denkleminin Kuadratik Sinir
Elemanlar1 Metodu ile Coziimii., Y. Lisans Tez, itu Niikleer Enerji
Enstitiisii, 2001.

[16] Ozgener B., A Boundary Integral Equation for Boundary Element Applications
in Multigroup Neutron Diffusion Theory, Annals of Nuclear Energy,
25(6), 1997.

[17] Becker, B., Carey, F. And Oden, J. T., 1983. Finite Elements An Introduction,

Prentice-Hall, 1, New Jersey.
[18] Zienkiewicz, O. C., 1982. Finite Element Method, Mc Graw Hill, England.

[19] Ozgener, H. A., 1987. Reaktor Teorisi Ders Notlari, I.T.U. Niikleer Enerji

Enstitiisii, [stanbul.

[20] Beer, G., Watson, J. O., 1992. Introduction to Finite Element Methods for
Engineers, Chichester: John Wiley, 1992.

63



EK.A UC GRUPLU SONSUZ ORTAM PROBLEMIi GRAFIKLERI

Boliim 3.1°de verilen {i¢ gruplu sonsuz ortam probleminde BEMGQ programi ile
hesaplanan her bir grup akilar1 ve analitik karsilagtirmalar ile grafikleri bu boliimde
verilmigtir.

Tablo A.1: Ug gruplu sonsuz ortam serbest kaynak probleminde BEMGQ programi
ile bulunan birinci grup aki ortalamalar1

Eleman sayis1 1.grup ortalama akist %hata
6 21.674470 0.406
12 21.737121 0.118
24 21.755770 0.0322
48 21.760968 0.0084

Tablo A.1 incelenirse, birinci grup akilarinin en kiiciik 1zgarada bile analitik ¢oziime
oldukca yakin sonug¢ verdigi goriilebilir. Ayrica 1zgara inceldik¢e analitik sonuca
gore hatalar giderek azalmaktadir. Tablo A.1’e ait grafik Sekil A.1’de verilmistir.

—e—bemgq —=— analitik

21,77
21,76 -
21,75 1
21,74
21,73 1
21,72 1
21,71 1
21,7 1
21,69 -
21,68 -
21,67

birinci grup akist

0 10 20 30 40 50 60
sinir eleman sayist

Sekil A.1: Uc gruplu sonsuz ortam serbest kaynak probleminde BEMGQ ile bulunan
birinci grup ortalama akilar grafigi
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Tablo A.2: Ug gruplu sonsuz ortam serbest kaynak probleminde BEMGQ programi
ile bulunan ikinci grup aki ortalamalari

Eleman sayis1 2.grup ortalama akist %hata
6 21,093504 0.569
12 21,1783657 0.170
24 21,2043538 0.0469
48 21,2116601 0.0124

Tablo A.2’de programin iirettigi 2. grup akilar1 ve analitik sonuca goére %hatalar
verilmistir. Tablo A.2’ye ait grafik Sekil A.2’de goriildiigii gibi 1zgara inceldikge 2.
grup akilarinin analitik degere yakinsadigi agikga goriilmektedir.

‘ —&— bemgq —8— analitik

21,24

21,22 1

21,2 1

[\S)
—
—
)

[ )
—
—_
N

ikinci grup akilari
[\
it
i
(@)}

21,12 A

21,08

0 10 20 30 40 50 60

smir eleman sayisi

Sekil A.2: Uc gruplu sonsuz ortam serbest kaynak probleminde BEMGQ ile bulunan
ikinci grup ortalama akilar1 grafigi
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Tablo A.3: Uc gruplu sonsuz ortam serbest kaynak probleminde BEMGQ programi
ile bulunan ii¢ilincii grup aki ortalamalari

Eleman sayisi 3. grup ortalama akis1 %hata
6 19,150130 0.791
12 19,256539 0.240
24 19,289924 0.0671
48 19,2993942 0.0180

Tablo A.3’de 3. gruba ait ortalama akilari ile analitik sonuca gore %hatalar
verilmistir. Ugiincii grup ortalama akilarindaki hatalar ile bir ve ikinci grup ortalama
akilarindaki hatalarin hemen hemen ayni mertebede oldugu gozlenmektedir.

‘ —&— bemgq ——analitik ‘

19,32
19,3 —= =

19,28
19,26
19,24 1

19,22 1

tiglincii grup akilari

19,2 -
19,18 -

19,16 4

19,14 T T
0 10 20 30 40 50 60

sinir eleman sayisi

Sekil A. 3: Ug gruplu sonsuz ortam serbest kaynak probleminde BEMGQ ile
bulunan {igiincii grup ortalama akilar grafigi
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EK.B UC GRUPLU SIiLINDIR PROBLEMINE AiT GRAFIKLER

Boliim 3.3°de ele alinan {i¢ gruplu sonlu ortam silindir problemi analitik ve BEMGQ
programi aki sonuglar grafikleri bu boliimde verilmistir. Sirasiyla Sekil B.1, Sekil
B.2 ve Sekil B.3’te 8 adet kuadratik sinir eleman1 kullanilarak elde edilen birinci,
ikinci ve ti¢lincii gruba ait aki grafikleri verilmistir. Aym sekilde sirasiyla Sekil B.4,
Sekil B.5 ve Sekil B.6’da 15 adet kuadratik sinir eleman1 kullanilarak elde edilen
birinci, ikinci ve tigiincii gruba ait aki grafikleri sunulmustur.

—&— analitik —— bemgq

1. grup akist

0 10 20 30 40

yarigap

Sekil B.1: 8 sinir eleman kullanilarak elde edilen birinci grup akilar1 ile BEMGQ ile
edilen akilarin sonuglar1 grafigi
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—&@—analitik —l— bemgq

2. grup akisi

0 5 10 15 20 25 30 35

yaricap

Sekil B.2: 8 sinir elemani kullanilarak elde edilen ikinci grup akilar1 ile BEMGQ ile
edilen akilarin sonuglar1 grafigi

—e— analitik —— bemgq

3. grup akisi

0 10 20 30 40

yarigap

Sekil B.3: 8§ sinir elemani kullanilarak elde edilen tigiincii grup akilar1 ile BEMGQ
ile elde edilen akilarin sonuglar1 grafigi

Ayni sekilde 1/8’lik kismin x-ekseniyle 45 derece aci yapan yarigapr iizerindeki

nodlarda grup aki dagilimlari, 15 kuadratik sinir elemani kullanilarak hesaplanmistir.
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—e&— analitik —— bemgq

1. grup akis1

40
yarigap

Sekil B.4: 15 sinir eleman kullanilarak elde edilen birinci grup akilari ile BEMGQ
ile edilen akilarin sonuglar1 grafigi

—— analitik —— bemgq

2. grup akisi

0 10 20 30 40

yarigap

Sekil B.5: 15 siir elemani kullanilarak elde edilen ikinci grup akilari ile BEMGQ ile
edilen akilarin sonuglar1 grafigi
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—e— analitik —m— bemgq

3. grup akisi

0 5 10 15 20 25 30 35

yarigap

Sekil B.6: 15 sinir elemani kullanilarak elde edilen tigiincli grup akilar1 ile BEMGQ
ile elde edilen akilarin sonuglar1 grafigi

Silindir probleminde az sayida sinir elemanmi kullanilmasina ragmen analitik
sonuglara, hem etkin c¢ogaltma katsayis1 hesaplanirken hem de grup akilan
hesaplanirken, yeterince yakin sonuglar elde edilmistir. Izgaralar uygun bir bi¢imde
secilip, sayisi arttirilirsa daha iyi sonuglar elde edilebilir.
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EK.C GAUSS INTEGRASYONU

Bir Boyutlu Integrallerde Gauss integrasyonu

+1

| = [ f(&)dg (C.1)

-1

Bir boyutlu integrali goz Oniine alinsin. (C.1) esitliginin ¢oziimii i¢in Gauss
Integrasyonu yontemi kullamlir. Bu ydntemde integrali alinin fonksiyonun uygun
noktalarda ki degerleri ile yine bu noktalara uygun agirlik fonksiyonlar1 ¢arpilarak,
toplanir. Elde edilen toplam integralin yaklasik ¢Oziimiidiir, sayet nokta sayisi
yeterince biiyiik se¢ilirse kesin ¢dziime yaklagim saglanir.

n_noktali yaklasim igin;

I = [F(&dE~w, (&) +w, F(&)+...+w, () (C2)

-1

(C.1) esitligi i¢in (C.2) yardimiyla yaklasik ¢6ziim elde edilir. Burada w,,w,,..., W

agirliklar, &,,&,,...,&, Gauss noktalaridir. Gauss integrasyonunda kullanilan nokta
sayist arttikga (C.2) esitliginin kesin ¢ozlimiine olan yaklagiklik artar.

Tek nokta formiilii; n=1 igin,

+1

[f&de~w () (C3)

-1

(C.3) esitliginde iki parametre, w, ve &, oldugu i¢in, f(&)’in polinom derecesini
bir segersek kesin ¢6ziimii elde ederiz. Dolayisiyla, f(&)=a, +a,¢ igin;

hata=I — Gauss Integrasyonu

hata=¢ = +j(a0 +a,)ds -w, f(£)=0 (C.4a)

e=2a, -w,(a, +a,¢&)=0 (C.4b)
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£=8,(2-w)-wag)=0 (C.4c)
(C.4c) esitliginde w, =2 ve & =0 alinirsa, =0 elde edilir. Burada herhangi bir f
fonksiyonu i¢in;
+1
| = [ f(&)dé~2f(0) (C.5)

-1

elde edilir. ki nokta formiilii; n=2 i¢in (C.1) esitligi,

| =[f@&de~w f(E)+w, (&) (C.6)

-1

(C.6) esitliginde w,,w,ve & ,¢&,olmak lizere dort parametre vardir. Kesin ¢oziim
icin kiibik polinom kullanilir;

f(f): a, + a1§+ az§2 + a3§3 (C.7)

e=[[@ +ac+as +agHdd]-[wf(&)+wf (&) (C.8)

(C.8) esitliginde ¢ =0 olmasi i¢in

W, +w, =2

Wlé:l +szz =0

2
Wlélz +W2§22 :g

Wé +Wé, =0 (C.9)

olmalidir. Burada;

W, =w, =1, & =—¢&, =1/4/3=0.5773502651 sayilaridur.

Gauss integrasyonu genellestirilecek olursa; (2n—1) veya daha diisiik dereceli

polinomlart kesin ¢6ziimii i¢in n noktali Gauss integrasyonu kullanmak yeterlidir.
Gauss noktalar1 simetrik olarak yerlestirilir ve bu noktalarda aynmi agirliklara sahiptir
[20].

72



iki Boyutlu Integrallerde Gauss Integrasyonu

Iki boyutlu Gauss integrasyonunda;

+1 +1

= [ [ f(&mdedn

-1 -1

N {iwf(éi,n)}dn

n

~) w,-[nwif@i,m)}

j=1 i=

elde edilir [20].
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EK. D iKi BOYUTLU GREEN FONKSIYONU TEMEL COZUMU

Sonsuz ortam Green fonksiyonu,
V2G,(F, p)- kG, (F, p) = ~5(F - p) (D.1)
denkleminin ¢6ztiimiidiir.

(D.1) denklemini saglayan G, (f,[)) temel ¢6ziimiinii bulmak igin, herhangi bir 1

diigiim noktasinin r civart alinir. Dolayisiyla burada r, i noktasindan esit uzaklikta
bulunan noktalar1 temsil eder. r uzaklhiginin ¢ok kiiciik oldugu varsayilarak farkl
degerleri i¢in ¢oziim yapilabilir.

1. r =0 ise; bu durumda,
2 = = 2 = =
V?G,(F, p)- kG, (F,p)=0 (D.2)
denklemi i merkezli r yarigapli sonsuz silindir i¢in,

li(r dG,(r. )

-k’G,(F,p)=0 D.3
rdr dr ] g g(r,p) (D.3)

bi¢imindedir. Burada;
G, (F,5)= AK,(k,r)+ Bl (k,r) (D.4)

Seklindedir. Kg ve Iy, 0. mertebe modifiye Bessel fonksiyonlaridir. (D.4) denklemine
sinir kosullari uygulanirsa; r — oo igin G, (r) sonlu olmalidir.

lim I (kT ) — o0 (D.5)

oldugundan Iyo(ker) ifadesinin katsayisi sifir olmalidir. Dolayistyla B=0 olur. Bu
durumda (D.4) denklemi,

G, (F.p)= AK,(k,r) (D.6)

esitligine indirgenir. r = |F - ,5| tanimi yapilirsa,
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G, (r)= AK,(k,r) (D.7)
2. 1=01¢in (D.1) denklemi V hacmi {lizerinden integre edilirse,

[ V?G,(F.p)V -k [ G, (T, p)aV =-[ (- p)av (D.8)

\

1 noktasindan r uzakliktaki ¢ember iizerinde herhangi bir noktanin normal birim
vektori ile yarigap ayn1 dogrultulu oldugundan, n=r alinabilir. Gauss teoreminden

oG, (r
L()Zﬂf =-1 (D.9)
or
oG, (r
(1) __ (D.10)
or 2ar
1 dr
dG,(r)=——— D.11
o(1)=-7—~ (D.11)
G,(r)= L (D.12)
g 2
olur. (D.6) ve (D.12) denklemlerinden,
AR, (k,r)= - enr (D.13)
2
r - 0 igin,
. ) 1
lim[AK,(kr )] = 1r1301(—g£nrj (D.14)
[ 1
lim AKO(kgr)+—fnr}:0 (D.15)
r%O_ 272'
lim —Aﬁnr—i-Lfnr}:O (D.16)
r%O_ 272'
sekline dontigiir. Bu durumda;
A= L (D.17)
27 '
elde edilir. Sonug olarak temel ¢6ziim,
1
G, (r)==—K, (k,r) (D.18)

27

olarak bulunur.
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EK. E BEMGQ PROGRAMINA AIT BILGILER

Asagida BEMGQ programinda kullanilan alt programlar ve islevleri verilmistir.

SETINT Gauss integrasyonunda ve Logaritmik Gauss Integrasyonunda
kullanilan integrasyon noktalar1 ve agirliklar1 okur.

INPUTQ : Probleme ait, sirasiyla, sinir nokta sayisini, grup sayisini, tesir
kesitlerini, sa¢ilmalar1 okur.

RNODE : Dliglim noktalarinin koordinatlarini okur.

RELEM : Eleman verilerini okur.

GHMATPQ : G ve H matrisini hesaplar. Bunlar1 hesaplamak i¢in EXTINPQ ve
LOCINPQ alt programlarini ¢agirir.

EXTINPQ G ve H matrislerinin, G matrisinin kogsegen disinda kalan
elemanlarin1 hesaplar.

LOCINPQ  : G matrisinin kdsegen elemanlarini hesaplar.

FORM : Fisyon kaynagi teriminin ve i¢ akilarin hesaplanmasi ig¢in gerekli
matrisleri olusturur.

QUAD : Kuadratik dortgen elemanlar i¢in hesaplama yapar.

TRI : Kuadratik iicgen elemanlar i¢in integral hesabi yapar.
FISOR : Fisyon kaynagi iterasyonu yapilir.

INTERPQ  : Sinir ve i¢ akilar1 hesaplar.

OUTPUTPQ : Sinir ve i¢ aki degerlerini ekrana yazar.

BEMGQ programinda yer alan INPUTPQ, RNODE ve RELEM alt programlarinda
kullanilan degiskenler:

INPUTPQ

N : Smir diigiim nokta sayis1

NGT : Enerji grup sayist

DIF(I) : Difiizyon sabiti

DIFL(I) : Diflizyon uzunlugu

SIGF(I) : Fisyon sac¢ilma tesir kesiti

XF() : Fisyon tesir kesiti

XKSI(T) : Fisyon spektrum kesri

ANGLE(I) :Diiglim nodu agist

XSECT(I) : Bir gruba diger gruplardan sagilma tesir kesitleri
X(D),Y(I) : Sinir elemanlarinin ug noktalarinin koordinatlar
KODE(I) : Sinir kosulu; 0 ise bosluk kosulu, 1 ise yansitici kosulu
NNODE(I) : ¢ nod sayist
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NELEM : I¢ eleman say1s1 (liggen veya dortgen eleman)
NETSOR : 0 ise serbest notron kaynagi yok, 1 ise var

NFISOR : 0 ise fisil malzeme yok, 1 ise var.

ITMAX : keg hesabinda maksimum iterasyon sayisi
EPS : ketk hesabinda yakinsama kriteri

ENGENI1 : Normalizasyon parametresi

FINOR : ketk baslangic ongoriisii

RNODE

NI : Satir baslangi¢c nodu numarasi

NUM : Satirdaki nod sayis1

INC : Nod numaralarinin artis say1si

X1,Yl1 : Satirin ilk nodunun baslangi¢ kkordinatlar
XN, YN : Satirin son nodunun bitis koordinatlar1
RELEM

NUM : Secilen satirdaki i¢ eleman sayis1

INC : Nod numaralarinin artis say1si

NEE : I¢ elemandaki nod sayis1 (iiggen eleman ise 6, dortgen eleman ise 9)

BEMGQ programina ait 6rnek girdi dosyalar1 ilk dosya sonsuz ortam hesab1 yapmak
icin kullanilan veri girdi dosyasi, digeri sonlu ortam problemi hesabi yapmak icin
kullanilan veri girdi dosyasidir.
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1.) Ug gruplu 12 smnir elemanina sahip sonsuz ortam
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2.) Ug gruplu 12 smir elemanina sahip sonlu ortam
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