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OZET

Q CiSMi UZERINDEKI TRINOMIAL GENISLEMELER
BAGIRMAZ, Nurettin
Yiiksek Lisans Tezi Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi:Prof. Dr. Goniil USLU

Haziran 2006

Bu tez esas olarak bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimle
tez konusu tanitilmis, ikinci boliimde cisim genislemeleri hakkinda genel
bir 6zet ve temel teoremler ispatlariyla verilmistir.

Ucgiincii boliimde Galois teorisinin esaslar1 ve dordiincii boliimde
bir polinomun diskriminant1 ile Galois grubu arasindaki iligkiler ele
alinmastir.

Besinci boliimde basta Galois grubu 4, alternatif grubu
tarafindan kapsanan trinomialler incelenmis olup,daha sonra asal
sayilardan olusan bir kiime S olmak iizere, diskriminanti p ¢ S asal
sayilart ile bolinmeyen f(x) ¢ Z[x] indirgenemez trinomiallerin varligi

ispatlanmustir.

Anahtar sozciikler:Galois grubu,trinomial, 4, ,diskriminant.
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ABSTRACT

TRINOMIAL EXTENSIONS OF Q

BAGIRMAZ, Nurettin
Yiiksek Lisans Tezi Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Goniil USLU
Haziran 2006

This thesis essentially consists of five chapters. In the first
chapter, the subject of the thesis is explained. In the second chapter, a
general summary of field extension and theorems are given with their

proofs.

In the third chapter, basics of Galois theory are examined. In the
fourth chapter, the relations between discriminant of a given trinomial

with it’s Galois group are explained.

In the fifth chapter, the trinomial which Galois group subset of
it’s 4, is proved. S is a set of primes, f(x) is trinomial with coeffifients

a,b & Z ,p & S such that there exist diskriminant .

Keywords: Galois group, Trinomial, 4, , Discriminant.
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1.GIRIS

Q rasyonel sayilar cisminin trinomial genislemeleri, rasyonel
trinomiallerin pargalanis cisimleridir. Her n >2 tam sayist ig¢in Q
lizerindeki  Galois grubu 4, alterne grubuna izomorf olan Q
cisminin sonsuz geniglemeleri oldugunu ilk olarak 1892 yilinda

Hilbert ispatlamistir (Hermez,A.,Salinier,A.,2001).

Bu calismada oncelikle Q cismi tizerindeki Galois grubu
A, alterne grubuna izomorf olan rasyonel trinomiallerin varligt
gosterildi. Daha sonra asal sayilardan olusan bir kiime S olmak
lizere, Q cismi iizerindeki Galois grubu 4, alterne grubuna

izomorf olan ve diskriminantt p ¢ S asal sayilari ile boliinmeyen

f(x) ¢ Z[X] indirgenemez trinomiallerin varlhigi ispatlanmistir.

Bu amaca ulasmak i¢in ikinci boliimde cisim genislemeleri
ve parcalanig cisimleri hakkinda tanimlar ve ilgili teoremler
ispatlar1 ile birlikte agiklandi. Uciincii béliimde Galois teorisinin
temel tanim ve teoremleri ele alindi. Dordiincii boliimde ise bir
polinomun  diskriminantt ve 06zel olarak 2. ve 3. dereceden

polinomlarin diskriminantlar1 ispatlar ile birlikte verildi.



Sonu¢ boliimde Galois grubu 4, alterne grubu tarafindan
kapsanan  trinomiallerin varligl incelendi. Daha sonra asal
sayilardan olusan bir kiime S olmak iizere , diskriminanti p ¢ S
asal sayilariile boliinmeyen f(x) ¢ Z[x] indirgenemez trinomiallerin

varlig1 ispatlandi.



2. ON BILGILER
2.1 Cisim Genislemeleri

Tanmm 2.1.1:E bir cisim ve F, E’nin alt cismi olsun. O zaman E

ye F’nin bir cisim genislemesi denir ve E/F ile gosterilir.

Tamm 2.1.2: E /F bir cisim geniglemesi SUE bir alt kiimesi
olsun E’nin F ve S’yi kapsayan biitiin alt cisimlerinin ara kesiti F(S) ile
gosterilir. F(S) cismine F ye S’nin elemanlarn katilarak elde edilen

cisim veya F ve S ile dogrulan cisim denir.

Teorem 2.1.1: E/F bir cisim genislemesi olsun. O zaman E, F

iizerinde bir vektor uzayidir.

Ispat :Bir skalerle carpma islemini E’deki carpma olarak alirsak,

vektor uzay1 olma sartlarinin saglandig agiktir.

Tamm 2.1.3: E/ F bir cisim geniglemesi olsun. E nin F-uzay1
olarak boyutuna E nin F iizerindeki derecesi denir ve boysE = [E, F]
ile gosterilir.

Tanim 2.1.4: [E F] sonlu ise E ye F nin sonlu cisim

genislemesi ve [E, F] sonsuzise E ye F nin sonsuz cisim geniglemesi

denir.

Ornek 2.1.1: C/R(C:Kompleks cisim,R:Reel cisim) sonlu cisim

genislemesidir.
C=la+ib: a, bER)

[1,i] kimesi C’yi R- uzay1 olarak gerer ve lineer bagimsizdir.

Dolayisiyla | 1,i] C’nin R iizerindeki bir tabanidir.



boy z(C) =2 = [C:R]=2 dir

Tanim 2.1.5: E / F bir cisim geniglemesi ve u ¢ E olsun. f{lu)=0
olacak sekilde bir 0 ¢ f (x)€F[x] polinomu varsa, u’ ya F iizerinde
cebirsel eleman denir. Eger boyle bir f(x) ¢ 0(x) polinomu yoksa, o

zaman u’ ya F lizerinde transandant eleman denir.

Tamm 2.1.6: C nin Q(rasyonel sayilar cismi) lizerinde cebirsel
olan elemanina cebirsel say1, transandant olan elemanina transandant

say1 denir.

Ornek 2.1.2: u( F ise, u, F iizerinde cebirsel olur; ciinkii u

elemani f (x)=x—u€F|[x| polinomunun kokiidiir.

Ornek 2.1.3: V2eR, QO izerinde cebirseldir; ¢iinkii

V2, x*~2€Q[x] polinomunun bir kokiidiir.

Tanim 2.1.7: E / F cisim geniglemesi olsun. Eger u, F lizerinde
cebirsel ise, ' ve u’ yu igeren en kiigiik alt cisim olan F(u)’ya F’nin
basit cebirsel genislemesi denir.

fu)

| f(x),g(x)#0€F[x]} dur.
g(u)

Flu)=

Teorem 2.1.2: £/ F cisim genislemesi ve u ¢ E cebirsel olsun

O zaman Syle bir p(x)€F [x] monik indirgenemez polinom vardir ki



p(u)=0 dir. p(x) tektir. Ayrica g(x)EF[x] ve g(u) =0 ise, p(x) |g(x)
dir.

Ispat : uE fiizerinde cebirsel oldugundan &6yle bir

0#p(x)€F[x] vardir ki p(u) =0 dir. der(p(x)) &1 ve F[x] bir tek

tiirli carpanlara ayirma bolgesi oldugundan Oyle

pi(x), ... -~--P,(X)EF[X] indirgenemez polinomlar1 vardir ki
p(x)=P(x) p,(x)...p,(x) dir.

Buradan 0= p(u)=p,(u)p,(u)...p (u)olur. p(u)LE veE
sifir bolensiz oldugundan bir 1 (k<7 icin P, (#)=0 dir.Simdi p(x) =
P (x) olsun. p(x) in bagka katsayisini tersi ile ¢arparak p(x)’i monik
yapabiliriz. g(x) &F|[x] olmak iizere g(u) = 0 olsun. g(x)=
q(x)p(x)+r(x) ve der(r(x))<der(p(x)) olacak bi¢imde ¢(x) ,
r(x) ¢ F[x]  vardir. Buradan O0=g(u)=q(u)p(u)+r(u)=0+7r(u)
olur. r(x) = 0 olsun.

Oyleyse plu)=r(u)=0 dirAyrica (p(x),r(x))=d (x)
olsun.O zaman
p(x)a(x)+r(x)b(x)=d(x) ved(u)=0 ise der(d(x)) ¢ 1 dir. Ayrica
d(x)|p(x) ve p(x) indirgenemez oldugunda der(d(x)) = der(p(x))
dir. Ayn1 zamanda d(x)|r(x) oldugundan
der(d(x)) tder (r(x))<der(p(x)) ise, r(x)#0 bu ise celiskidir.

Bundan dolay1 7(x)=0 ve g(x)=¢(x)p(x) dir. Simdi p(x)

in tekligini gosterelim g(x) indirgemez; monik ve g(u)= 0 olsun.



Yukaridaki  agiklamalardan  dolay1  p(x)|g(x)=g(x)=cp(x)

=>c=1=g(x)=p(x) olur.

Tamm 2.1.8: E/F bir cisim genislemesi ve u ¢ E,F  iizerinde
cebirsel olsun. u i¢in bir 6nceki teoremden elde edilen #’yu kok kabul
eden en kiiciik dereceli p(x) polinomuna minimal polinom denir ve
ind(u,F) = p(x) ile gosterilir. der(p(x))’e de u’nun F iizerindeki derecesi

denir.

Teorem 2.1.3: F bir cisim ve f(x) ¢ F[x] bir indirgenemez
polinom olsun. O zaman F' nin dyle bir cisim genislemesi £ vardir ki

f(x)’ in E i¢inde bir kokii vardir.

Ispat: F[x] esas idealler bolgesi ve f(x) ¢ F[x] indirgenemez
oldugundan (f)=(f(x)) esal ideal olup, dolayisiyla maksimal ideal
olur.(f(x)) maksimal ideal oldugundan F[x]/(f) bir cisimdir.

E=F[x]/(f) olarak alalim.

o F—-F

a” a+(f)
orten doniisiimii bir halka homomorfizmasidir. Ciinkii; her a,b ¢ F i¢in
o (atb)=(atb)+(f) = (a+(f) + (b+(H) = o(a)+a(b) ve
o(a.b)= abH{) = (at(f).(b+(/)) = o (a). ¢ (b) dir.

o(1)=1+(H¢ 0 +(f)ise 1 g 6 0 oldugundan o  bir cisim

homomorfizmasidir. Her a ¢ F elemanint a +(f) ile 6zdes kilinirsa F



¢ E olur. Fé Eise E, F nin bir cisim genislemesidir. u = x+(f) ¢ E

olsun. Simdi u ¢ E nin f{x) in bir kokii oldugunu gosterelim:

f (xX)= cy+cyx+...+c,x"€F[x],(c,#0) olsun. O zaman

f @)= cote (x+(f)) ey (x+( 1))+ He,(x+(f))

= cote e, xi e, X f)

f(x)+(f)
= (f(x))=0,€E dir.

Sonu¢ olarak u€FE, f(x) in bir kokiidiir.

Teorem 2.1.4: E/F bir cisim genislemesi ve u ¢ E , F {izerinde
cebirsel  olmak tizere E=F(u) ve der(ind (u,F))=n olsun.O

zaman 1,u u"~" E’nin bir F-uzaymm bazin1 olusturur. Béylece

.....

her b ( E elemant cO+clu+...+cn_lun_1€F olmak iizere tek tiirli
b=cy+c,u+...+c,_u"~" bigiminde yazilabilir.
ispat : ind(u,F) = p(x) olsun, der( p(x)) = n dir. f(x)E€F|x]

olsun. f(x)=¢g(x)p(x)+r(x) ve der(r(x)) ¢én—1 olacak bi¢imde
tek q(x),r(x) ¢ F [x] vardir.

Iki tarafa ¥, deger homomorfizmasi uygulanirsa

Sw)y=q(u)p(u)tr(u)
=0+r(u)=r(u) ise f{u) = r(u) olur.



r(x)=co+clx+...+cn_1xn_1 olacak bi¢imde
CorCpoeens ¢,_1€F vardrr.
f(u)=r(u)=c0+clu+...+c,,_1+un_1 ve lu,..u""!

kiimesi,E’yi F-uzayr olarak gerer. Miimkiinse lineer bagimsiz

olmasin.O zaman en az birt sifirdan farkli olan Oyle
CorCrren € €F  vardir ki cytcyu+...+e,_ u""'=0 olur.Bu
durumda r(x)’in katsayilarindan en az biri sifirdan farkli oldugundan
r(x)#0 dir.Boylece r(u)=Ove p(u)=0=p(x)|r(x) olur. der
r(x)<der p(x) oldugundan bu bir ¢eliskidir.Bundan dolay1
co=¢,=...=¢, ;=0 olacagindan 1,u,...,u"”" lineer bagimsiz

olur.

Ornek 2.1.4: QO (%/E) cismini ve Q - tabanini bulalim. %/5 =
u olsun. O zaman ind (%/E Q)=x3—2 olur. Teorem 2.1.4°den
[1,3/5,%/2] , 0 (Q/E) ’nin bir O -bazidir.Béylece Q

(%/§)={a+b%/§+c V4:aq b, ce Q] olarak bulunur.

2.2 Cebirsel Genislemeler

Tanmm 2.2.1: E/ F bir cisim genislemesi olsun. E nin her
elemant F {izerinde cebirsel ise, E ye F nin bir cebirsel genislemesi

denir.



Teorem 2.2.1: Her sonlu cisim genislemesi bir cebirsel

genislemedir.

Ispat:E / F bir sonlu cisim genislemesi ve u ¢ £ olsun. [E:F]

n

=n olacak bicimde n>1 tamsay1 vardir.Burada n+1 tane 1,u,...,u

elemanlar1 F iizerinde lineer bagimlidir.Dolayisiyla en az biri sifirdan

farkli olan ¢, ¢y,-.., ¢, €F vardirki co+c u+...+c,u{=0 d.

f(x)= cote x+...4c, x" olsun. Buradan

f(x)#0 ve f(u)=0 olur. Bundan dolay1 u, F iizerinde

cebirseldir.

Teorem 2.2.2: F(E<K bir cisim kulesi ve E /F,K/E birer
sonlu cisim geniglemesi olsun. O zaman K/ F sonlu cisim geniglemesi

ve|K:F|=[K:E].[E:F] dir.

ispat:[E:F]=m ve [KE]=n olsun.
|K:Fl=m-n oldugunu gostermek yeter. E nin bir F-bazi
{ui-'lﬁiﬁm} ve K nm bir E-bam{vj :lstn} olsun.

{ui'vj"ISism’ I<j=<n } nin R nin F —baz1 oldugunu goéstermek

yeter.

yeEK ve y=ZvaJ . b,€E
j=1

m
ile b.=2a..u., a.€F olsun.
J e Y

i=1
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m
= z a;uv, bu bir lineer kombinasyondur.

=c.=0 s i=12,...,n

j=12,...,n

dir. Bundan dolay1 {uiv j] kiimesi F {izerinde lineer bagimsizdir.

Ornek 2.2.1: E=Q(V2,V3) ve B= Q(v2] olsun . V3 ’in Q
(rasyonel sayilar cismi) iizerindeki minimal polinomu  x*—3 fiir.
Bunun yaninda /3 | B=Q(\/§) iizerinde cebirsel ve 3 in B

{izerindeki indirgenemez polinomu x?—3 ’iin bir bélenidir. Teorem

den [E.‘Q(\/E)]s2 dir.Gergekte [E .'Q(\/E)]=2 dir.  Clinkii
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V3 %Q(\/E) dir. Tersine J§€Q(\/§) olsaydi a,blJQ olmak iizere

3—a’+2ab\2+2b>

V3=a+bV2=3=a>+2ab\2+2b> =2= ”

olurdu.
Bu ise, V2 irrasyonel oldugundan bir celiskidir. Teorem
222°den [E:0]=[E:0V2)}{ov2): 0]
= 2.2=4 tiir.

Sonug 2.2.1:E/F bir cisim genislemesi ve u ¢ E olsun.Eger u
,F lizerinde cebirsel ise, F(u)/F sonlu ve dolayisiyla cebirseldir.
Ayrica [F(u):F]=der((u,F)) dir.

Ispat  :der(ind(u,F))=n olsun.Teorem 2.1.4’den  {l,
u,u*, ... u"""} kiimesi F(u)’nun bir F bazidir. Béylece [F(u):F]=n

dir.Teorem 2.2.1°den F(u)/F cebirsel genislemedir.

Sonu¢ 2.2.2:E/F bir cisim genislemesi ve U, U,,..., u,€k
, F lizerinde cebirsel olsun. O zaman F( ul,uz,...,un)/F sonlu ve
bir cebirsel genislemedir.

Ispat :ispati n iizerinden indiksiyon ile yapalim. n=1 icin

sonu¢ 2.2.1’den dogru olur. Kabul edelim ki sonu¢2.2.1’den n>1 ve

n-1 icin dogru olsun. O zaman [F(#,,U,,....u, ;). F ] sonludur.
u, , Fiizerinde cebirsel ve F[x] & F( 41U+ “n_l) [x] oldugundan
u, Fuy,uy, ---’“n_l) tizerinde cebirseldir. Sonug¢ 2.2.1°den
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[F(uy,uy,ooou,_u,): Fu,u,y,...,u,_;)] sonlu ve dolayisiyla

cebirseldir.

Sonu¢ 2.2.3:E/F bir cisim genislemesi ve uyvd¢ E [ F
tizerinde cebirsel olsun. O zaman u+v, u-v, uv ve u/v (vé0)

elemanlar1 da F tizerinde cebirseldir.

Ispat: Sonug 2.2.2°den F(u,v) , F iizerinde cebirseldir. u+v , u-
v,uwv ve u/v (vé0) elamanlart F(u,v) cisminin elamanlar
oldugundan tanim 2.2.1°den  bu elemanlar da F iizerinde

cebirseldir.

2.3 Parcalamis Cisimleri

Tamm 2.3.1:F bir cisim ve f(x)€F|[x] indirgenemez bir
polinom olsun. F cisminin bir E cisim genislemesi verildiginde E[x]
iginde f(x)=(x—u1)(x—u2)...(x—un),uieE olursa ve E=
F(uy,uy,...,u,) ise, yani E cismi  f(x) in kokleri tarafindan
iiretilirse E/F genislemesine f (x) ’in F {izerinde pargalanis cismi
denir. Burada E, f(x) in koklerini katarak elde edilen en kiiciik
cisimdir.

Teorem 2.3.1:F bir cisim olsun. Pozitif dereceli her bir

f(x)eF[x] polinomunun E/F gibi bir pargalanis cismi vardir.

Ispat: f(x)€F[x] monik ve der f(x)=n verilsin. f(x)
polinomu f(x)=f1(x)-f2(x)---fk(x) seklinde indirgenemez

polinomlarin bir ¢arpmmu seklinde yazilsin. f;(x) ler, F iizerinde
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indirgenemez monik polinomlardir.Ispati n-k {izerindeki indiksiyon
ile yapalim.

i) n-k=0 ise, yani f,(X) lerin her biri lincer ise f(x) in
U, Uy, u, koklerinin hepsi F cisminde oldugundan f(x) in F
tizerindeki parcalanig cismi kendisidir.

ii) f;(x) lerden en az birisi diyelim ki /;(Xx) lineer
polinom  degilse k <n olur ve buradan da n—k >0
olur.Teorem2.1.3 de  gosterildigi gibi  f,(x)  indirgenemez

oldugundan K=F[X]/(f (x)) bir cisimdir.Ayrica K/F bir cisim

genislemesi ve Y 1(’2))6"’ K dersek u, f,(x) in bir
kokidir. ui&K o, f,(x) in kokii oldugundan
fl(x)=(xzu)g(x)66 KL ise f(x)=f(x)f2é(X)---fk(X)EC
F1X] -
(xS L g

f(x) in K[X] deki carpanlara ayrilisindaki indirgenemez ¢arpanlarin
sayist m ise, o zaman m>k dir. O halde n-m<n-k oldugundan teorem

tiimevarim hipotezine gore f(x) ve K i¢in dogrudur.Boylece E[X]’de

f(x)zH(x—ul.) sartini  saglayan bir E=K(u#, u,,...,u,)
i=1

genislemesini bulabiliriz. Ayrica K=F(u) dir. Ciinkii /| (#)=0 ve
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f1(x) ] Ax) ise, Au)=0 dir. Burada bazi i ler i¢in u =4, dir O
zaman E=K(

U Uy, u )=F(u)(u,, uy,..ou)=F(u,u,u,, ... u,)

olur. Dolayisiyla E, f(x)’in F lizerindeki bir pargalanis cismidir.

Ornek 23.1: f(x)=x"+1€R[x] polinomun R iizerindeki
pargalanis cismi C dir. Ciinkii f (x)=(x—i)(x+i)€C[x] polinomun
kokleri i ve —i dir. Su halde f{x) in parcalanis cismi
E =R(-i,i)=R(i)=C dir. Diger yandan f (x)=x>+1€Q[x] polinomun
O iizerindeki parcalanis cismi E=Q(i)cC dir. Ciinkii E, f{x) in

koklerini Q cismine katarak elde edilen en kiigiik cisimdir.

2.4 Aynilabilir Genislemeler

Tamm 2.4.1: E/F bir cisim genislemesi ve f (x)€F[x] olsun.
ucek icin  Alu)=0 ise u’ ya f{x)’in bir sifirn (kokii) denir.
f(x)=(x—u)’.g(x) i¢in u ya s-kath kok denir. Eger s=1 ise, u ya
basit (tek katl kok) denir.

Tanmm 24.2: f(x)=a,+a,x+...+a,x"€F[x] icin

f(x)=a,+2a,x+...+na,x""" polinomuna f(x) in tiirevi denir.
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Teorem 2.4.1: f(x)€F[x] ve F’ in E parcalanis cismi
igindeki bir kokii u olsun. O zaman u’ nun ¢ok katli kok olmasi igin

gerek ve yeter sart f'(u)=0 olmasidir.

Ispat: u , s-katli kok olsun. Once f (x)=(x—u)"f,(x) olacak
bicimde f 1(?5 JEE vardir. Tiirev alma kurallarindan

F(x)=s(x=u)"" f(x)Hx=u) f,(x), (s=1=1) dir.

Boylece f'(u)=s(u—u)""" f,(u)+(u—u)" f,"(u)=0 olur.
Karsit olarak f'(#)=0 kabul edelim. f (x)=(x—u)*f (x) ve s>1
miimkiinse s=1 olsun.
f(x)=(x=u)"f1(x)=f"(x)=f(x)+(x=u) f,"(x) dir. Boylece
0=f"(u)=f (u)+(u—u)f,"(u)=f (u)=(x=u)| f,(x)

= fi(x)=(x—u) f,(x)

olacak  bicimde fH(x)€E[x] vardir.  Bu  durumda

f(x)=(x=u)* f,(x)=s=2 olur. Bu ise, bir celiskidir.

Teorem 2.4.2: f(x)€F[x] indirgenemez polinom olsun.
Char(F)=0 ise, f{x)’in E/F pargalanig cismi i¢inde ¢ok kath kokii
yoktur.
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Ispat: f (x)=a,+a,x+...+a,x",a,#0 olsun. Bu durumda

f'(x)=a,+2a,x+...+na,x"~" dir. u€E,f(x) in gok kath bir
kokii olsun. O zaman  f(u)=f"(u)=0=>(x—u)|f(x) ve
(x=u)| f'(x) dir. (f(x),f'(x))=d(x) olacak bicimde
d(x)eEF][x] vardir. Boylece
(x—u)|d(x)=der(d(x))=1,d(x)|f(x) ve Afix) indirgenemez
oldugundan der(d(x))=n ise, d(x)=f(x) dir. Diger yandan
der(f'(x))<n—1=f'(x)=0 dir. Ancak Char(F)=0 ise, na,#0
oldugundan f'(x)#0 olmali. Bu ise bir celiski oldugundan u , f{x)
in tek kath kokdidiir.

Tanmm 2.4.3: f(x)€F[x] indirgenemez bir polinom olsun.
fix) in E parcalanis cismi igerisinde hicbir katli kokii yoksa f(x)
polinomuna ayrilabilir polinom denir.

Tanim 2.4.4: FcCFE ’nin alt cismi ve u€E , F lizerinde
cebirsel olsun. Eger ind(u,F) ayrilabilir polinom ise u’ya F iizerinde

ayrilabilir eleman denir. Eger £ nin her eleman1 F {izerinde ayrilabilir

ise, £ ye F’ nin ayrilabilir genislemesi denir.

Teorem 2.4.3: £, F cisminin parcalanis cismi ve Char(F)=0

olsun.O zaman E/F ayrilabilir genislemedir.

ispat: wu€E ve f(x)=ind(u,F)  olsun.Char(F)=0

oldugundan bir 6nceki teoremden u, F iizerinde ayrilabilirdir.

Ornek 2.4.1: Q’nun sonlu genislemeleri ayrilabilirdir.
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Tamm 2.4.5:Eger F[x] i¢inde her bir polinom ayrilabilir ise, F

cismine milkemmel cisim denir.

Teorem 2.4.4:Karakteristigi sifir olan biitlin cisimler

mikemmeldir.

Ispat:Teorem 2.4.2°den Char(F) =0 ise, F[x] deki indirgenemez
bir polinomun pargalanis cismi igerisindeki biitiin  kokleri
basittir.Boylece F[x] deki her polinom ayrilabilirdir. Tanimdan F

mikemmeldir

3. GALOIS TEORISi

3.1 Bir Cismin Otomorfizma Grubu

Tanim 3.1.1. : E bir cisim olsun. E’den E’ye tanimli bir 0
izomorfizmasmna E cisminin bir otomorfizmast denir. Bu

otomorfizmalarin kiimesi Aut (E) ile gosterilir.

Teorem 3.1.1. : E bir cisim olsun. Aut(E) kiimesi fonksiyon

birlesimi islemine gbre gruptur.

Ispat: Aut(E) = {0 | 0; :E - E, 0 otomorfizma}
(1) Her UJ, o U Aut(E) ve a, b UE ig¢in;

O(a+b) = 0 (a) + C(b)

O(a.b) = D(a) O (b)

00 (a+b) = 0 (0 (a)*+ 0 (b))
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= (o) (a) + (Ho)(b)
Uo (a.b) = (o (a). 0 (b))
=[(o (a). o (b))
= [(0 (a)). (Ho (b))
= (U o)(a). (1 o) (b) oldugundan
Uo : E — E bir halka homomorfizmasidir. ¢ ve U bire-bir ve Orten
oldugundan Uo da bire-bir 6rtendir.
Boylece o [ [J Aut (E) dir.
(i1) Her a O E i¢in Ig (a)=a oldugundan I z [J Aut(E) dir.
(iii) Her U, [0, O3 O Aut (E) i¢in
Ui( O, Us)= (Ui ;) Us oldugundan birlesme 6zelligi saglanir.
(iv) Her O O Aut(E) bire-bir 6rten oldugundan "' 00 Aut(E)
vardir.

Sonug olarak Aut(E) fonksiyon birlesimi islemine gore bir grupur.

Tanmmm 3.1.2 : F bir cisim ve f(x)¢ F[x] polinomunun F
iizerindeki pargalanis cismi E olsun.
Gal (E/F) = Aute(E) = {o U Aut(E) : 0 (a) =a, hera [ F i¢cin}
grubuna E’nin F’yi sabit birakan otomorfizmalarin grubu veya E’nin F
tizerindeki Galois grubu denir.

Ayrica Gal(E/F) U Aut (E) oldugu agiktir.

Teorem 3.1.2 : E/F bir cisim genislemesi ve f(x) U F[x] olsun.
Eger ullE, f(x) in bir kokii ve o [J Gal (E/F) ise o zaman 0 (u)'da f(x)

polinomunun bir kokiidiir.
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Ispat: f(x)=co+cix+ ... +cx" (ca 2 0) ve f(u) = 0 olsun.
O zaman
0= 0 (f(u)) = G(co) + G(cru) + ... +G (cau”)
= 6(co) + O(c1) O(u) + ... +0(cs) O(u)”
=cot+c O(u)+...+c,a(u)"

= f(0(u))
oldugundan o(u), f(x)’in bir kokiidiir.

3.2 Normal Genislemeler

Tamm 3.2.1 : E/F bir cebirsel genisleme olsun. Eger E’de bir
kokii olan F[x] i¢indeki her bir indirgenemez polinom E[x] i¢inde
tamamen parcalanabilirse E’ye F cisminin bir normal genislemesi

denir.

Ornek 3.2.1: f(x)=x’ — 2 0 O [x] polinomunun kéklerinden biri
a= 2 reel olup
f(x)= (x - ¥2).¢+ 32 x+ V4 ) 00 (V2 )[x]
=(x— 32 ). g(x) dir.

g(x)’in reel kokii olmadigindan ve QO( %/E)c R oldugundan QO( 3/5 )[X]

—1+i3

de indirgenemezdir. Dolayisiyla g(x) in kokleri w = — olmak

lizere aw ve aw” dir. Bdylece f(x) in pargalanis cismi

E=0(0, & w,ow?) =0, w) =0(32,iV3 ) tir.
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Sonug olarak E/Q normal genisleme olup O( 2 )/Q normal genisleme

degildir. Ciinkii f(x), O( D) ) [x] te tamamen parcalanmaz.

3.3 Galois Genislemeleri

Tanim 3.3.1 : E/F bir sonlu cisim genislemesi olsun.Eger E, F/
izerinde bir ayrilabilir parcalanis cismi yani;[E:F] = |Gal(E/F)| ise,
E’ye F’nin Galois genislemesi denir.

Ornek 3.3.1 : F= 0 ve E = 0(i3 ) O C olsun. Bu durumda
E/F genislemesi sonlu ve ind(iV3 , Q) =x>+x+ 1 0 Q [x] dir.

[E : F] = der(ind (i V3 )) = 2 dir.

fix)=1ind (V3 , Q) = (x+ % (1+i V3 )).(x—% (1-1v/3)) 0 06 V3 )[x]

ayrilabilir bir polinomdur.

0:F - E, :F - E,
iV3 - iv3 i3 —-iV3
olmak tizere £ nin iki tane Q otomorfizmalaridir.  Bu durumda

Gal (E/F) = {0, U}ve |Gal (E/F)| =2 dir.
Sonug olarak |Gal(E/F)| = [E:F] =2 olup E/F Galois genislemesidir.

Tamm 3.3.2 : E/F bir cisim genislemesi ve G = Gal (E/F)

olsun.
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InvG={a0E|o(a)=a, Jo 0G} OE bir alt cisimdir.

i) Oa, b OlInv Gigin 0 (a-b)=0(a)-a(b)=a—b Jinv G

ii) Ja, b 0 Inv G i¢in 0 (a.b) = a(a) . a(b) =a.b Jinv G

iii) Ja# 0 O Inv Gigin 0 (a') = (o(a)) ' = a’ Oinv G dir.
Yukaridaki sekilde tanimlanan inv G [ E alt cismine G = Gal(E/F) nin
sabit cismi denir.

Teorem 3.3.1 : E/F bir cisim genislemesi ve G = Gal(E/F)

olsun. O zaman asagidaki 6zellikler vardir:
i) G UG, 0 inv G, Uinv Gy
ii) /1 U F, O Gal(E/F;) U Gal (E/F»)
iii) inv (Gal (E/F)) U F dir.
iv) inv Gal (E/inv G) U F dir.
ispat :
i) G, OGyolsun.alinvG, O Do UG, i¢ino(a)=a
U UOoUG;igino(a)=a
U alinv G,
U inv G; Uinv G,
ii) 7, [JF olsun.
o U Gal (E/F)) U o (a)=a, her a UF}
0 F, [JF;oldugundan o(a) = a, hera [ F
0 o O Gal (E/F>)
O Gal (E/F)) O Gal (E/F>)
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iii) o U Gal (E/F) O OalF,0(a)=a
U a Uinv Gal (E/F)
U F Oinv Gal (E/F)
ivyiDalFicgin c0(a)=a,000G U alinvG
0 o U Gal (E/inv G)
[ a Uinv Gal (E/inv G)

Yardimei 6zellik 3.3.1 : E/F bir sonlu Galois genislemesi ve K

bir ara cisim olsun. O zaman E/K bir Galois genislemesidir.

Teorem 3.3.2 : E/F bir sonlu Galois genislemesi olsun.O zaman

F = inv Gal (E/F) dir.

Ispat : Gal (E/F) = {o O Aut(E): 0(a) = a, her a O F i¢in}
K = inv Gal (E/F) olsun.

Gal (E/K) = {0 O Aut(E): o(b) =b, her b I K i¢in}

E/F sonlu Galois genislemesi oldugundan

|Gal(E/F)|[=[E:FIdIr o (*)
o U Gal (E/F) olsun. a(b) = b, her b [J K i¢in;

Diger yandan Teorem 3.3.1 (iv) ten F [ K ise

Gal (E/F) 2 Gal (E/K) OIUT. eovvveeeeeeeeeeeeseeeeeseeeeeeeeeeseseesesseeseneee (*%)
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Bir 6nceki yardimei 6zellikten E/K Galois genislemesi dolayisiyla

1Gal (B/K)| = [E:K] Al coovvoeeeoeeeeeeeeeseseeseeeeeeeseeeseseeeseseeseseesesneees (FHH)

(*), (**) ve (***) dan [E:F] = [E:K] olur.

Diger taraftan [E:F] = [E:K].[K:F] U [K:F]=10 K=F dir.
Yardime ozellik 3.3.2 : E/F bir sonlu Galois genislemesi ve K
bir ara cisim olsun.
K/F Galois = Gal(E/K) < Gal (E/F) dir.

Gal (E/F)

Bu durumda Gal (K/F) U m

Teorem 3.3.3 : E/F bir cisim genislemesi ve E’nin F iizerinde

Galois grubu
G = Gal (E/F) olsun.
I" : G nin alt gruplarinin kiimesi, ve
2 : F < K < E sartin1 saglayan K cisimlerinin kiimesi olsun
O zaman;
tr -2 ve g2 T
H - invH K - Gal (E/K)

doniistimleri  birbirinin tersidirler ve dolayisiyla bire-bir Orten

dontistimlerdir.

Ustelik su 6zellikler vardir:
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a) H 0 H, O inv H, <invH,
b) [H| =[E: inv H]
c)H= G < inv H/F normal geniglemedir.

Bu durumda Gal(inv H/F) OG/H dir.

Ispat : H O G nin alt grubu olsun. Teorem 3.3.2 den
G= Gal (E/F) = Gal (E/inv G) dir.
Burada G yerine H alinirsa Gal (E/inv H) = H olur.
ryxz:r', Hy invHgH
(ghH)(H) = g(f(H)) = g(inv H) = Gal (E/inv H) = H = 1(H)
boylece her HLI G igin gf = 11 0lUT. ..cocvieiiieiiiieciieieeee e, (™)
Yardimei 6zellik 3.3.1 den [E: inv H]= |Gal (E/inv H)| = |H| dir.
H 0O G oldugundan H [ ["dir.
K X olsun. H = Gal (E/K) diyelim.

E/F Galois genislemesi oldugundan Yardimci 6zellik 3.3.1 den E/K

Galois genislemesi ve Teorem 3.3.2 den de

K = nv Gal (E/K) dir.

H = Gal (E/K) oldugundan Teorem 3.3.1 den inv H = inv Gal(E/K)...(2)
(1) ve (2) den K = inv H = inv Gal(E/K)) olur.
Bdylece (fg)(K) = f(g(K))

= F(Gal(E/K))

= inv Gal(E/K)

=inv H
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=K
= 15(K) dif. e (**)
Sonug olarak (*) ve (**) dan gf = 1r ve fg= 15
U fve g tersinirdirler ancak ve ancak f ve g bire-bir ve ortendir.
(a) Teorem 3.3.1 den bulunur.
(b) Yukarida gosterildi.
(c) F < K <E ve H = Gal(E/K) olsun. Yukarida K = inv H

oldugu gosterildi. Yardime1 6zellik 3.3.2 den H < G < inv H/F normal
genislemedir. Dolayisiyla Gal(inv H/F) UG/H dir.

Teorem 3.3.4: f(x)€F[x] in pargalanis cismi E olsun. O

zaman Gal(E/F) grubu S, simetrik grubun bir alt grubuna izomorflur .

ispat: f(x)€F[x] in E de ki bitin koklerin kiimesi
x={al,........an} olsun,
a,0€Gal(EIF) olsun. O zaman o (x)=a(x)=x tir.

o Gal(E/F)—»SX , y/(a):o‘a olarak tanimlayalim.

vy bir homomorfizmadir: V a,b€Gal(E/F)  icin,

o ,x)=(ab) (x)=a(ab(x))=0a(ab(x))
=(aa-ab)(x) oldugundan

wlab)=y(a)y(b) tir.
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w 11 dir, "’lze" GalEIF) igin;

y la)=y(b)=0 (x)=0,(x)=a=b dir

Boylece homomorfizma teoremine gére Gal(E/F) ¢S, ve S,

as, oldugundan istenilen elde edilir.
Ornek 3.3.2: f(x) = x* =2 0 Q [x] polinomunun Q rasyonel
sayilar cismi ilizerinde parcalanig cismini,Gal(E/ Q ) grubunu ve bu

grubun alt gruplart ile alt gruplarinin sabit biraktiklar1 ara cisimleri

bulalim.

Coziim 3.3.1: f(x)= x’ — 2 polinomunun Q rasyonel sayilar
cismi iizerindeki parcalanig cismi E olsun. f(x) in reel koki 2

oldugundan
f(x) = (x=¥2 ).[x*+ V2 x + (2 )1 0 Q (32 )[x]

= (x-32 )-g(x) 0 Q(V2 )[x] dir.
Q(Y2) O R ve g(x) in reel kokii olmadiginda g(x), Q( V2 )[x] de

—1+i3

5 olmak iizere 2 w ve

indirgenemezdir. g(x)’in kokleri w =

J2 w? dir. Su halde f(x) in tim kokleri V2, V2 w ve V2 w* olup
parcalanis cismi E(32 , V2 w, ¥2 w?)=Q(32 , i3 ) tir.

Q mikemmel cisim oldugundan E/Q Galois genislemesi olup

[E:Q] = |Gal(E/Q)| = 6 dir. Bunu daha ayrintili inceleyelim:

E’nin Q otomorfizmalar1 32 vei+/3 ile belirlidir.



Bu otomorfizmalar:

0:32 - V2, iV3 -i3

0:: V2 - 2w, iV3 i3

002 - 2w, iV3 - i3

0,232 - 2, iV3 - -ivV3

Os: 32 > V2w, iV3 - —i3

Os: V2 - 2w iV3 - —ivV3

0 =0, ve =04 diyelim.

o0(V2)=0(32)= 2w,
oc0(G(V3)=0 (V3 )=-iV3

o0: 32 - 2 w, iV3 - -iV3 oldugundan o [ = o5 tir.
*(V2)=0 (2 w= V2w

o> (iV3 )=0(iV3 )=iV3

0%: V2 - Y2 wA iV3 - i3

oldugundan o* =0; tiir.

o?0(V2)=0*(V2)= V2 W,

0’03 )=02 (-3 )=-iV3

0’0: VY2 - V2 w3 iV3 - —iV3 oldugundan 0> O = 0 dir.
’(V2)= 12

o*(iV3)=iV3



0: 32 - ¥Y2,iV3 -iV3 0 6°=0,=1dr.
*:32 - 32,iV3 - iV3 O P=0,=Idu.
Boylece Gal(E/Q) = {0i, 0,, 03, O4, Os, O6}
={l,0,0° 0,00 0° 0} olur.

0 { Gal(E/Q) igin 6 O S;asagidaki gibi tanimlansin:
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123
213

righ

29



Bu durumda

Sy = {), (123), (132), (23), (12),
L, 5, 6,3, 03, 0> Mir.

w= 37 w=Tw w=37 whwe T8 g

0:¥2 -2w, 2w 2w, 2w N2
u - U, U - uz, u; — Uy

G: 12, 2.3, 3.1

30

(13)p= |

oldugundan benzer yolla § : Gal(E/Q) — S; ,60 — 6 déniisimiiniin

bir izomorfizma oldugu gorilir.S; ve Gal(E/Q) grubunun alt

gruplarinin kafes diyagramlari agagidaki gibi olur.

Ss’iin kafes diyagrami

AN

{ONER} {(1),(1‘2)}\ (1), €23);  {(1), (123), (132)}

(1)
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Gal(E/Q) nun alt grup kafes diyagrami

Gal(E/Q)

AN
RSN

Son olarak Gal(E/Q) grubunun alt gruplarina karsilik gelen ara

cisimleri bulalim:
E=Q(32,iV3)
Inv Gal(E/Q) = Q ve inv I = E oldugu acik.
Fi =inv <0 > diyelim.
Teorem 3.3.3 (b) den [E:F]=|<0>|=3 tiir.
Diger yandan [E:Q] = [E:F:].[Fi:Q], 6 = 3.2 ve Q(i V3 YU F,
ve [QQ V3 ):Q] = 2 oldugundan F, = Q@i V3 ) tiir. Ayn1 zamanda

|Gal|(E/Q)

<o>] =2 yani <0 >< Gal(E/Q) oldugundan Teorem 3.3.3 (¢)
den Q(i V3 /Q) normal genislemedir.
F, =inv < 0> diyelim.
Teorem 3.3.3 (b) den [E:F;] = | <0>|=2ise [F,: Q] =3 tiir.
Diger yandan Q(v2 ) O F, ve [Q(32 :Q)] = 3 oldugundan

Fo=Q( %/5 ) dir.
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F; =inv < 0> diyelim.

—1+iy3 - —1-iV3 _
2 2

0 (w)=0(

Ow)=Cw)y =w'=w, (W’ =1)

oOW? V2 )=0(w. V2 )=w? V2 oldugundan F; = Q(w* 32 ) dir.
F,=inv < ¢* 0 > diyelim.

0w V2)=0> W V2)=w y2w>=w V2 oldugundan

F,=Q(w 32 ) dir. Bu durumda ara cisim kafes diyagrami

E=0([,il)
O(w [) oW’ 1) o) o@L)

‘\'\Q/'/'

seklinde olur.
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4.DISKRIMINANTLAR

4.1 Bir Polinomun Diskriminanti

Tanim 4.1.1: F bir cisim (%) =

agta, x+...+a,_ x""'+a, x"€ F|x] (Cl,ﬁéo) polinomunun F
tizerindeki pargalanis cismi E ve f(x)’in E’deki kokleri &,a,,...,a,
olsun.

ifadesine f(x) polinomunun diskriminanti denir.

Teorem 4.1.1: F bir cisim (%)
(F[x] , der(f(x))=n=1 ve f(x)’inF cismi iizerindeki parcalanis
cismi E olsun :

(1) D (f)#0 gerek ve yeter kosul f(x)’in koklerinin farkli

olmasidir.

(ii) D(f)eF dur.

Ispat:f(x)’in E’deki kokleri @;,@,,...,a, ve baskatsayisi

a,#0 olsun.
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G (= D(f)zafl("_l)JY(ai—aj)2¢0:>(al.—aj)2¢0

i<j

:>(al.—0cj)7&0 =0#a; i#] igin

(<) i#j icin ozl.;éaj:(ai—aj);ﬁo
2
2(ai—aj) #0
=>D(f)#0 dur.

(i) D(f) ifadesi elemanter simetrik fonksiyonlardan

olustugundan a,€F" ~ ler cinsinden yazabiliriz.

Ornek 4.1.1 :F bir cisim olsun. f(x)=x’+bx+c€eF[x]

polinomunun  diskriminantini ~ hesaplayalim.f(x)’ in  kdokleri
1 _
=7 (— bF Vb — 40) olarak verilir.
Boylece D(f)=(al—a2)2=(a1+a2)2—4a1-0c2=b2—4c olarak
bulunur.
Ornek  4.1.2: f(x)=x"—V5€R][x] polinomun

diskriminantin1 inceleyelim. f(x)=x2—\/§=(x—‘\‘/§)(x+i/§)eR[x]

oldugundan f(x)’ in kokleri x=35 ve x=—45 olur.

Boylece D( f)=(x,—x,)’

=({5-(-43))
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(245 =4/5er ol

Ornek 4.1.3:F bir cisim olsun. f(x)=x"+gx+reF[x]

polinomun diskriminantini inceleyelim.f(x)’ in kokleri &, &,, a5  y=

f/%(—r+\/r2+4q3/27), z=—¢g/3y ve birimin {i¢lincli dereceden

kokii (W=_H_Tl\/§ olmak lizere
o,=y+z ,a2=wy+wzz a3=w2y+wz olarak verilir.

w3i=1 ) (W=_1+71\/§

> ) oldugunu kullanarak

al—a2=y+z—wy—wzz
=(y—w’z)~(wy—z]
=(y=w'z)]=(y—w’z)w

=(y—wzz) (1—w) bulunur.

Benzer sekilde,

al—a3=y+z—w2y—wz=(y—wz)(l—wz) ve

az—a3=wy+wzz—w2y—wz=(y—z)w(l—w)

olarak bulunur.
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1
Yukaridaki degerleri A=[D(f)]/2=(al—a2)(a1—0c3)(0c2—a3)

ifadesinde yerine koyarak
A=(y—2)(y—WZ)(y—w2Z)w(l—wz)(l—w)z.............. (*)
esitligini buluruz.
Burada

w(l —wz)(l—w)2=3i\/§,(i2=—l), ve x’—1 =(x—l)(x—w)(x—w2)

esitliginde x= yazarak

A
z
(y—z)(y—wz) (y—wzz) =y —z=\r?+4q>/27 olarak bulunur.
Bu degerleri (*) da yerine koyarsak
2
D(f)=4*=(3iV3Vr?+4q°127) ==272-4q° olarak

bulunur.

Ornek 4.1.4: f(x)=x"=3x+1€R][x] polinomun

diskriminantini hesaplayalim.
f(x)’in diskriminanti

D(f)==27r*-4q>==27-1=4(-3) =—27+4.27=81

olarak bulunur.

Teorem 4.1.2: T€ S, c¢ift permiitasyon (TEAH) ise

o= 11 (ai—a )

e J
I<Ii<j<n
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ifadesi t altinda sabit kalir. TES, tek permiitasyon ise J 'nin
isareti degisir.
Ispat: T€4, olsun 7 ¢ift sayida transpozisyonun (2-linin)

carpimidir. i<j (1) 2-lisi i¢gin = &;—a; carpani 7 altinda

T(i)_ar(j) =aj—0ci=—(al.—aj) carpimina doniisiir ve diger

carpanlar degismez.Su halde T€4, ise 7 (6)=0 ve T4, ise t
(6)==6 olur.

Teorem 4.1.3: f (x)€F[x] monik ,E/F f(x)’in parcalanis
cismi ve f(x)’in F iizerinde Galois grubu Gal(E/F|c A, olmasidir

e D(f) diskiriminanti F’deki bir elemanin karesidir.

ispat(=): Gal(EIF)c A, ise bir énceki teoreme gore

t€Gal (EIF) i¢in t(d)=0

>

Su halde 6,7 altinda degismediginden S€F dir.D(f)= §°
oldugundan D(f) , F’de karedir.

(<) Tersine D(f) kare ise J€F dir. t€Gal(E/F) fakat
€A, olsa bir onceki teoremden 7(J)]=—0 olurduBuise J€F ile

celisir.Su halde Gal(E/F)c A, dur.
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Tammm 4.1.2: F bir cisim ve f(x)¢ F[x] polinomunun F

tizerindeki pargalanig cismi E olsun.Gal(E/F) grubuna, f(x)’in F

iizerindeki Galois grubu denir ve Gal ; (f) ile gosterilir.
Teorem 4.1.4: f(x)€0[x] ,der f(x)=2 olsun. O zaman

G= Gal Q(f | grubun derecesi 1 ya da 2 dir.

ispat: /' (x)=x"+bx+c € Q[x] polinomun @ cisminde
kokii varsa 1.dereceden iki carpani olur ve
f(x)=x2+ bx+c=(x—d)(x—e) d,ecQ polinomun Galois grubu

1:Q— QO birim grubundan olusur.

f(x)=x>+bx+c € O[x] polinomun Q cisminde kokii

yoksa indirgenemez ve ( lzerinde nin  eslenigi

0€C ve a, a
olmak {izere f(x)=x>+bx+c =(x—a)(x—(;) biciminde ¢arpanlara

ile belirli olup

ayrilir.f(x)’in Galois grubu 1., 5, e 7:a _,;

GalQ(f)ZS2 bulunur .

Ornek 4.1.5: f(x)=x’+1€Q[x] polinomu Q cismi
iizerinde  x*+1=(x—i)(x+i) bigiminde carpanlara ayrilir ve

parcalanis cismi Q(i,-1) =Q(1)dir.
Boylece |Gal(Q[i)/Q)|=2 ve

Gal(Q[i)/Q)=S, dir.
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Teorem 4.1.5: /' (x)€Q]x] indirgenemez, Galois grubu G,
diskriminant1 D(f) ve der(f(x))=3 olsun.

(i)  f(x) in tek bir reel kokii vardir < D(f)<0 dir.Bu

durumda G=S; olur.

(ii)  f(x) in biitiin kokleri reeldir < D(f)>0 dir.Bu
durumda VD( f)eQ ise G=4; veya VD([f)&Q

ise G=S; tiir.

Ispat: charQ = 0 ve Q miikemmel bir cisim dolayisiyla O
tizerindeki indirgenemez polinomun ¢ok kathi kokii yoktur.Bundan

dolay1 D( f) ¢ O dir.Eger f(x) in ili¢ kokii de reel ise 6 reel ve
D(f)=6">0 dur.

Tersine kabul edelim ki f(x) in tek bir reel koki a ve

komleks kokleri B=u+iv ve b:u_ jy Olsun.Bu durumda /S -B

=2iv , oa=0 Ve

=(a—ﬂ)2(2iv) dir .

Béylece D( f)=0"=—4v’|a—p['<0 olur.
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E/Q f(x)’ in pargalanis cismi olsun. f(x)’ in tek bir reel kokii
o olsun.O zaman E#Q(a) dir.Béylece |G|>3 ve G=S, ur. Eger
f(x) in tiim kokleri reel ise D(f)>0 ve VD( f) reeldir .

Teorem  4.1.3’den G=4, < VD rasyoneldir.

VD irrasyonel ise G=S; tir.

Ornek 4.1.6: f(x)=x’-2€0[x] polinomu Q[x] te
indirgenemezdir.
D(f) = —27(—2)2—4-02=—108<0 dir.Yukaridaki teoremden f(x)’in

Galois grubu S; simetrik grubuna izomorftur.
1 _
f(x)= x3—x+§€Q [x] polinomu indirgenemez ve D(f) = 1 dir. V1

1
rasyonel oldugundan f (x)=x"-x +§ polinomun Galois grubu As;

alterne grubuna izomorftur.

4.2 Bir Trinomialin Diskriminanti
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F herhangi bir cisim ,0<m<n , (n,m)= 1, ve charF | nm(n-

m) olsun.F’nin cebirsel kapanis1 F' icindeki biitiin kokleri basit olan,
fx) =x"+ax"+beF[x]| (ab#0)
trinomialini alalim. Boylece ,f 'nin Galois grubu iyi tanimlidir.Ayrica
f(x)=x"+ax"+b trinomialin diskriminant:

n(n—1)

D(f)=(=1) = 6" b (=1 ] e

..(D)
olarak verilir [ Swam R.G., teorem 2].

sln—m)=rn=1, 0<s<n ve 0<r<n—m ................ (2)
olacak sekilde r ve s tam sayilar1 daima bulunabilir. F cisminden alinan

t ve u elemanlari;

.(3) ve u =% olarak tanimlayalim.

O zaman ;

r - n-m

a=t"u ve b=t'y’ olur.

Boylece 0 ,f(x) nin  bir kokii olmak tizere 6 —>b—S¢9
a

dontistimii f(x) trinomialin her bir kokiinti;
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ft(x)=a_sn-br"f(z—:x)=x"+trxm+z‘sEF[x]...............(4)

trinomialin bir kokiine gotiiren bire-bir orten bir doniistimdyir.

Bu déniisim f(x)’in F cismi iizerindeki Gal(f) Galois
grubu ile f,(x)’in F cismi iizerindeki ~Gal F(f t) Galois grubu
arasinda bir izomorfizma olusturur.

flx)=x"+¢"x"+r'€F|x| trinomialin diskriminant:

D(flx))=(=1) 2 i (=1 )]

olarak verilir.Buna ek olarak

. m"(n—m)"""

n

D(ft(X))=(—1) 2 'n"'ts(m_l)””-(t—zo) olarak bulunur.
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5.S0ONUC

5.1 Galois Grubu Cift olan Trinomialler

Teorem 5.1.1:F bir cisim, (n,m)=1, char F | nm(n-m) ve
flx)=x"+ax"+beF|[x],lab#0) aynlabilir bir polinom olsun .O

zaman ,

Gal ci
ar f)e A, olmasi ancak ve ancak

(1) n tek tamsayi ise ;r,s ve f, bolim 4.2, (2) ve (5) deki

gibi olmak iizere

..(6)

sartlarin1 saglayan F cismin de A ve p elemanlarin var olmasidir.

(1))  n¢ift tamsayi ise ;
r,sve Ly (2) ve (5) teki gibi olmak tizere

a=t u
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()

olacak sekilde F cisminde pve 4 elemanlarin var olmasidir.

ispat: Teorem 4.1.3’ten  Gal.(f,]S 4, olmas: D(ft(x))

diskriminantin F cisminde kare olmasina denktir.
1) n tek tamsay1 olma durumu :
(2) sartindan s(m—1)+rn =sm—s+rm=sn—s—1=s(n—1)—1
tek tamsayir olarak bulunur.Boylece ;D (f ,( X )) in kare olmasi

(n=1)
(_1) 2 nt(t—t0)=/12t2 .....................................................

®)

olacak sekilde bir A€EF elemanin varligina denktir.(8) ifadesinden

(n+1) olarak bulunur.
n+(=1) * 22

i1) n ¢ift tamsay1 olma durumu :

(n,m)=1 oldugundan m-1 ¢ift tamsayidir. sim=1)+rn cift tamsay1

oldugundan ="+ F cismin de karedir.Bu durumda D ( S t(x)) > in
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kare olmasi t=t0+(—1)n/2 2> olacak sekilde bir AEF  elemanin
varligina denktir.

6
Ornek 5.1.1: F=Q ,n=7 ,m=1 p= % ve A=21 alalim.

Yukaridaki bilgiler 15181nda ;

N

p= Z— oldugundan s= 6 ve r = 5 tir.

r

Bunun yaninda

= %S

)” mm(n—m)"_m _(_1)7 11(7_1)7—1 _ _66
n" B 77 77

ty=(—1

. n, _7(=¢6°) 3°

nt(=1)202 741212 =7

- olur.

n—m

Ayrica t= oldugundan da b=3, ve a=-3,

a
olarak bulunur. Boylece f(x)=x'—7x+3€Q[x] trinomiali elde
edilir.f(x)’in diskriminanti

nln—1)

D(flxl)=(=1) 2 b b =1 ) ")

formiilinden
D(fx))=(=17"3(7"3+6°1'(=7)")

=-3°7"(3°-6%)
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=3%7%¢Q olarak bulunur.

D(f(x)) ,Q rasyonel sayilar cisminde kare oldugundan f(x)’in

Q iizerindeki Galois grubu Gal,(f)=4, dir.

Teorem 5.1.2: F bir cisim ,0<m<n ve char F | nm(n-m)

olsun.
r ve s tamsayilari

sln=m)=rm=1 , 0<s<n ve 0<r<n—m sartlarini

saglasin.
Bir 1 degiskeni i¢in (6)(n tek tamsayi) veya (7) (n ¢ift
tamsay1) denklemlerinde oldugu gibi bir t ¢ F (1) tammlansin, o zaman
f,=x"+t'x"+t’eF(4)[x] trinomialin F( 1) iizerindeki Galois

grubu A, alternatif grubuna izomorftur.

5.2 Diskriminanti, Asal Sayillardan Olusan Bir Kiime S

Olmak Uzere, p€S Asal Sayilar Ile Aralarinda Asal Trinomialler

Tamim 5.2.1: F Dbir sonlu cebirsel say1 cismi(charF= p ¢ 0)
olsun.Herhangi bir indirgenemez f (¢, x|EF (t)[x] polinomu i¢in Ug
ile gosterilen kiime : f( s,x) polinomu F [x] *te taniml ve indirgenemez

olacak sekilde biitiin s€F , cebirsel sayilardan olussun.
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Teorem 5.2.1( Hilbert indirgenmezlik teoremi)
E=Q(T1; T,,.., Tn) , Ti’ler degisken f€E|x] indirgenemez bir
polinom ve 0,0y,...,0,€E  olsun. O zaman f€Q[x]
indirgenemez bir polinom olmak {iizere , f nin katsayilarin1 ve tim a ;

leri igeren bir bolgede tammli , f—f ye gotiiren bir  ozel

homomorfizma vardir.
Tamm 5.2.2: pasalsay1 a€Z ve 0=<a,<p olsun
2 k .
ayta,pta,p +...+a, p +... sonsuz toplama p-adik tam
say1 denir.

p-adik tamsayilar halkas1 Z, ile gosterilir. Z, halkasinin
boliim cismi Q, olarak yazilir.Q, nin her elemanina p-adik say1 denir.p-

nez . Z ap
adik bir say1 ,bir ve aio{O,l ’’’’’ p—1] icin, i=n olarak

yazilir.

Teorem 5.2.2: S sonlu asal sayilardan olusan bir kiime olsun.
Her n pozitif tamsayis1 i¢in,Q rasyonel sayilar cismi iizerindeki
Galois grubu S, simetrik grubuna izomorf ve D(f) diskriminantt p €S
asal sayilari ile bolinmeyen bir f(x)=x"+ax"+b€Z[x] trinomiali

vardir.
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Ispat: T,,T, degiskenler olsun.Her n pozitif tamsayisi igin

x"+T,x+T, trinomialin Q(T),T) iizerindeki Galois grubu

GalQ(leTz)(xn+T1X’T2 ):Sn dir.

Hilbert ‘in indirgenmezlik teoreminden, Q rasyonel sayilarin
cismi iizerindeki Galois grubu, S, olan x"+7,x+17, 6zel trinomiali i¢in
(tt: ) ¢ arah@ Q iginde her p {Z idealine gore p-adik olarak
yogundur.Bu yiizden @,,0,€Q rasyonel sayilar1 verildiginde her

PES icin,

f (x)Ex”JraoerbO(mod p) olacak sekilde Q rasyonel
sayilarin cismi iizerindeki Galois grubu S, ye izomorf olan bir

flx)=x"+ax+b€Q]x] trinomiali vardr.
Ornegin;
a,=1 ve

0(modp) , pln—1 ise
l(modp) , pln—1 ise

olarak alalim.Bu durumda @,=1 oldugundan

n(n—1)
D(f)=(-1) ? '(n”bon_ﬁr(—l)"_l-(n—])""1 bulunur.
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1)p|n-lise p|by olur.Budurumda p | D(f)dir

il) p|n-1ise p | by olur.Bu durumda da p | D(f) dir.

Sonug olarak her p€S asal sayist igin p | D(f) dir.Ustelik
uygun bir m€Z tamsayisimni alarak f(x) trinomialini m" f (x/m]

trinomialine doniistiirerek f(x)’ in katsayilarini tam say1 yapabiliriz.

Uyan 5.2.1:u,vé Z ve v tek olmak lizere (%) ye Jacobi

sembolii denir

p-1
Ornek 5.2.1: (_71)5(—1) 2 (mod p) ve

(_—1)=1@p51(m0d4) Hir.
p

Tanim 5.2.3: p bir asal say1 olsun. Her 0#n€(Q rasyonel
sayist; (w,v)=1,p|u, p|v veuyvé Z olmak tizere tek tiirlil olarak

u

n= ph'; (heZ) seklinde yazilabilir. »= ph'% yazilisgindaki  h

tamsayist Vy(n) ile gosterilsin.
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Teorem 5.2.3: k ile n aralarinda asal pozitif tamsayilar ve k<n

olsun.Bir p asal sayis1 i¢in asagidakiler denktir.

1) Z tamsayilar halkasinda , diskriminanti kare olan ve p ile
boliinmeyen bir f(x)=x"+ax"+b€Z[x] trinomiali vardir.

n

i) Eger n ¢ift ve p tek ise, Vp(n ):0 veya (—_1)§=
p

Egerngift ve p=2 ise (—1)"*(1=kn)=1(mod8)

Eger n tek ve p tek ise Vp(k(n—k))=0 veya (—)=1

Eger n tek ve p=2 ise

n—1 n—1

(—1) 2 nEl(modS) veya (—l) 2 nES(modS) ve k(n—k)=2(n—2) dir.

Ispat: (i) =(ii) :n pozitif ¢ift tamsay1 olsun.r,sEN dogal

sayilari
sln=k)=rm=1, 0<s<n ve 0<r<n—k sartlarini
saglasm.n=mph, Vp(n)=h (m,heZ) olsun ve a=mt ,b=t’
alalm. O zaman f(x)=x"+ ax*+b trinomialin diskriminant1 (1)’den
DI f)=e = (=1 (k= n ]+ (=1)" 1] olarak
bulunur.

n ¢ift tamsay1 olsun;
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p tek ve pjnise p=4z+1 (z€Z) bigiminde bir asal say1 olarak

alirsak
1\ p-ln
(_) =(—1) ? %=1 olarak bulunur.
p
p tek ve p | nise Vp(h)=0 dur.

p=2 ise (i) sartindan p | D(f) olacagindan
2| (=1)"(k=n)" " k*
=>(=1)"*(k=n)""k*=1(mod2) bazik ven ler igin

2(_1)”’2(]{_”)”""]("51(mod8)

[NSRINT

=(=1)2(k=n).k=1(mod8)

O (-1)™ (1-nk) = 1(mod 8) (Ciinkii her k tek tamsayisi i¢in
k*=1(mod8) dir.)olur.
n pozitif tek tamsay1 durumu da benzer yolla incelenir.
(ii) = (i) n cift tamsay1 olma durumu: r,s€EN dogal
saytlari  s(n—k)—rm=1 ,0<s<n ve 0<r<n—k sartlar1 saglasin.
vp(n J=h, n= mph olsunve a=mt" ,b=¢t’ olarak alalim.

Bu degerleri  f(x)=x"+ax"+b trinomialin (1)’deki

diskriminantinda yazilirsa D(f) diskriminanti

D(f)=ts(k_1)+m~m"((—l)n/z-(k—n)n_k.kk+(—l)n/z-ph”-t) olarak

bulunur.
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n tam sayisint bdlen p asal sayist icin (i1)’deki

(=1)"*(1=kn)=1(mod 8) bagmntisindan
Y =((=11" (k= n)""* ¥)=0(mod p™)

denklemin tamsay1 ¢oziimleri vardir.p | n ve (n,k)=1 olugundan p |

(k—n)"_kkk (n>2)dir.Sonug olarak p asal sayisi ile boliinmeyen Z de

kare olan D(f) diskriminanti i¢in bir f€Z vardir. p | n durumun da ise

h=0 ve p™=1 olacagindan ayni sonug ¢ikar.

n tek tamsayi olma durumu:

r,s€EN dogal sayilar

rm—s(n—k)j=1, 0<s<n ve 0<r<n—k sartlarini
saglasin.

(n=k)" "k =mp" vp(n—k)*k*)=h olsun ve
a=mp"t"  b=m"""¢* olarak alalim.

Bu degerleri  f(x)=x"+ax*+b  trinomialin (1)’deki
diskriminantinda yazilirsa D(f) diskriminanti

n—1 n—1

D(f)=ts(n—l)m(n+l)k (_1) 2 nnm(n+1)(n—k—1)+<_l) 2 ph(n+l)t

olarak bulunur.

Her p | k(n-k) asal sayis1 i¢in

n—1

~1) * n=1(mod3)

v, (kln=k]| 0= p=2 dir.ii) p=2 isc |

1¢in



53

n—1
y-(-1) 2 n" m™"™ D0 (mod p") denkleminin tamsayi
¢Ozlimleri vardir.

plk(n-k), (n,k)=1 oldugundan p | n"m®™Pe*D  (n+1>2) dir.
Sonu¢ olarak p asal sayisi ile bolinmeyen Z de kare olan D(f)

diskriminanti i¢in bir t ¢ Z tamsayis1 vardir.

p | k(n-k) durumunda ise h = 0 olacagindan ayni sonuca

ulagilir.
Uyari 5.2.2: Boliim 4.2°den (n,k)=1; r,s ¢ N dogal sayilari

s(n-k)-rn=1, 0<s<n ve 0<r<n-k sartlarini saglamak iizere

n—k
f(x) = x" +ax"+b trinomialini 7=-——— parametresine gore
a
diizenleyerek
r\" s n—k n—k \*
b—s f %x S — | x| — | =x"+T"x*+T°€Q(T)[ x]
a b a a

trinomiali elde ederiz. Sonu¢ olarak Q rasyonel sayilar cisminde
diskriminant1 kare olan ve katsayilar1 a=a(t)'u"* ,b= a(t)'u", t, n0Q ile
verilen herhangi bir x"+ax*+b(Q[x] trinomiali i¢in a(T)ZQ(T)
elemanlar1 vardir.

Teorem 5.2.4:n ile k aralarinda asal pozitif tamsayilar ve k<n

olsun. Asal sayilardan olusan her sonlu S kiimesi i¢in asagidaki

Ozellikler birbirine denktir.
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1) D(f) diskriminanti herhangi bir plS asal sayisi ile

boliinmeyen ve Galois grubu Galg(f(x)) ¢ A, olan bir
f(x) = x"+ax*+b ¢ Z[x] trinomiali vardir.

ii)) Her pUS asal sayist icin, diskriminanti kare tamsay1 ve
diskriminanti p(S asal sayisi ile bolinmeyen bir x"+a,x* +b, 00 Z[x]
trinomiali vardir.

Ispat: (i) = (ii) Ispat icin diskriminantin kare tamsayi
oldugunu gostermek yeterlidir. (i) den Galg(f(x)) ¢ A, oldugundan D(f)

karedir.

(i1)) = (1) yukaridaki uyaridan her pLIS asal sayist i¢in, a,
=a(t,) "™ ve b= a(t,)’w," olacak sekilde t,, p,[JQ rasyonel sayilari

vardir.

Kabul edelim ki T, T, degiskenler olsun ve

AT, Ty, x)=x"+a(T))'T, " x* +a(T))*T," UQ(T)[x] polinomunu
olusturalim.

Her pLIS asal sayis1 igin, eger ti, t,,[1Q rasyonel sayilari p-adik
olarak t, ve L, rasyonel sayilarina yeteri kadar yakin ise, o zaman, f{ti,
t2, X)= X"+a,x* +b, (mod p),( V pOS igin) dir.

Teorem 5.1.2°den Galgm)(f(Ti, Tz, x))¢é A, oldugunu
biliyoruz.

Hilbert’in indirgenmezlik teoreminden Galg(f(t;,t2,X)) ¢ An

olacak sekilde yukaridaki gibi ti, t,,[1Q rasyonel sayilarini alabiliriz.
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Sonug olarak, M tamsayisint M = 1 (mod H yes P) seklinde

secerek, (i) sartim saglayan ve katsayilar1 tamsayilardan olusan

f(x) = M" f(t1, t,, x/M) trinomialini elde ederiz.

Teorem 5.2.5 : Bir n pozitif tamsayis1 i¢in agsagidaki 6zellikler

denktir.

1) Asal sayilardan olusmus her sonlu S kiimesi i¢in,Q rasyonel
sayilar cismi iizerindeki Galois grubu A, alternatif grubuna izomorf ve
diskriminant1 p[JS asal sayilar1 ile bdliinmeyen bir f(x) = x™+ax*+b[]

Z[x] trinomiali vardir.

i1) Asal sayilardan olugmus her sonlu S kiimesi i¢in, Q
rasyonel sayilar cismi {lizerindeki Galois grubu A, alterne grubu
tarafindan icerilen ve diskriminant1 p[JS asal sayilar1 ile boliinmeyen

bir f(x) = x"+ax*+bJZ[x] trinomiali vardir.

iii) n pozitif tamsayis1 agagidaki sartlardan birini saglar:
n=0,1 (mod 8)

n =2 (mod 8) ve 2 den farkli her p|n asal sayisi p =1 (mod 4)
seklindedir.

n = 3 (mod 8) ve her p|(n-2) asal sayisi p =1 (mod 8) veya p =
3 (mod 8) seklindedir.



56

Ispat: (ii) = (iii) Kabul edelim ki f(x) = x™ax*+b0Z[x]
trinomiali n tamsayisina esit veya n den kiiclik asal sayilarin

olusturdugu S kiimesi i¢in (i1) sartin1 saglasin ve (n,k)=1 olsun.

Eger n pozitif ¢ift tamsayi ise teorem 5.2.3 den

nl2
a) n tamsayisini bolen her p tek asal sayisi i¢in 1 =1,
(a) y p yist i¢

ve (b) (=1)"*(1-nk)=1 (mod8) oldugunu biliyoruz.

(a) sart1 sadece n = 0,4 (mod 8) veyan =2,6 (mod 8) vep =1
(mod 4) i¢in miimkiin olabilir. n = 6 (mod 8) durumunda p|n olmasit
icin p = 3 (mod 4) olmaliki, bu ise (a) sartin1 saglamaz. n = 4 (mod 8)
icin (b) sarti saglanmaz. Sonu¢ olarak n pozitif tamsayisinin tek
tamsayr olma durumu da incelendiginde sadece (iii) deki sartlar

mevcuttur.

(iii) = (i) n (111) sartin1 saglayan pozitif tamsay1 olsun. n = 3
(mod 8) oldugunda  k=n-2 ve n =0,1,2 (mod 8) oldugunda da k = n-
1 alalim. O zaman her p[IS asal sayis1 teorem 5.2.3 (ii) sartin1 saglar.

Sonug olarak teorem 5.2.3 (ii) ise teoremS5.2.4 ve teorem 5.2.4
ise (1) dir
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