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Bu calismada, Hidrojen atomunda 1s*S,,, —2s>S,,, seviyeleri arasindaki

iki-foton sogurma tesir kesiti ve oran denklemleri teorik olarak incelenmistir. Oran
denklemleri ii¢ seviyeli basit bir atomik sistem i¢in ¢dziilmiis ve sistemin iyonlagma
verimi ile ilgili dnemli bilgiler veren iyon/atom oram analitik olarak elde edilmistir.
Iki-foton sogurma tesir kesitinin hesaplanmasinda sinirlandirilmis toplam yontemi
kullanilmis ve ardisik on ara seviye hesaplamalara dahil edilmistir. Iki-foton sogurma
tesir kesitinin belirlenmesi i¢in matris elemaninin radyal kisminin ¢6ziimiinde gama
fonksiyonlarindan ve acgisal kismin ¢oziimiinde Racah yonteminden faydalanilmistir.
Bu calismada teorik olarak elde edilen iki-foton sogurma tesir kesiti literatiirdeki
deneysel sonucla karsilastirilmis ve milkemmel bir uyum elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Iki-foton sogurma tesir kesiti, Cok-foton siirecleri, Oran
denklemleri
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In this study, two-photon absorption cross-section for transition between
1s*S,,, —2s5°S8,,, levels and rate equations have theoretically been investigated in

atomic hydrogen. Rate equations have been solved for a simple atomic system
having three levels and ion/atom ratio giving us very significant information about
the ionization efficiency in the atomic system has been obtained analytically. In order
to calculate two-photon cross section, truncated summation method has been used
and consecutive ten intermediate states have been taken into account. To determine
two-photon absorption cross section, it has been taken advantage of gamma functions
to solve radial part and of Racah method to solve angular part of the matrix elements.
In this study two-photon absorption cross section determined theoretically has been
compared to experimental and theoretic results available in literature and
consequently a good agreement between them has been obtained.

Key Words: Two-photon absorption cross section, multiphoton processes, rate
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ONSOZ

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiine Yiiksek lisans tezi olarak sunulan
bu calismada Hidrojen atomunda 1S-2S seviyeleri arasindaki iki foton sogurma tesir
kesiti hesaplamalari ile oran denklemleri teorik olarak incelenmistir.

Cok foton siireglerindeki deneysel ¢aligmalarin literatiirde oldukca popiiler ve
yaygin bir sekilde ortaya konmasina ragmen tesir kesitleriyle ilgili teorik ¢aligmalar
olduk¢a azdir. Atomik floresans siddetini tanimlamak icin sogurma tesir kesitlerinin
hesaplanmas1 gerekir. Ayrica bu oOzelliklerin belirlenmesi, kullanilan teorik
prosediiriin gegerliligini gosteren oldukca duyarli hesaplamalardir.

Bir 151k demetinin atomla ¢cok-fotonlu etkilesimi oran denklemleri ile ¢cok agik
bir sekilde tanimlanabilir. Oran denklemlerinin ¢oziimii bir atomik sistemin temel,
uyarilmis ve iyonlagsma seviyelerindeki atom popiilasyonlari hakkinda bilgi sahibi
olunmasini saglar. Yapilan bu ¢alisma gelecekte bu alanda yapilacak calismalar igin
faydali olabilecek bir bagvuru kaynagi olma niteligindedir.

Her seyden once calismalarim siiresince bilgi ve tecriibeleri ile bana her konuda
yardimc1 olan saygideger damismanim Doc¢.Dr. Hamdi Siikiir KILIC’a en icten
tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica yogun calismalan arasinda bana da zaman ayiran ve bilimsel
rehberliginden faydalanma sansina sahip oldugum degerli hocam Yrd. Dog¢. Dr.
Giiltekin CELIK e tesekkiirii bir borg bilirim.

Son olarak caligmalarimi tamamlamam konusunda maddi ve manevi
desteklerini hi¢bir zaman esirgemeyip her zaman bana cesaret veren aileme sonsuz

tesekkiirler. Iyi ki varsimz...

Egemen CELIK
Konya, 2006
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1. GIRiS

Tek-foton c¢alismalarinin elektromanyetik dalga-atom etkilesimi hakkinda
gerekli bilgiyi verme konusunda yetersizligi, arastirmacilari c¢ok-fotonlu gecis
siireclerini incelemeye yoneltmistir. Cok-foton siireclerinin arastirilmasi, atom ve
molekiillerin elektronik yapilar1 ve Ozellikleri hakkinda daha ayrmtili bilgi
edinilmesine imkan saglamaktadir. Cok-foton siire¢leri iizerine ilk teorik arastirmay1
1931 yilinda Goepper-Mayer adli Alman fizik¢i yapmistir. O yillarda yeterli
ozelliklere sahip monokromatik bir 1s1k kaynagi olmamasi nedeniyle saglikli
deneysel calismalar yapilamamigtir. 1960’larin bagslarinda lazerlerin kesfiyle tek
foton gecislerinin yam sira cok-foton siireclerinin de deneysel olarak gozlenmesi
miimkiin hale gelmis ve bu siirecler lizerine arastirmalar biiyiik ilgi ¢ekmistir.
Diinyada bu konu icin gereken sermayeyi ayiran kuruluslarin biiyiikk maddi katkilar
ve bu konuya agirlik veren bilim cevrelerinin yogun ve ozverili calismalariyla, bu
alanda bas dondiiriicii hizda gelismeler kaydedilmektedir. Yeni ve giiclii lazerlerin
gelistirilmesiyle lazer teknolojisi, giiniimiizde bilimin hemen hemen her dalinda ve
endiistriyel alanda genis ve Onemli uygulama alanlarn bulmaktadir. Lazerlerin
gelisimine paralel olarak bir ¢ok aragtirmaci tarafindan lazer-atom etkilesimiyle ilgili
deneysel Olctimler ve teorik hesaplamalar yogun bir sekilde calisilmaktadir. Cok
foton siirecli caligmalar 15181inda ortaya konan lazer ve uygulamalari, daha yogun 151k
demeti kullanabilme imkani1 saglamig ve lazer yardimi ile yar1 kararl bir ara seviye
tizerinden tek fotona yasak olan bir gegis, iki foton sogurulmasi yoluyla gozlenebilir
hale gelmistir (Hurst ve ark. 1975)

Cok-foton siireclerindeki deneysel calismalarin literatiirde oldukca popiiler ve
yaygin bir sekilde ortaya konmasina ragmen tesir kesitleriyle ilgili teorik ¢aligmalar
azdir. Atomik fluoresans siddetini tamimlamak i¢in sogurma tesir kesitlerinin
hesaplanmas1 gereklidir. Tesir kesitleri cok-fotonlu ge¢is tekniklerinde sikca
kullanilan olduk¢a O©nemli fiziksel parametrelerden biridir. Tesir kesitlerini
hesaplamak icin bircok yontem gelistirilmistir (Lambropoulos 1976). En cok

kullanilan iki yontem ara seviyeler iizerinden simirlandirilmis toplam yontemi ve



Green’s fonksiyonu yontemidir. (Robinson ve Geltman 1967, Chang ve Poe 1977,
Pindzola 1978, Omidvar 1980).

Cok-fotonlu iyonlasma dinamiklerinin dogru tanimi calisilan sisteme ve lazer
alanina baghdir. Cok-fotonlu iyonlasma dinamiklerinin en genel ¢Oziimii sistemin
yogunluk matrisi icin hareket denklemleri ile yapilir (Zakheim ve Johnson 1980).
Yogunluk matris yaklasimi, iyonlasmadan 6nce sadece bir ara seviyeye sahip olan
bir sistemin uyarilma basamaginin dinamiklerini tanimlamada kullanilabilir. Bununla
birlikte ekstra uyarilmis seviyeleri igeren daha karmagsik sistemler i¢in yogunluk
matrisi yaklagimi kolayca uygulanamaz. Boyle orneklerde uygulanmasi1 cok daha
kolay olan ve uyarilma basamaklarinin ¢ok acik bir goriiniimiinii saglayan oran
denklemlerini gz Oniine almak yararlidir (Singhal ve ark. 1989). Koherens etkiler
onemli olmadig1 takdirde bir 151k demetinin atomla cok-fotonlu etkilesimi oran
denklemleri ile ¢ok iyi tanimlanabilir.

Matris elemanlarinin hassas olarak hesaplanabilmesi Hidrojen atomunu 6nemli
bir kuantum mekaniksel sistem haline getirmistir. Hidrojen ve hidrojenik sistemlerde
teorik hesaplama sonuclan ile deneysel Olgiimlerden elde edilen veriler ayrintili
olarak karsilastirilabilmektedir. Hidrojenin basit yapisi, toplam tesir kesiti ve
elektron acisal dagilimi gibi nicelikleri hesaplamay1 kolaylastirir. Hidrojen atomu,
daha karmagik atomlar i¢in kullanilabilecek farkli yaklagim ve hesaplamalar test
etmek icin en iyi se¢imdir.

Bu ¢alismada Hidrojen atomunda 1s *S,,, —2s>S,,, seviyeleri arasindaki iki-

foton sogurma tesir kesiti elektrik-dipol yaklasimi icersinde sinirlandirilmis toplam
yontemi kullanilarak teorik olarak belirlenmistir. Bu yontem kullanilarak ardisik on
ara seviye hesaplamalara dahil edilmistir. Tesir kesitini hesaplamak ic¢in gerekli olan
matris elemam agisal katsayilar ve radyal gecis integrallerine bagli olarak
coziilmektedir. Acisal katsayilar Racah yontemiyle ve radyal gecis integralleri gama
fonksiyonlarindan faydalanmilarak hesaplanmistir. Bu calismada elde edilen sonug
Bickel ve Mcrae’ nin deneysel Olgiimleriyle ve farkli bir teorik yontemle
belirledikleri sonuclarla (Bickel ve Mcrae 2000) karsilastirilmistir. Elde edilen
sonuclarin 6zellikle deneysel Ol¢iim sonucuyla miikemmel bir uyum sagladig

goriilmiistiir.



Bu c¢alismanin ilk bolimiinde konuya giris yapilarak genel olarak tezin
iceriginden bahsedilmektedir.

Ikinci boliimde Hidrojen atomu icin Schrodinger denkleminin ¢oziimiine yer
verilmekte, hidrojen atomu sistemini tanimlamak icin kullanilan kiiresel ve radyal
dalga fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin ¢oziimlerinden bahsedilmektedir.

Uciincii boliimde ¢ok-fotonlu siirecler, 6zellikle de iki-foton siiregleri ile iki-
foton teorisi incelenmektedir. Ardindan bu siire¢lerin tanimlanmasinda sikca
kullanilan parametrelerden biri olan tesir kesitleri ve bunlar1 hesaplama yontemleri
anlatilmaktadir.

Dordiincii bolimde oran denklemlerinin kullanim alanlar1 anlatilmakta ve basit
bir atomik sistem i¢in oran denklemlerinin ¢6ziimii verilmektedir.

Hesaplamalarm ve sonuglarin yer aldigi son boliimde hidrojen atomu igin iki-
foton sogurma tesir kesiti degeri hesaplanip daha 6nce Bickel ve Mcrae tarafindan

hesaplanan degerle karsilastirilarak tartisitlmaktadir.



2. HIDROJEN ATOMU

Bir proton ve tek bir elektron iceren hidrojen atomu, basit yapisi nedeniyle
yillardir ilgi c¢ekici bir atom olmustur. Matris elemanlariin hassas olarak
hesaplanabilmesi hidrojeni onemli bir kuantum mekaniksel sistem haline getirmistir.
Teorik hesaplama sonuclar ile deneysel Olctimlerden elde edilen veriler ayrintili
olarak kiyaslanabilmektedir. Iyi bilinen dalga fonksiyonlarina sahip hidrojen atomu,
daha karmagsik atomlar icin kullanilabilecek farkli yaklagim ve hesaplamalari test
etmek i¢in en iyi se¢imdir (Karule ve Moine 2003). Hidrojen atomu spektrumu,
yiizy1l once ilk arastirilmasindan beri kuantum teorisinin gelismesinde énemli bir rol
oynamaktadir (Li 1994).

Teorik olarak en fazla calisilan atom hidrojen atomudur (Koval 2004).
Hidrojenin basit yapisi, toplam tesir kesiti ve elektron acisal dagilimi gibi nicelikleri
hesaplamay1 kolaylastirir. Ilk olarak Zernik hidrojen atomunun iki-foton iyonlasmasi
tizerine calist1 ve iki-foton tesir kesitini hesapladi (Zernik 1964). Ardindan Zernik ile
Klopfenstein (1965) gecis genliklerini hesaplamak i¢in birinci-dereceden bir lineer
olmayan diferansiyel denklem c¢ozdiiler. Daha sonra ayni yaklasim Chan ve Tang
tarafindan uygulandi (Chan ve Tang 1969). Teague ve Lambropoulos (1976),
Klarsfeld (1970) ve Rapoport (1969) hesaplamalarinda Coulomb Green
fonksiyonunun integral gosterimlerini kullandilar. Karule, Coulomb Green
fonksiyonu Sturmian ac¢ilimindan faydalandi (Karule ve Moine 2003). Bebb ve Gold
(1966), Gontier ve Trahin (1968), Rapoport (1969) temel seviyedeki hidrojen
atomunun cok-fotonlu iyonlagsmasi iizerine calismalar yaptilar. Bu calismalar cok-
foton tesir kesitinin rezonans yapisini aydinlatmis ve tesir kesiti degerlerini
hesaplamada sayisal bir giivenilirlik saglamistir.

Klasik mekanikte hidrojen atomunun proton ve elektronu iki-cisim problemi
seklinde ele alinip, bu ikili sistemin, laboratuar, kiitle merkezi ve bagil koordinat
sistemlerindeki enerjileri ifade edilebilmektedir (Aygiin ve Zengin 1998). iki-cisim
problemi dalga mekanigi yani kuantum mekaniginde de ele alinip incelenebilir.
Klasik mekanikte acgiklanan koordinat sistemleri ve yapilan tanmimlar burada da

gecerlidir.



2.1 Hidrojen Atomunda Elektronun Bagil Hareketi

Ikili kuantum sistemlerinde kiiciik cismin biiyiik cisim etrafindaki bagil

hareketinin Schrodinger denklemi

h2
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2u

bag

@2.1)

bag

seklinde verilir. Burada V> bagil koordinatlar iizerine islem yapan bir operatordiir.
Cogu kez E,,. =~ E,,;,(KM) oldugundan kiitle merkezinin laboratuar koordinat
sistemi i¢indeki hareketi ve enerjisi ihmal edilebilir. Buna gore hidrojen atomunda
merkezcil alan probleminin ¢6ziimiiniin 6nemli bir kismin1 elektronun bagil hareketi
ile ilgili Schrodinger denkleminin ¢6ziimii olusturmaktadir. Ancak bagil hareketin
Schrédinger denklemini dik koordinat sisteminde ¢dzmek fazla ve sikici matematik
icerik gerektirdiginden bu ¢oziim kiiresel koordinatlarda yapilir. Bunu yaparken dik

ve kiiresel koordinat sistemleri arasindaki gec¢is denklemlerinden yararlanilarak

V?*’nin kiiresel koordinatlardaki operatdr ifadesi kullanilir (Aygiin ve Zengin 1998).

2.2 Schrodinger Denkleminin Kiiresel Koordinatlarda Coziimii

Bagil hareketin dik koordinat sistemindeki Schrodinger dalga denklemi

(o 9 o
—Z(yﬁ'y'i'a—zzjw-i' U(I’)W:El// (2.2)

seklindedir. Burada > =x*>+y>+z>, U hidrojen icin Coulomb potansiyeli ve u

indirgenmis kiitle olup, koordinat sistemindeki durumu sekilde gosterildigi gibidir.

Kiiresel koordinatlar asagida verilmistir.
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Sekil 2.1: Hidrojen atomunda bagil hareketin incelenmesi icin kiiresel koordinat
sistemlerinin gosterilmesi

Denklemin ¢oziimii kiiresel koordinatlarda yapilacagindan V> nin kiiresel

koordinatlardaki ifadesine ihtiyag duyulmaktadir. Bunun icin
(x,v,2) & (r,0,0) gecis denklemlerinden  yararlamlarak ~ V*>’nin  kiiresel

koordinatlardaki ifadesi bulunup kullanildiginda,

P10 zay/j 1 9 ( ay/j 1 'y
LG B (e 2 lsing <l |4 — +Uy =E 2.3
Z,ULZ ar(r o ) rsneael " a6)" sin® 8 ¢’ v=Ey  29)

elde edilir. Burada U (r) = —Z%ﬂ seklinde verilir ve sadece r ye baghdir. Goriildiigii
gibi Coulomb potansiyeli € ve ¢ acilarindan bagimsizdir ve bu durum onun kiiresel
simetrik oldugunu gosterir. Potansiyel enerji kiiresel simetrik oldugundan
Schrédinger denklemi degiskenlere ayirma yontemi ile ¢oziilebilir. Bu ayirma
oncelikle acgilara bagli kisim ve radyal kisim olarak diisiiniildiigiinde elektronun bagil
harekete ait dalga fonksiyonu, radyal ve agisal iki carpandan olusacak sekilde

yazilabilir.

w(r,0,9)=R(r)Y(6,9) (2.4)



Denk. (2.4), Denk.(2.3)’de yerine konup yeniden diizenlenir, elde edilen denklem

RY ile boliiniip 7> ile carpilirsa elektronun bagil hareketinin kiiresel koordinatlarda

diferansiyel denklemi

2 2
li(rz d_RJ+2,uzr (E-U) __1 ,1 i(sinﬁa—yj+%a—{ (2.5)
dr h Y |sin@ 06 06 ) sin“ 0 d¢

seklinde yazilir. Bu denklemin sol tarafi sadece radyal degiskenleri, sag tarafi da
acisal degiskenleri icermektedir. Bu denklemin (r,6,¢) bagimsiz degiskenlerinin
degisim smurlar i¢inde her degeri i¢in dogrulanabilmesi, ancak denklemin bir sabite
esit olmasi ile miimkiindiir ve o sabite ayirma sabiti denir. Denklemin her iki tarafi
ayr1 ayrt C sabitine esitlenerek ¢oziime devam edilir. Ac¢ilara bagh kismim ¢oziimii

Y (6, @) ile gosterilir ve kiiresel harmonik adin alir.

2.3 Kiiresel Harmonikler

Kiiresel harmonikler, hidrojen atomunda elektronun bagil hareketinin
diferansiyel denkleminin kiiresel koordinatlardaki ¢6ziim fonksiyonu olan
w(r,0,9)’ nin acilara bagh olan kismini temsil eder. Bunlar sabit yarigapl bir kiire
yiizeyi iizerinde agilarin, 0<@<7z ve 0L @<2x araliklarinda harmonik

degisimlerini temsil etmesinden dolay1 kiiresel harmonik adini alir. Denklem (2.5)’in

sag taraf1 ayirma sabiti C ye esitlenerek denklem yeniden diizenlendiginde

1 9 oY 1 0%
9 (gnp2l | L 9 _ ¢y 26
sineaﬁ(sm aej sin’ 6 99’ (2:0)

olur. Bu denklem de & ve ¢ bagimsiz degiskenlerine gore ayrilabilir. O halde

Y(6,9) = 0(0) ©(9) 2.7



olmalidir. Denk.(2.7), Denk.(2.6)’da yerine konup, her terimi sin> @ ile carpilir, @®
ile boliiniir; € ya bagh terimler solda, ¢ ye bagl terimler sagda olacak sekilde

yeniden diizenlenirse

2
—lSinei(Siw@j—csmzezid ks 2.8)
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elde edilir. Bu denklemin € ve ¢ nin degisim araliklarinin her degeri i¢in dogru
olabilmesi, ancak esitligin her iki tarafinin aym sabite esit olmasi ile miimkiindiir. O

sabiti de —m® olarak alalim. Simdi denklemin her iki tarafi ayr1 ayri bu sabite
esitlenerek kiiresel harmonik fonksiyon c¢arpanlari bulunur. Sag tarafin ¢6ziim

sonucunu bulmak ¢ok kolay olup 0 < ¢ <27 araliginda normalize edilmis ¢oziimii

eim(a

m=0,£L+2,.... (2.9

1
P, (9) :E

olarak bulunur. Burada m bir kuantum sayisidir.

Simdi de 8’ ya baglh ¢arpani belirleyelim. Bunun i¢in Denk.(2.8)’in sol tarafi

—m’ ye esitlenip denklemin her terimi Sin°6@ ile boliinerek yeniden

diizenlendiginde
2
1 i(sme£j+ c-—_le=0 (2.10)
Sin@ do dé Sin~ 0
olur. Bu diferansiyel denklemi ¢cOzebilmek icin &=Cos0

degisken degisimi yapilir ve tiirevi alinarak Denk.(2.10)’da yazilir. Ayrica
Sin*@ =1- &7 oldugundan diferansiyel denklem

d ,.d® m )
Sl B



olur. Bu denklemde m =0, C=I[(l+1) ve ®=F degisimi yapilip, denklem yeniden

diizenlendiginde
(1-£&2 +I(I+1)P =0 (2.12)
r:( > r:j

olur. Burada [ bir kuantum sayisidir. P, ise normal Legendre polinomu adini alir.

Denk.(2.12)’de gosterilen tiirev islemi yapilip, denklem yeniden diizenlendiginde

(1- YL (2.13)
5) 7 55 (

bulunur. Buna Legendre diferansiyel denklemi ve ¢oziimii olan P (&)

fonksiyonlarina da Legendre polinomlar: denir. Boylece bagil hareketin 8’ya bagh
kismmin diferansiyel denklemi Legendre diferansiyel denklemine doniistiiriilmiis

olmaktadir.

Ancak m=#0, C=I(l+1)ve O)=P (&) seklinde alarak, Denk.(2.11)

lm

izerinde benzer islemler tekrarlandiginda

[(1 & ) —2{,: l(l+1)—1— =0 (2.14)

dg* T d¢g ¢
elde edilir. Bu denkleme de asosiye Legendre diferansiyel denklemi ve ¢oziimii olan
P, (&) fonksiyonlarina da asosiye Legendre polinomlar: denir.

Yukanda s6z edilen Legendre polinomlari, Rodrigues formiiliinden baslayarak

tiiretilirler. Rodrigues formiilii Legendre polinomunu & ve tiirevlerine

P (&)= (52 -1’ (2.15)

2_zv df’



seklinde baglar. Buna Rodrigues formiilii denir. Goriildiigii gibi kuantum sayisina
1=0,1,2,3...... gibi degerler vererek karsilik gelen normal Legendre polinomlart
buradan belirlenebilir. Asosiye Legendre polinomlar1 da, normal Legendre

polinomlarindan

m/2 dm P (5)

(I >m>0) (2.16)
dé"

Im (f) (1 5 )

bagmtist yardimi ile tiiretilir. Dikkat edilirse Rodrigues formiiliinden tiiretilen
Legendre polinomlar1 normalize degildir. Literatirde Legendre polinomlarinin

normalizasyon sabitinin genel ifadesi, / ve m kuantum sayilarina bagl olarak

l—|m|)! "
_ 1 (m+‘m‘)/2 21+1 ( 2.17
Niw =(=1) { 2 il+|m|i! 17)

seklinde verilir. Burada koseli parantezin Oniindeki carpana faz carpami denir ve bu

ile P,

Im

carpan sadece (F) seklinde bir isaret belirler. N, (&) ’nin ¢arpimi normalize

Im

olmus Legendre polinomlaridir. Bagka bir deyisle, normalize olmus @, (&)

fonksiyonlar1

0, =N, P, (& (2.18)

seklinde tanimlanir. Ya da daha acik ifadesi ile

12
—(_ (m+‘m‘)/2 2[+1 ( | |)'
09,,&) =D { (—rm P, (&) (2.19)

olur. Boylece kiiresel harmonikleri olusturan fonksiyon carpanlari belirlenmis

olmaktadir. Denk. (2.9) ve Denk. (2.19), Denk (2.7)’de yerlerine yazildiginda



2041 (=]
—Wﬂ P, (&) (2.20)

! im m+ m|
Ylm(07¢):E€ 50(—1)( )/2|: ; l

elde edilir. Bu fonksiyon daha 6nce de vurgulandigir gibi hidrojen atomunda

elektronun sabit yaricaph kiire yiizeyi tizerindeki harmonik hareketlerini temsil eder.

2.4 Hidrojen Atomunda Dalga Fonksiyonunun Yaricapa Baghhg

Denk.(2.5)’de yaricapa bagli olan sol taraf C =1I(/+1) sabitine esitlenir, bu

ifade r? ile boliiniir, R ile carpilir ve Coulomb potansiyeli yerine yazilirsa

1 d( ,dY 2uE 2uze* I(+1)
e Rl + - R, (r)=0 2.21
|:r2 dr(r drj h2 hzr r2 n,l(r) ( )

ifadesi elde edilir. Kolay olmas1 bakimindan

0::%/—2,UE,,, . p=ar (2.22)

degisken degisimi yapilir ve denklem ¢’ = — S:ZE ile boliiniir. Ayrica
2uZ e’
> =y=n (2.23)
ha

niceligi kullanilarak yaricapa bagh diferansiyel denklem coziilmeye calisilir. Soz

konusu yer degistirmeler yapildiginda Denk.(2.21)

dp> pdp 4 p p’

2
{d 2d 1.y Z(ZH)}RM(P):O (2.24)



olarak yazilir. Burada p bagimsiz degisken (ara degisken), ¥ boyutsuz bir sabittir

(7=n—>bas kuantum sayis1). Atomik sistemlerde E , < 0 oldugundan & daima reel

nl
bir sayidir. $imdi bu denklem bir asimptotik limitlerde (p — o, p — 0) ele alarak,
bir de ara bolge i¢in uygun bir fonksiyon belirleyerek ¢oziim yapilabilir. p — o i¢in
Denk.(2.24)’de paydada p ve p° bulunan terimler sifira gideceginden soz konusu

denklemin ¢dziim fonksiyonu

mmﬁw)é% (2.25)

seklinde olmaktadir. o — 0 i¢in Denk.(2.24)’de 1/4 ve y/p terimleri diger terimler

yaninda ihmal edilebilir. Bu durumda ortaya ¢ikan diferansiyel denklemin ¢6ziimii

R,(p—0)=p' (2.26)

olarak bilinir. Yaricapin ¢ok biiyiik ve ¢ok kiiciik oldugu limit bolgeler i¢in bulunan
fonksiyon seklindeki ifadeler temsilci ¢arpanlardir. Yani gercek R ,(p) fonksiyonu
bu iki temsilci ifadeyi ¢arpan olarak icermelidir. Bir de ara bolgeyi temsil etmek

izere bir ara carpan fonksiyon f

n

,(p) distiniiliirse gercek fonksiyon 0<r <oo

araliginda o’ nun her degeri i¢in

—’7 ;
R(P)=¢2 p' f,(p) (2.27)

ifadesi yazilir. Denk.(2.27)’de verilen fonksiyon, 0<r <oo araligim temsil eden

Denk.(2.24)’de yerine yazildiginda

{d +28 2,7 (l”)} 7 pl fa)=0 2.28)
dp*> pdp 4 p p

elde edilir. Buradaki operatorler fonksiyon ¢arpanlarina uygulanirsa Denk.(2.28)



a +[2(1+1)—p]j—p+[7—(l+1)]}fn,(p)=0 (2.29)

{p dp

biciminde verilir. Bu diferansiyel denklemde kuantum sayilari iizerinde asagidaki
degisiklik yapilarak bilinen standart bir diferansiyel denkleme doniistiiriiliir. Bunun

icin j=2[+1, g=y+l=n+l, f,(p)—>L,;(p) olsun. S6z konusu kuantum

sayilarinin tanim ve degisimini kullanirsak

2

d d
p—+(j+1-p)—+(g-j)|L,(p)=0 (2.30)
dp dp

elde edilir. Bu denklem ise asosiye Laguerre diferansiyel denklemi olarak bilinir. Bu
denklemin ¢6ziimii olan L; (p) fonksiyonlarma da asosiye Laguerre polinomlar

denir. Laguerre polinomlarinin bulunmasinda Rodrigues formiiliinden faydalanilir.

Denklem (2.30) ‘da j=0 alinarak Rodrigues formiilii yazilirsa:

@ 1-p) Lyl (=0 (231

P
elde edilir. Denk.(2.31) Laguerre diferansiyel denklemidir ve ¢6ziimii olan

L, (p) fonksiyonlari da normal Laguerre polinomlar: olarak bilinir. Normal Laguerre

polinomlart,

q

L(p)=e” A7 (prer) (2.32)
dp‘

Rodrigues formiiliinden tiretilir. Burada ¢ bir kuantum sayisidir. Kuantum sayisi
Jj # 0 oldugu zaman ¢6ziim fonksiyonu Denk.(2.30)’dan belirlenmek durumundadir.
Asosiye Laguerre polinomlari, normal Laguerre polinomlarindan

d’
dp’

Ly(p)=~—L,(p) (233)



formiilii yardimiyla tiiretilir. Boylece Denk.(2.28)’in ¢oziimii olarak, f,(p) yerine
L, (p), yani asosiye Laguerre polinomlart belirlenmis olmaktadir. Ancak burada

p =«ar izerinden yaricapa bagh olarak bulunan Laguerre polinomlart normalize

degildir. Laguerre polinomlarinin normalizasyon katsayist n ve [ kuantum sayilarina

bagh olarak

b
) s (m=1-1)
N, = {0! —2n[(n+ 1)!]3} (2.34)

. - 27 . 27 .
seklinde verilir. Burada ¢ =——ve ara degisken p=——r seklinde tanimlanir.
na, na,

2

a, = % Bohr yarigapidir. Bu durumda L, (p) icin agik bir ifade,

n=I1-1 k
L e =p) 2.35
y(P) [+ ; K(n—1-1-k)!\(2l +1+k)! e

olarak verilir. Buraya kadar yapilmis agiklamalar 15181inda Hidrojen atomunun dalga
fonksiyonunun yarigapa bagli olan kisminin, yarigapin alt ve iist limitler arasinda

kalan bolgesini temsil etmekte olan f, (o) fonksiyonunun normalize sekli, yani

normalize edilmis asosiye Laguerre polinomlarina esit,
fu@) =N, L, (p) (2.36)
bir ifade oldugu anlasilmaktadir. O halde genel ¢6ziim fonksiyonunun yarigapa bagl
olan kisminin agik ifadesi
1

272\ (n=1-1) m,
Rn,(p)z—{[ j « } e%p’qu(p) (2.37)

na, ) 2n|(n+1)J

olur. Burada p=ar, g=n+1, j=2I+1 oldugu daha 6nce belirtilmistir.



2.5 Normalizasyon Sarti

Denk.(2.4) kullanilarak tek elektronlu bir atom ig¢in kesikli spektrumun tam

ozfonksiyonlarinin,
W (r,0,0) =R, (r)Y,,(6,9) (2.38)

biciminde yazilabilecegi goriiliir (Bransden ve Joachain 1999). Buradaki R(r) radyal
fonksiyonlar1 Denk.(2.37) ile verilir ve Y(8,¢) kiiresel harmonikler dalga

fonksiyonlarimin acisal kisimlarin1  olusturur. Denk.(2.1) 6zfonksiyonlarinin

normalize, yani
) V4 2
[arr[dosing [dgly,, (0.0 =1 (2.39)
0 0 0

olmasi gerekir. Kiiresel harmonikler birim kiire iizerinde zaten normalize edilmis

olduklarindan normalizasyon kosulu R , (r) radyal fonksiyonlarinin

oo

[IR,(r| rPar=1 (2.40)

0

biciminde normalize edildiklerini gosterir. Denk.(2.37) ile verilen radyal dalga

fonksiyonunda o yerine p = 2—Zr ifadesi yazilir, I’"'(p) icin de Denk.(2.35) ile

n+l
a

verilen Laguerre fonksiyonu yerine yazilir ve diizenlenirse

R, (r)= (2ZJ (”_l_l)!3 (Z—ZJ (2.41)
na, ) 2n|(n+1)] na,

k
27
” n—I-1 (_ na J —ir
[(n+l)!] z 0 e " rlpt

S kl(n—1-1-k)1Q21+1+k)!




elde edilir. Bu denklem, Denk.(2.40) ile verilen normalizasyon kosulunda yerine

yazilirsa

T R, () ridr= T [uj i)} [ﬂj (2.42)

0 o\ 2”[(”+l)!]3 na,

2

2Z
& (_na] 2z,
([CENIEDY - e " r'r¥*ridr
S == 1- k)2 +1+ k)

ifadesi elde edilir. Daha sonra sabitler integralin disina c¢ikarillip, Gama
fonksiyonundan faydalanilarak integral coziiliip gerekli sadelestirmeler yapildigi

zaman

i 2 5. (n+1) 1 |
j R, (r| ridr= — (2H1+k)!(21+2k+2). (2.43)

0

ifadesi elde edilir. Bu ifadede n =1, [ =0 ve k =0 degerleri yerlerine yazildiginda

normalizasyon kosulunun saglandigr goriiliir.

2.6 Radyal integral

n,I,m kuantum sayilar1 ile tanimlanan bir seviyedeki elektronun n’,l’,m’

kuantum say1l1 bir seviyeye gecisinde sogurma tesir kesitini hesaplayabilmek icin ilk

olarak

[RGLnT)=[R, (") R, (1) dr (2.44)
0 0



radyal integralinin ¢dziimii bilinmelidir (Shafer ve Bersohn 1990). Burada R ,(r) ve
R, (r) iki farkli kuantum durumunu tanimlayan tek elektron radyal dalga

fonksiyonlaridir. Daha 6nce izah edilen Denk.(2.41) iki farkli kuantum durumu i¢in

yeniden yazilirsa

1

R ()= {( 27 I (n—1-1) }2 ( 27 Jl (s 045)

na, ) 2n[(n+1)f na,

k
( 5 j
- z
n—[-1 _Z .,
z na, o "0 plpk

S (n—1-1-k)!Q2l+1+k)!

n'a, ) 2n'[(n" + 1)} na,

P
W'~ s _z
na, e n'a(,r )

r'r
= pl(n'=I'=1-p)2I'+1+ p)!

R, (r)= {( 2Z I (=1 -1) F (22 Jl’ [+ 1) (2.46)

ifadeleri elde edilir. Radyal integralin ¢oziimiinde hesaplamalarda karmasikliktan
kacinmak i¢in Denk.(2.45)’deki sabitler A ve B ile, Denk.(2.46)’deki sabitler de C ve

D harfleri ile gosterilsin.

1

s G e

)
5 Mo (2.48)

B=
S (n—1—1-k)!(2l +1+k)!




1

(s () weor

D :n'—l'—l n/ao

S pl(n =1 =1-p)I2 +1+ p)!

(2.50)

Bu durumda Denk.(2.44) ile verilen radyal integral ifadesi yeniden yazilip

diizenlenirse

z r(n+n")

JR,,;(F) Rn»,»(r)r3 dr:ABCDI r1+1'+k+p+3 e nn'a, dr (251)
0 0

denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zebilmek i¢in ifadeyi bir gama fonksiyonuna
benzetmeye calisalim. Bunun icin
Z(n+n) .

I+I'+k+p+3=m ve ——r=x (2.52)
nn'a,

degisken doniisiimleri yapilabilir. Ikinci ifadeden r degiskeni ve tiirevi

’ 4
nna, nna,

= S dr:—, X (253)
Z (n+n) Z (n+n)

seklinde elde edilir. Bulunan bu ifadeler Denk.(2.51)’de yerine yazilir, sabitler

integral disina ¢ikarilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

. , m+l o
nn'a
R ()R, .(r)r’dr=ABCD| ——%— x" e - dx 2.54
!n,m (1) [Z(Hn,)} J (2.54)



ifadesi elde edilir. Denk.(2.54)’deki integral ifadesi gama fonksiyonu olup m!’e
esittir (Arfken 1985). Integral ifadesi yerine m!, m vyerine [+I'+k+p+3
yazildiginda asagidaki ifade elde edilir.

oo , I+ +k+p+4
[ R, (") R, (r)rdr=ABCD MGy A+l +k+p+3)!  (2.55)
0 Z (n+n)

A, B, C ve D sabitleri de yerlerine koyuldugu zaman radyal integral ifadesi son halini
alir.

1

[ nrare (2] Lok (2] ooy

1

{( = j 2512(;’1:1'1)3}3 } (nz'fo J (1) 2.56

k 14
_2Z _ %2
ni nao n'=l'-1 n'ao

S n—-1-1-0)IQL+1+k)! S pl(n' —1'—1- p)\Q2 +1+ p)!

, (141 +k+p+4)
nn'a, ,
0 [+0 +k+ p+3)!
{ Z (n+n')} ( p+3)

Analitik olarak elde edilen radyal gecis integrali ifadesi hidrojen atomunda iki
foton sogurma tesir kesitlerini hesaplamak i¢in kullanilacaktir. Dalga fonksiyonunun

acisal kisimlart ise Racah yontemiyle belirlenecektir.



3. COK-FOTON SURECLERIi

Elektromanyetik dalga-atom etkilesimi hakkinda bilinenlerin ¢ogu tek-foton
siirecleri ile ilgili ¢caligmalardan elde edilmistir (Lambropoulos 1976). Cok-fotonlu
siireglerin anlasilmasi tek-fotonlu siireclerin bilinmesine baghdir. Elektromanyetik
dalga atomla etkilestigi zaman ii¢ temel fiziksel olay meydana gelir: sogurma,
kendiliginden salma ve etkilemeli salma. Buradaki s6z konusu ii¢ cesit gecis
arasindaki iligki 1917 yilinda Einstein tarafindan ele alind1 ve agiklandi. Einstein bu
olaylarin zamanla gerceklesme oranlarinin birbiriyle iligkili oldugunu gosterdi. Bu

olaylar Sekil 3.1°de gosterilmektedir.

() (b) (c)

Sekil 3.1: Uc temel elektromanyetik dalga-atom etkilesimi: a) sogurma, b) kendiliginden
salma, c) etkilemeli salma. Kesikli oklar fotonlari, daireler elektronlar1 ve diiz oklar elektron
gecislerini ifade ediyor. Yatay cizgiler enerji seviyelerini gostermektedir.

Einstein elektromanyetik alanla etkilesen bir atomun sadece iki enerji
seviyesini gdz Oniine aldi. Sekil 3.1’de O temel seviyeyi, 1 uyarilmis seviyeyi
E -E,

gostermektedir. E, enerjili temel seviyedeki atom, alandan frekans1 v, = P

olan bir foton sogurarak uyarilmis seviyeye gectigi zaman sogurma olay1r meydana
gelir. Buna gore taban seviyeden uyarilmis seviyeye gecen atom sayisinin zamanla

degisim orani



dN,

72301 Ny py, (V) G.D

bagmtist ile verilir. Burada N, temel seviyedeki atom sayisi, 0, (D), v,

frekansindaki radyasyonun enerji yogunlugu ve B, Einstein sogurma katsayist

olarak tanmimlanir. Uyarilmis seviyedeki bir atom bir foton yayarak kendiliginden

temel seviyeye geri donerse kendiliginden salma olusur. Kendiliginden salma orani

av,

L= AN, (3.2)

seklinde verilir. N, uyarilmis seviyedeki atom sayisini verir ve A,, Einstein

kendiliginden salma katsayisi olarak tanimlanir. Uciincii siire¢ olan etkilemeli
salmada uyarilmis seviyedeki bir atom gecis enerjisine esit enerjili bir fotonla
etkilesir. Bu etkilesim atomun temel seviyeye donmesine ve bu sirada

baslangigtakine 6zdes ikinci bir foton yaymasina neden olur. Etkilemeli salma orani

dN,
dt

==B,, N, p;, (V) (3.3)

ile verilir ve B,, Einstein etkilemeli salma katsayist olarak tanimlanir. Her ii¢ siiregte

de fotonlarin enerjisi, atomun iki elektronik enerji seviyesi arasindaki farka esittir.
Radyasyon enerji yogunlugu, birim dalga sayisi araligi basina Planck kanunu

ile

8T hv’
p(v):C3(ehv/kT _1)

(3.4)

seklinde verilir ve farkli kuantum durumlarinda atomlarin sayis1 Maxwell-Boltzman

kanunlarina gore

N, — o (E-E) /KT _ =huyy /KT (3.5)
N,

ifadesiyle verilir.



Eger sistemin termal dengede oldugu kabul edilirse O seviyesinden 1
seviyesine sogurma oraninin, 1 seviyesinden O seviyesine kendiliginden ve etkilemeli

yayma oranlarinin toplamina esit olmasi gerekir. Yani;

By N poi (V)= Ajy Ny + By Ny pio(vy9) (3.6)

yazilabilir. Burada sogurma miktari, salma miktarina esittir. Denk. (3.4) ve (3.6)

kullanilarak ve termal denge durumunda B = B, = B,, durumu (p = p,, = p,,) g0z

oOniine alinarak

A
(V)= T (3.7
p B,, oo /KT ~B,

elde edilir. Dolayisiyla kendiliginden salma katsayisi, etkilemeli gecis katsayisina

bagh olarak

A= B (3.3)

seklinde yazilabilir. Bu denklem Einstein katsayilarinin birbirleri arasindaki
iliskilerinin anlagilmasimi kolaylastirir. Einstein bu teoriyi kullanarak etkilemeli
salmanin, Plank 1s1ma yasasinin onemli bir sonucu oldugunu gostermistir. Normal
tek-foton siirecleri icin mevcut bu temel fikirler iki-foton siiregleri icin de
genisletilebilir (Brown 1999).

Bir foton iki enerji seviyesi arasinda bir gecisi saglamak i¢in yeterli enerjiye
sahip degilse iki veya daha fazla sayida foton kullanilabilir. Uyarilmis bir atomik
seviye, kendiliginden veya etkilemeli iki-foton yayma islemi yoluyla bozunabilir.
Bahsettigimiz bu siirecler cok-fotonlu siirecler olarak bilinir. Kendiliginden iki-
fotonlu bozunmanin disinda, cok-fotonlu siireclerin gozlenmesi icin genellikle
yiiksek 151k siddetlerine ihtiya¢ duyulur. Yeni ve giiclii lazerlerin gelisimine paralel
olarak optiksel frekanslar igin yiiksek siddetlerin elde edilmesi miimkiin hale
gelmistir.

Cok-foton sogurma siirecleri ilk kez teorik olarak caligildi. 1920’lerin

ortalarinda Schrodinger (1926) ve Dirac (1926) birinci-dereceden pertiirbasyon



teorisini gelistirip bunu tek-foton sogurma siireclerine uyguladilar. Dirac aym
zamanda ikinci-dereceden pertiirbasyon teorisi uygulamalarim da arastirdi. Ikinci-
dereceden pertiirbasyon teorisini bir iki-foton siireci olan elektron sa¢ilmasina
uyguladi. 1931 yilinda Goppert Mayer adli Alman fizik¢i ikinci-dereceden
pertiirbasyon teorisinin sacilmadan farkli bir siire¢ olan iki-foton sogurma siirecini de
tanimlayabilecegini gosterdi ve iki-foton gecisi tizerine ilk teorik ¢aligmalar yapti.
Mayer’in calismasindan sonra ¢ok-foton siireclerinin pertiirbasyon teorisi ile
aciklanabilecegi ortaya cikmis oldu. Uzun yillar iki-foton sogurma siireci deneysel
olarak kanitlanamadi ve bu siirecin tam olarak ispati 1960’larda lazerler
gelistirilinceye kadar yapilamadi. Son kirk yil boyunca lazer teknolojisinin gelisimini
takiben, cok-fotonlu uyarma ve iyonlagma siirecleri hem teorik hem de deneysel

olarak calismacilar tarafindan yogun calisilan konular arasinda yer almaktadir.

3.1 iki-Foton Siirecleri

Burada en basit ¢ok-foton siireci olan iki-foton siireci ele alinmaktadir. iki-
foton sogurma teorisi iizerine ilk calismayr yapan Alman fizik¢i Maria Goeppert
Mayer ikinci dereceden zamana bagh perturbasyon teorisinin kuantum mekaniksel
yaklagimini kullandi. Go6zlenen iki-foton sogurma isleminde ilk deneysel sonuglar
Kolombiya Universitesi’nde 1950 yilinda Hughes ve Grabner tarafindan yayinlandi
(Hughes ve Grabner 1950). Buna ragmen iki-foton sogurma siireci, yiiksek uyarma
enerjileri gerektirdigi i¢in deneysel olarak kanitlanamadi ve bu siirecin tam olarak
ispati lazer gelistirilinceye kadar yapilamadi.

1960’larda lazerlerin kesfiyle c¢ok-foton siireclerinin deneysel olarak
gbzlenmesi miimkiin hale geldi ve o zamandan beri iki-foton siire¢leri iizerine teorik
calismalar biiyiik ilgi cekmektedir (Kassaee ve ark. 1988). Aymi frekansh 15181n elde
edilebilmesi ve lazer 1s1k giicliniin artmas1 ile temel seviyeden tiim uyarilmig
seviyelere hidrojen gecisleri icin iki-foton sogurma katsayilarini 6l¢gmek miimkiin
hale geldi (Quattropani ve ark. 1982). iki-foton gegisleri hidrojen atomunun ara
seviyelerini arastirmada, ince-yap1 sabitini belirlemede, Lamb kaymasi 6l¢iimiinde

ve Bell esitsizligini ¢cozmede kullanilmaktadir (Bassi ve Baluja 2000). Bu siiregler



sadece maddeyi arastirmada degil aym zamanda 1518in koherens ozelliklerini
calismada da kullanilir (Bredikhin ve ark. 1973).

Iki-foton siirecleri de tek-fotonlu siireclere benzer. Bu siiregte bir elektron es
zamanl olarak iki foton sogurur ve fotonlarin enerjileri toplamina esit enerjideki bir
{ist seviyeye gecer.

Asagidaki sekilde ii¢ temel iki-foton siireci gosterilmistir (Brown 1999).

—_—
___________ ’
. A
........... ’
\ A
(@) (b) (©

Sekil 3.2: Uc temel iki-foton siireci (a) iki-foton sogurma, (b) kendiliginden iki-foton
yayma, (c) etkilemeli iki-foton yayma. Kesikli oklar fotonlari, daireler elektronlar1 ve diiz
oklar elektron gecislerini ifade ediyor. Kesiksiz yatay cizgiler enerji seviyelerini, noktali
yatay cizgiler ara enerji seviyelerini gostermektedir.

Sekil 3.2(a)’da gosterilen iki-foton sogurma siirecinde temel seviyedeki atom
1s1ma alanindan iki foton sogurur ve elektron daha yiiksek enerjili bir seviyeye cikar.
Sekil 3.2(b)’de gosterilen kendiliginden iki-foton yayma siirecinde elektron uyarilmis
seviyeden daha diisiik enerjili bir seviyeye kendiliginden gecer ve bu arada atom iki
foton yayar. Sekil 3.2(c)’de gosterilen etkilemeli iki-foton yayma siirecinde ise
uyarilmis atom iki foton sogurarak bir ge¢is yapmaya zorlanir ve sonugta fazladan iki
foton yayar.

Normal bir sogurma siirecinde bir foton bir atomu uyarir. Bu uyarma isleminin
olasilig1 atoma gonderilen 15181n siddeti ile orantilidir. Burada gonderilen fotonun
enerjisi atomu uyarmak ic¢in gerekli olan enerjiye karsilik gelir. Molekiilii uyarmak

icin gerekli olan enerji ise iki ya da daha fazla fotonun enerjilerinin birlesimi ile



saglanabilir. Bir-foton sogurma (SPA) siirecinde eger foton A dalga boyuna

SPA
karsilik bir enerjiye sahipse ve iki-foton sogurma (TPA) isleminde ise iki foton A,,,
dalga boyuna karsilik bir enerjiye sahipse enerjinin korunumundan dolay1

Aypy =2 A, olmalidir. Ornek olarak 810 nm dalga boyu ile iki foton bir molekiilii es

zamanli olarak uyarabilir. Bu durumda sogurulan enerji 405 nm de bir foton
enerjisine esittir. Bu yolla yakin kizilotesiyle goriilebilir 1s1kla ve U.V. bolgede gii¢lii
sogurmalara sahip molekiillerin uyarilmast miimkiindiir. Boyle cok-foton
islemlerinin olasiliklar1 ¢ok diisiiktiir ve islemlerdeki fotonlarin sayis1 da siddete
baghdir. Yani iki-foton sogurma icin olasilik, siddetin karesine bagl olacaktir. Iki ve
cok foton sogurma siiregleri icin gegcis olasiliklar1 ve gecis olasilik oranlar ¢cok genis
bir teoriye dayanir. Bu teori ile ilgili ayrintili bilgiler 6zellikle lineer olmayan optik

kitaplarinda bulunabilir (Aymar ve Crance 1981).

3.2 Iki-Foton Sogurma Siirecleri

Asagida iki tiir iki-foton sogurma siireci ifade edilmektedir. Bu siiregler

sematik olarak Sekil 3.3’de gosterilmistir.

(a) (b)

Sekil 3.3: Farkli iki tip iki-foton sogurma siireci. Yatay cizgiler enerji seviyelerini ve
noktali ¢izgiler sanal seviyeleri gostermektedir. Oklar seviyeler arasindaki gecisleri gosterir.
a) adiml1 bir-foton uyarma b) eszamanl iki-foton uyarma.

3.2.1 Adimh Bir-Foton Uyarilmasi



Bir foton sogrulmasiyla bir atom ya da molekiil temel durumdan daha yiiksek
enerjili bir tist duruma uyarilabilir. Atom ya da molekiil bir foton sogurup bir ara
seviyeye uyarildigi zaman, bulundugu seviyeden tekrar geri déonmeden ikinci bir
foton daha sogurarak iistteki gercek seviyeye uyarilabilir. Bu isleme iki adimda bir-
foton sogurma/uyarma adi verilir (Sekil 3.3a). Ayn1 anlamda benzer islemler gercek

ara seviyeler yardimiyla ikiden daha fazla ardisik foton sogurarak saglanabilir.

3.2.2 Es Zamanh Cok-Foton Sogurma

Es zamanli cok-foton sogurma, iki gercek atomik ya da molekiiler seviye
arasindaki enerji farkina karsilik gelen enerjiye sahip iki ya da daha fazla foton es
zamanli sogruldugu zaman gozlenir (Sekil 3.3.b). Burada sogurma isleminin gergek
seviyeler arasindaki sanal seviyeler yardimiyla gerceklestigi diisiiniilebilir. Boyle
sanal seviyelerin Omiirleri Heizenberg belirsizlik ilkesi ile sinirlidir. Eger ¢ok kisa

zaman periyodu altinda gézlem yapildiysa gercek seviyeye yakin enerji seviyesi tam
olarak ifade edilemez. Sanal seviyenin tahmini 6mrii10 =" sn civarindadir. Bu siire

es zamanl cok-foton sogurma siiregleri i¢in 6nemli Olciide dikkate alinmaktadir. Bir
cok tam hesaplama yapilarak giiclii lazerlerle yiiksek akiya sahip fotonlar
kullanilarak bir atom ya da molekiil tarafindan extra bir fotonun 10 ~" sn igersinde
sogurulmasi1 gerektigine isaret edilmektedir. Sanal seviyenin yasam Omriiniin ¢ok
kisa olmasi iki-foton sogurma tesir kesiti oraninin ¢ok diisiik olmasina sebep olur
(Karlsson and Nilsson 2001)

Iki-foton uyarma isleminin farkli secim kurallar1 tek-foton uyarma islemi ile
karsilastirildiginda sogurma spektrumunun farkli oldugu goriiliir. Genel olarak iki-
foton sogurma spektrumu tek-foton sogurma spektrumundan daha genistir. iki
fotonun sogrulmasinin gecis olasiligi her iki fotonun birlikte kutuplanmasina

baghdir.

3.3 Iki-Foton Teorisinde Zamana Bagh Pertiirbasyon Teorisi



Gelen elektromanyetik dalganin sadece tek dalga boyuna sahip oldugu bir
durumda iki-foton gegis olasiliginin yaklasik bir ifadesini tiiretmek icin zamana bagh
pertiirbasyon teorisinden faydalanilir. Bu tiiretme islemi kuantum mekaniksel bilgiler
gerektirdiginden oldukca detaylidir. Daha az detayli benzer tiiretmeler literatiirde
sikca bulunmaktadir (Bates and Damgaard 1949).

Herhangi bir elektromanyetik dalga ile etkilesen bir atom goz Oniine
alindiginda boyle bir sisteme ait Schrodinger denklemi

ow'(F,1)

ih —, " [H, +H' 0O)¥'(F.1) (3.9)

seklinde yazilabilir. Burada toplam Hamiltonien H, perturbe olmamis sistemin

Hamiltonieni H,ve etkilesme Hamiltonieni’nin toplami seklinde asagidaki gibi

yazilmistir;

H=H,+H'(t) (3.10)

H, zamandan bagimsizdir ve pertiirbe olmamus elektronun kinetik enerjisi ile

cekirdekle elektron arasindaki Coulomb etkilesiminden ileri gelen potansiyelin

toplami olup,

2 2
Hy =1y 2 (3.11)
2u (4ze,)r

seklinde verilir. Buradaki g indirgenmis kiitledir. Ayrica bu denklemlerin ¢éziimleri

olan ¥ (7,7) dalga fonksiyonlari ise

¥ (7,1) =y (F)e ™ (3.12)

n



seklinde ifade edilir. Buna gore Denk.(3.9)’un c¢o6ziimleri olan ‘P'(F,t) dalga

fonksiyonlart Denk.(3.12) ile verilen dalga fonksiyonlarinin bir lineer bileskesi

seklinde

W(F,1)=>c )y, (F)exp(—iE,t/h) (3.13)

k

yazilabilir. Buradaki toplam tiim seviyeler {izerindendir. Denklem (3.13)’deki ¢, (r)
katsayis1 ise, W'(7,r) dalga fonksiyonuna k seviyesinin dalga fonksiyonunun
katkisimi gosterir. H’(f) etkilesmeden kaynaklanan bir perturbasyonu ifade
etmektedir. Burada perturbe olmamis Hamiltonien H,’in E, 0zdegerlerinin

bilindigi varsayilmaktadir. Bu durumda

H,¥, =E, ¥, (3.14)

ifadesinin ¢oziimii normalize edilmis hidrojen tipi dalga fonksiyonlaridir. ‘P,

ozfonksiyonlar tam takim oldugu icin, zamana bagl Schrodinger denkleminin genel

¢Ozuimi

iEt

Y=>c 0¥ e " (3.15)
k

olarak verilir. c, (#) katsayillarim1 saglayan denklemleri elde etmek i¢in Denk.(3.10)

ve Denk.(3.15) ifadeleri Denk.(3.14)’deki Schrodinger denklemine yerlestirilerek

iE t iB,t

ih%[ch ORD e_”}:(HO +AH ()Y e, (1) Pe " (3.16)

bulunur. Simdi genel perturbasyon teorisi yontemini takip ederek (Bebb ve Gold

1966) k. 06z durumun kuantum mekaniksel genligi ¢, (¢), bir t zaman sonra



perturbasyon uygulayarak bir giic serisi seklinde acilabilir. Zamana bagh

perturbasyon teorisinin iyi bilinen tekrarlama 6zelligi kullanilarak

d s 1 p
Z(Ck( >(t))zgzn:<k|H

i, t

nye,“ " (t)e (3.17)

ifadesi yazilabilir. Buradaki toplam biitiin n 6zdurumlan iizerindendir ve @, n.
enerji O0zdurumundan k. 6zduruma gecise karsilik gelen frekanstir. Eger sistem
baslangicta |g> temel durumunda bulunuyorsa, c, (0)= 5kg olur ve ¢, (0) = ck(o) 0)
oldugundan biitiin s >1 ler i¢in ck(‘y) (0) = 0 sonucuna ulasilir. Sonug olarak birinci

derece tiiretme ifadesi,

d (4 1 ,
Z(Ci)(t)) E<k|H

i

g>eiw‘”’ (3.18)

seklinde verilir. Bu ifadeyi integre etmek icin acik olarak Hamiltoniyenin zamana
baghiligin1  belirtmek gerekir. Burada harmonik bir radyasyon alaninin

bulunmasindan dolay1 etkilesme Hamiltoniyeni

H'=ﬁ'cosa)t=%ﬁ'(e'i“" +e”") (3.19)

seklinde yazilabilir. Bu denklemdeki H '(t) zamandan bagimsizdir ve @ sabit olarak

g6z Oniine alinan 1s131n frekansm gostermektedir. Ikinci denklemin sag tarafinda

tictincii denklem yerine yazilip integre edilirse,

1
2in

g>J'(€i(a)Ag—a))t 4ol @t )dl

(ki

ei(w“, —o)t (o, +o)t

1 (K] g{ + }sabn (3.20)

W, —0 G+



elde edilir. Baslangi¢ degeri olan ¢, “(0) = 0 degerini kullanarak sonugta

(@, —o)t _1 €i(‘% +w)t _1

g) + (3.21)
w, — ,, + 0

e (t):—%<k‘ﬁ'

denklemi elde edilir. Burada son seviye | f > ’in ikinci derece genligini bulmak igin

daha ©once bulunan Denk.(3.21) birinci derece ifadesi ve Denk.(3.14) tekrarlama

formiiliinii kullanarak,

d 1 /| ia)ﬂt
Z(c}” (t))ZEZka |H k)" (1)e™ (3.22)

ifadesi bulunur. Denk.(3.22)’ nin sag tarafinda ck(l) () ifadesinin degeri yerine

yazilarak ve H' i¢in (3.19) denklemini kullanarak

i(ay, —w)t _ (o, +o)t _ )
i S g)e e € Ly Lt
4in” 7 o, -0 o, +@
1 77 77|
== S (| )k Ye)x (3.23)

1 k

ei(wkg—Zw)r ei(wkg—w)t .\ eiwﬂ,r ei(wkg—w)r .\ ei(ufkt e““’kg*"”” .\ ei(wkg+2w)t ei(wkg+w)r

Cl)kg - Cl)kg - a)kg + @ a)kg + @ Cl)kg - Cl)kg - a)kg + @ a)kg + @

ifadesi elde edilir. Burada her k degeri i¢in @, +®,, = @,, degeri yazildigina dikkat

edilmelidir. Integrasyon isleminden sonra kullanish ifadeler elde etmek icin bazi
yaklagimlar yapilmasi zorunludur. Denk (3.23)’de parantez igindeki terimlerin her
birine karsilik gelen fonksiyon, (3.23) denklemine karsilik gelen payda ve iistel
frekans carpaninin carpimi olan payda seklinde bir oran icerir. Boyle integre edilen
her bir terimin k iizerinden toplami alinarak bu toplamlarin her birindeki tamamen

baskin terimlerin nihai toplamda oldugu gibi paydadaki ¢ok kiiciik iki ¢arpana sahip



terimler olacag: goriiliir. izinli olmayan bir foton uyarilmalarinin bir sonucu olarak

agisal frekans @, @’ye yakin olamaz. Ayni sebepten dolayr @, 'nin degeri de
@’ye yakin olamaz. (@, -2 @) farki daima sifira yaklagir ve bazi k degerleri i¢in
(a)kg -w) degeri (a)kg+aJ) degerinden ¢ok daha kiiciiktiir. Bu sebepten dolay1 bu

kaba tiiretme ifadesinde Denk. (3.23)’lin parantez i¢indeki ilk terimi integre edilmis
terimi baskinlastirmak icin gbz Oniine alinabilir. Sonra terimlerin geri kalanlarini

ihmal ederek ve integrasyonu diizenleyerek

i(wy, —2m)t _ 1

e
8) (@, 200, ) 24

k )k |H

2 1 7’|
c;)(;) =~ 4h_ZZk:<f|H

son seviye icin ikinci derece genlik ifadesi elde edilir. Burada baslangic degeri
integral sabitini bulmak i¢in kullanilmistir. Bir # zamani sonra son seviyede sistemin
bulunma olasilig1 genligin karesinin mutlak degerine esittir.

Seviyelerin yogunluk terimlerinde iki foton sogurmanin toplam olasilig

Pooy ) = [0 p(E  )dE,, (3.25)

ile verilir. Simdi ilk olarak

i(wfg -2w)t

‘ei(a)jg—Za))t _1‘2 _ (ei(a)/g—Za))t ~I)(e _h=2- (e_i(wfg “2w)t + ei(a)/g—Za))t) _

., (@ fe —2w)t
=2(1-cos(®, —2w)r) = 4sin B = (3.26)

Sin2 M ~ ~ 2
‘C<2>(t)‘2 1 2 Z<f|H k)(k|H g>| _
! 4 (ho, -2h0) |5 (o, —ho) |




, (E, —2E)1

sin

~ ~ 2
4 (E,-2E)" |4 (E,, - E) |

ifadeleri yazilabilir. Seviyenin yogunluk genisliginden daha uzun zamanlar igin

t — oo yaklagimu yapilabilir. Denk. (3.27)’daki Siniis ifadesini yeniden yazarak

2 B —2E) ., (E, —2E)
on  _#t 1 2h (3.28)
2 2 2 :
(E, —2E) 4n* m H(E, —2E)
4n’

ifadesi elde edilir.

Bir spektroskopik gecisin dogal genislemesi icin yar1 maksimumda dogal
genislik Av =1/2 7z 7 olarak verilir (Thorne ve ark. 1997, Svanberg 2001). Burada 7
yasam siiresidir. Seviyelerin yogunluk katkis1 frekans ve enerji birimlerinde cok

biiyiiktiir ve bu sebepten dolay1 ortalama zaman ¢ok kiiciik olur.

1 sin®¢
lim— - = &(x), (3.29)
> T IX
(E, —2E)t

2 f
R B e o )2
lim — =L ") =2nS(E,, - 2E). (3.30)
=7 (E, —2E)’t 2n

4h*

t — oo ’a giderken Denk.(3.25) icersinde Denk.(3.27) ve Denk.(3.28) birlestirip yerine
yazilirsa

~ ~ 2
(1A k)k|Hs)
(Ekg - E)

Py (1) = % [sE, —2B)Y p(E,)dE,, (3.31)



ifadesi elde edilir. Dirac Delta fonksiyonu yardimiyla bu integral biitin E, ler

tizerinden ¢oziildiigiinde yaklasik ayn1 degere sahip olur ve sonucta

( ><k|fr| )|
P ()= 23 5 § | PED (332)
] .

denklemi yazilir. Gegis olasilig1 oran1 birim zaman basina olasiliktir ya da

TPA _
dt

TPA

;<f|;,1k><k|p,»|g>|2

E,-E) | (Eg)- (3.33)

biciminde verilir ( Karlsson ve Nilsson 2001).

3.4 iki-Foton Sogurma Tesir Kesiti

Elektromanyetik dalganin atomik sistemler ile etkilesimi son yillarda bir ¢ok

teorik ¢aligmact tarafindan arastirlmaktadir. Bu ilginin cogu iki-foton siiregleri
lizerinedir. Elektromanyetik dalga-atom etkilesimi, birden fazla sayida E, enerjili
151k kuantasi sogurma ve yayma gibi ¢esitli cok-foton siirecleri meydana getirebilir.
|k> ara seviyeleri yoluyla bir | g> baslangi¢ seviyesinden | f > son seviyeye
(E,.E;,E enerjilerinde) olusan bu gecisler, |ik> tim atomik seviyeler iizerinden
toplam bagmtisinda (E, —E; +nE ) enerji paydalari iceren dispersiyon formiilleri
ile ifade edilir.

Zamana-bagli pertiirbasyon teorisinde N-foton sogurma tesir kesiti o, (cm®)

nonrelativistik dipol yaklagiminda tiiretilebilir (Gontier ve Trahin 1971):

2

—— MY ()| g(NE,) (3.34)

1
N=
P

1
2
G(A):(Zﬂ') I’OC(ZJ E—p



Bu bagintida 7, = 2,81795x10™"° m klasik elektron yarigap1, ¢ =2,997925x10° m/ s
151k hizi, I (W /cm?) gelen 11 siddeti, I, =14,038x10'°W /cm?, E, =0l1875au.
foton enerjisidir. g(N E ) atomik ¢izgi sekli olarak tanimlanmis ve Bickel ve Mcrae

tarafindan g(NE,)=9,6% 2,5%x107"* s seklinde verilmistir (Bickel ve Mcrae 2000).

Atomik birimlerde N. dereceden gecis matrisi elemani

2

| (3.35)

MYME)=| S T(nln"1"n’l’;L,; SLISL"J"SL'J")
T E—EWTL"]")+E

seklinde yazilabilir (Omidvar 1980). Buradaki hesaplamalarda baslangi¢ seviyesi
yalin halde, ara seviyeler ¢ift iist indisli son seviye tek {ist indisli gosterimle ifade

edilmektedir. Hidrojenik sistemler i¢in Denk.(3.35)’deki T niceligi

T (nIn”V'n’l";L,;; SLISL"J"SL'J") :ﬁM MZA<4 f|zéi -17i|m><m|ZEi i

= 2J1+1 > (@S, Lin)SLIM , [P(10)| (e, S,L,n"I")SL"I'M ,.)x
M;M; M

(e, S,Lin"1")SL"J'M - |P|(et,S,Lin'I)SL'IM ,.)
(3.36)

1
‘+l7+2s g 7 g -1 g ” ”
— (_) U+1"+2s+L+L'+2J [(2L+1)(2L +D)(2J+D)7 (27 +1)ﬁ (2L + l)(2] + 1)

><LlLl L L I'\(SsJ LS J L
| A 740 B & R A 956 I R S A B § B A

J J” 1 J’ J// 1 » »
X|:sz|:M -M, 0}[1\/[ M, OﬂX(ann 1")n"1”||P|

J J

n’l '>

biciminde verilir. Bu ifadedeki radyal integral,



(nl |7

n')=l. TRn,(r) R, (r)ridr (3.37)
0

seklinde tanimlanir. Burada [_, [ ve [’’niin en biiyiik degerli olamdir. R, ve R,

tek elektron radyal dalga fonksiyonlaridir. Denk.(3.36)’da gec¢is yapan elektron
haricinde atoma ait geriye kalan sistem ¢,S,L, kuantum sayilariyla gosterilmektedir

ve bu seviyenin kuntum sayilarmin gecis boyunca degismedigi g6z Oniine
alimmaktadir. Benzer olarak toplam spin agisal momentum kuantum sayisi da gegis
boyunca korunmaktadir. Denk.(3.36)’daki nicelikler hesaplamalarda kolaylik

saglamasi i¢in agisal katsayilar ve radyal ifadeler olmak {lizere gruplandirilabilir.
I'+1"+28 -1 ’ y
C(H) =(-D)"" [27 +)" @I +D} > x

o S J L)(S J L
D ()Y I+ y s yoon (X (3.38)
e 1 L”J|\ 1 L J
Z (J J” 1}(1’ J’ 1}
oM, -M, 0 )\M,-M, O

C(H) katsayilar1 3-j ve 6-j katsayilarina bagh olarak verilen sabitlerdir. Radyal

integraller ise
R(nl,n'1)=[ R, (1) Ry (r) 1" dr (3.39)
0

biciminde gosterilir. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra iki-foton sogurma tesir

kesiti ifadesi sade bir sekilde,

N-1 2
1 1 1 C(H)R(nl,n"I"YRW"U",n’l’
O =Qm)° rc| — —><| . (H)R( M)”( ) g(NE))
I,) E,|EN'f% B-BwTL)+E, |

P

(3.40)

biciminde yazilabilir.



3.5 Tesir Kesitlerini Hesaplama Yontemleri

Hidrojen atomunun iki-foton iyonlasmasi olayinda, ge¢is matris elemanlarini
hesaplamak i¢in bilinen pek ¢ok yontem vardir. Tiim bu hesaplamalar arasindaki
temel farklilik ara seviyeler iizerinden sonsuz toplamdan kaynaklanir (Jayadevan ve

Thayyullathil 2001).

3.5.1 Kapal Toplama Yontemi

Kapali toplama yontemi, Dalgarno ve Lewis (1956) tarafindan bulunmus ve
Schwartz ve Tieman (1959) tarafindan gelistirilmistir. Bu yontemle Zernik ve
Klopfenstein (1965) pertiirbasyon teorisi sonucunun herhangi bir baslangi¢
seviyedeki hidrojen atomunun iki-foton iyonlagsmasi i¢in tam olarak nasil
hesaplanabilecegini gosterdiler. Gontier ve Trahin bu yontemi n-foton iyonlagmasi
icin genellestirdi.

1955°de, Dalgarno ve Lewis tarafindan kullanilan kapali toplama yontemi
ikinci-dereceden matris elemanlarindaki sonsuz toplamlarin hesabini, birinci-
dereceden homojen olmayan diferansiyel bir denklemin sayisal integraline indirger.
Metot, Schwartz ve Tieman’in Lamb kaymas1 hesaplamalari, Zernik’in iki-foton
iyonlagsmasi, Tung’un iki-foton bozunmasi ve Mittleman ve Wolf’un fotonlarin
elastik sacilmasi gibi degisik iki-foton problemlerinde basariyla uygulanmustir.
Yayma i¢in radyal ikinci-dereceden matris elemani ifadeleri gecis simetrisi olarak
adlandirilan uygun yer degistirmelerle sogurma problemine dogrudan uygulanabilir
(Tung ve ark. 1986). Bu metot hidrojen atomunun daha iist uyarilmis seviyelerden
temel seviyeye gecis olasiliklarini degerlendirmenin yam sira, ¢ok-foton iyonlasma

siireglerinde tesir kesitlerini hesaplamak i¢in sikca kullanilir.



3.5.2 Schwartz-Tiemann Yontemi

Lamb kaymasi hesaplama calismalarinda Schwartz ve Tiemann, Dalgarno ve
Lewis’in kapali toplama teknigini genellestiren bir yontem gelistirdiler (Dalgarno ve
Lewis 1956, Schwartz ve Tiemann 1959). Bu yontem daha sonralar1 Zernik ve
arkadaslar tarafindan iki-foton etkilemeli bozunmada kullanildi (Zernik 1964, 1968,
Zernik ve Klopfenstein 1965).

Iki foton siireci gézoniine alindiginda ilk olarak,

5 fr(ﬂ)a ar(i)g
M}g):Z< [r*la){alr®s)

(3.41)
P (w,-0,-o)
niceligi  hesaplanmalidir.  Zernik’in  iki-foton iyonlasma hesaplamasinda

R, (r)Y, (6,¢) ifadesi hidrojenin durumlar1 olarak ele alinarak Denk.(3.41) ile

verilen hesaplama yapilmaktadir. Isigin 6zel bir kutuplanma durumu igin ilk olarak
acisal momentum cebri gerceklestirilmelidir. Bu yiizden ifade sadece radyal matris
elemanlarim igerir. Bu durumda ilk seviye 2S(/=0) oldugundan dipol yaklasiminda

ara seviyelerde [ =1 olmalidir. Bdylece problem,

<c;L (K : r)‘r|1?n7,(r)><l?ﬁr(r)| r|R, (1)
0, -0,+0

P (@)=Y (3.42)

ifadesinin hesaplanmasina indirgenmis olur. Burada nl, ilk seviyeyi gostermektedir
ve G(K;r) ise agisal momentumu L olan dalganin radyal kismidir. Hidrojen i¢in faz

kaymast,

5L:—argF(L+1—%) (3.43)



2
birimlerindeki

seklinde verilmektedir. ifadedeki K, yaymlanan elektronun e

dalga sayisidir. 2s’nin iki-foton iyonlasmasi i¢in foton frekans1 @ ile P (@) ve

P, (w) nicelikleri gereklidir. Zernik, Schwartz—Tiemann yontemini takip ederek,

PR (D[R ()G (K ryrdr’

U, (r.o)= . 3.44
1 (r, @) Z p— (3.44)

ifadesini tamimlamistir. Buradaki toplam  siireklilik icermektedir. Simdi

P. (@) niceligi,

P, (w) :IRM (NU,, (r,o)r* dr (3.45)
olarak yazilir. U, 'nin Laplace doniisiimii tanim1 yapulir,

S, (p,w)= IUI,L(r,a))e_’" dr (3.46)

ve bu ifadenin bir diferansiyel denklem sagladigi gosterilebilir. Bu sonug
Schrodinger denkleminden ve kapalilik sartindan gelir. iki-foton islemi igin

diferansiyel denklem,

2 2 )
B d—SzlL+(2p—l)dS1L szL (K;r)rte ™™ dr (3.47)
2 ) dp dp

seklinde yazilabilir. Ifadenin sag tarafindaki integrali hesaplamak icin 6zel bir teknik

kullanan Zernik, S,, ve S,, icin iki ayn diferansiyel denklem olusturdu (Zernik

1964). Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii yapilarak P, (w) i¢in,



1 1
AL(w)= ﬁ (szu /dp2 ),;:1/2 + m (d3SIL /dp3 ),;:1/2 (3.48)

elde edildi. Bu yontem kullanilarak Hidrojen atomunun 2S metastable durumu i¢in
detayli sonuglar elde edilir. Ara seviyeler iizerinden toplam islemi bu yontemde tam
olarak gergeklestirilmistir. Bunun dogrulugu sadece diferansiyel denklemin sayisal
¢Oziimiindeki dogrulukla sinirlanmaktadir. Daha sonra Zon, Rapoport, Kalrsfeld ve
Karule hidrojendeki iki foton islemi i¢in toplami hipergeometrik fonksiyonlara bagh
analitik olarak ifade ettiler (Zon ve ark. 1970, Rapoport ve ark. 1969, Klarsfeld 1970,
Karule 1971).

N foton siirecinde N > 2 icin goz Oniine alinan islemler birden fazla
diferansiyel denklem verir. Bu genellestirme ilk olarak Gontier ve Trahin tarafindan
Hidrojende ¢ok foton iyonlasma c¢alismalarinda yapildi (Gontier ve Trahin 1968,
1971). Bu arastirmacilar bir 6nceki boliimde elde edilen S,, denklemine paralel
olarak Laplace doniisiim uzayinda homojen olmayan diferansiyel denklemlerin bir
hiyerarsisini olusturdular. Zernik denklemine kars1 gelen birinci denklemin ¢oziimii
ikinci denklemin sag tarafim olusturmak icin kullanilir. Burada diferansiyel
denklemler Taylor serisi iizerinde temellenen bir yontemle sayisal olarak
¢oziilmektedir. Yontem iizerindeki ikinci ¢alismalarinda Gontier ve Trahin (1971)
diger yontemler kullanilarak (Zernik 1968, Chan ve Tang 1969, Klarsfeld 1970) elde
edilen verilerle mitkkemmel uyum saglayan sonuclar elde ettiler. Daha sonra Karule,
Hidrojende hipergeometrik fonksiyonlara bagli olarak herhangi bir N icin cok-foton
islemlerinin gecis genliklerinin analitik ifadelerini Coulomb Greeen’s fonksiyonunu
kullanarak elde etti ve 16’ya kadar varan N degerleri icin hesaplamalar yapti (Karule
1974). Bu yontemle elde edilen sonuglarin Gontier ve Trahin’in sonuglar ile daha

uyumlu olduklar1 bilinmektedir (Lambropoulos 1976, Celik 2005).



3.5.3 Homojen Olmayan Diferansiyel Denklem Yontemi

Homojen olmayan diferansiyel denklem yontemi Schwartz ve Tieman (1959)
tarafindan bulundu ve Zernik (1964) tarafindan Hidrojen atomunun 2s seviyesinin
iki-foton iyonlagmasina uygulandi. Bu teknik daha sonra Hidrojen atomunun ¢ok-
fotonlu iyonlagmasi icin pek cok hesaplamada kullanildi (Gontier ve Trahin 1968,
Karule 1978 ve Koval 2004). Kapali toplama yonteminden faydalanan bu yontem
prensipte hesaplama siireci ve sayisal hassasiyet bakimindan daha avantajlidir.
Bununla birlikte yontemin acik uygulamalart sadece smirli sayida durumda
basarihidir. Bu smirlama temel olarak iki sayisal sebepten kaynaklamr. Ilki, yakin
rezonans bolgede fotonun enerjisi rezonans enerjisine yaklasirken, homojen olmayan
diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimii gittikce artar ve sayisal hassasiyet hizla
kaybolur. Ikincisi, belirgin rezonans yap: genellikle cok-foton iyonlagma
spektrumunda  beklendiginden, bu yapimin Ozelliklerini  yeterli derecede
tanimlayabilmek i¢in diferansiyel denklemi ¢ok sayida foton enerjisi icin ¢6zmek
gerekir. Bu etmenler homojen olmayan diferansiyel denklem yonteminin agik
uygulamasinin, ¢ok-foton iyonlasma oranlan igin etkili bir metot olmasim Onler
(Chang ve Poe 1977). Yontemin en Onemli dezavantaji hidrojenik olmayan ve bu
yiizden analitik olarak ele alinamayan sistemlerdeki basarisizligidir (Aymar ve
Crance 1981).

Bu yontemde ikinci-dereceden genligi hesaplamak icin, E enerjili bir ara

seviye yoluyla bir atomik gecisi gdsteren bir fonksiyon tanimlanir ( Koval 2004).

£ Z—E s (3.49)

F, (r) fonksiyonu kullanilarak ikinci-dereceden M { genligi, birinci-dereceden matris

fis
1

elemam1 M/ ’e benzer bir formda yeniden yazilir.

mi=(y,|0|F,...) (3.50)



Burada 6nemli olan F,(r) fonksiyonunu dogrudan ilk formiille hesaplamak yerine
bu fonksiyonu saglayan bir diferansiyel denklem bulmak ve bu denklemin ¢oziimiinii

ikinci-dereceden M genligini hesaplamada kullanmaktrr.

F, (r) fonksiyonuna uygun bir diferansiyel denklem bulmak igin pertiirbe

A

edilmemis atom icin pertirtbe olmamis Hamiltoniyen operatorii H, ile

(H , — E) operatorii kullamlabilir.

I:IOI//\/ = Evl//v (351)

Bu operator fonksiyon iizerine etki ettiginde asagidaki ifade bulunur:

~ I:I _E'//v ')Vv él//z
(HO—E)FE=ZV‘ — >_<E| v
=> v, ). 0w (3.52)

Buradan bir kapanma bagintist kullanarak

> v, [=80-r) (3.53)
aranan diferansiyel denklem bulunur.

(H,-E)F,(r)=0|y,) (3.54)

Bu denklemin Hidrojen atomu i¢in ¢6ziimii, bir elektrik dipol gecis operatdrii
O=er ve Schrodinger Hamilton operatorii H, ile analitik formda bulunabilir

(Zernik 1964, Koval 2004).



3.5.4 Green’s Fonksiyonu Yontemi

Green’s fonksiyonu metodunun temel fikri diferansiyel denklem metoduna

benzer. Bununla birlikte bir F,(r) fonksiyonu tiiretmek yerine daha genel bir

G(E 37, r') Green’s fonksiyonu kullanilir ( Koval 2004).

G(E;r, r’)=2% (3.55)

Ikinci-dereceden matris elemami M J, iki-boyutlu integral seklinde yeniden
yazilabilir.

M2ﬁ=jdrdr'w; (r)OAGEi+EV (r.r)Ow.(r) (3.56)

= <')Vf‘é GE,+E7 OA‘Wi>

Bu hesaplama Green’s fonksiyonu icin tammlanmis G(E;r,r’) fonksiyonu

yardimiyla bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii ile devam eder. Bu denklem homojen

olmayan diferansiyel denklem ile benzer sekilde ¢oziilebilir.

2 2
[H, - E|G(E;r,r)= [—h—vf _Z Ul(r)- E}G(E; rr) (3.57)
2u r
=—8(r—r)

Burada V? Laplas operatorii, U(r) merkezi potansiyeldir. Hamiltoniyenin merkezi

simetrisinden faydalanarak kiiresel harmonikleri genisleterek Green’s fonksiyonunun

radyal kismin1 agisal kismindan ayirmak kolaydir (Faisal 1987).

G(E;r,r')=) g/ (Eir,r) DY, (F)Y, (¥) (3.58)



’
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56-r)= =5y, () () (3.59)
Im
Laplas operatoriiniin
V=S = ve LY, (A=I11+DY, (P (3.60)

oldugu hatirlanirsa (3.60) denklemi (3.59)’da yerine koyularak ve Y, () atilarak

radyal Green’s fonksiyonu i¢in denklem formu asagidaki gibi olacaktir:

24| rdr’ r rr

2 2 2 7
{L{ld_r‘@}ﬂi—wmE}g,(E;r,r')=5(r r) (3.61)
r
Giivenilirligi nedeniyle Green’s fonksiyonu yontemi, ¢ogu ¢ok-foton siireclerinde ve

pertiirbasyon teorisinin  yliksek-dereceden islemlerinde basarili bir sekilde

kullanilmaktadir (Martinis ve Stojic 2000).

3.5.5 Smrlandirilmis Toplam Yontemi

Karmagik atomik sistemler i¢in daha Onceki yontemlerin bir ¢ogu kullanish
degildir. Siirlandirilmis toplam yontemi hidrojen ve alkali atomlarda birkag-fotonlu
iyonlasma tesir kesitini hesaplamak icin uygun bir yoOntemdir (Bebb 1966,
Lambropoulos ve Teaque 1976). Bu yontem kabaca sonlu sayida Hamiltoniyenin
ayrik 6z durumlarim goz Oniine alir ve katkilar1 ¢ok kiigiik olan diger ara seviyeleri
ihmal eder. Verilen bir atomik seviye ic¢in, matris elemanlar1 yiiksek seviyelere
gidildik¢e azalir. Aym1 zamanda Denk.(3.41)’deki enerji paydas1 belirli bir seviye
sonra artar. Sonug olarak yiiksek terimlerin katkisi azalir. Bu nedenle sonlu sayida
terimin ele alinmas1 bircok durumda iyi bir yaklasim olarak goriilmektedir. Ayrica
sonlu sayida matris elemanlariyla ilgilenildiginden hesaplamalar direk olarak

yapilabilmektedir. Genel olarak toplam kurallar1 kullanilarak hata tahmini yapilabilir.



Stirlanmis toplam yontemi birden fazla foton sogurma islemi igin Ozellikle
kullanighdir. Bu yontem yiiksek mertebeli islemlere kolayca genellestirilebilir (Faisal
1987). Burada her yolla hesaplanan matris elemanlarn kullanilabilmektedir.
Stirlanmig toplam yontemi iizerine temellenmis hesaplamalar bircok atom igin
uygulanmistir (Bebb 1966, Lambropoulos ve Teague 1976). Diger yontemlerle
onemli farkliliklar olmasina ragmen bu yontemin sonuglarinin diger yontemlerin
sonuglariyla uyum icersinde oldugu goriilmektedir (Rountree ve Lambropoulos 1974,

Omidvar 1980, 1984, Celik 2005).



4. ORAN DENKLEMLERIi

Cok-foton siirecli iyonlasma teorisi son yillarda yogun calisilan fiziksel
konular arasinda yer almaktadir (Zakheim ve Johnson 1980). Atomik ve molekiiler
yapilarin pek ¢ok yeni 6zelligi, cok-fotonlu iyonlasma spektrumlarindaki rezonans
durumlardan belirlenmektedir. Bununla birlikte teknigin nicel yonleri daha fazla
aciklama gerektirmektedir. Cok-fotonlu iyonlasmanin analitik bir teknik olarak
kullanimi, siire¢ dinamiklerinin tam olarak anlasilmasina dayanir. Oran denklemi
yaklagimi bir¢ok farkli tip ¢ok-fotonlu iyonlagsma calismalarina uygulanabilmektedir.
Oran denklemlerinin temel avantaji, molekiiler sistemlere ©zgii olan ters
cevrilmezlik, kendiliginden bozunma gibi fiziksel olaylarin isleme katilimina izin
vermesidir. Oran denklemleri, molekiil tiirleri ile ortaya ¢ikabilen daha karmagik
kinetik siirecleri de isleme dahil etmek icin gelistirilmistir. Bu konuyla ilgili
kinetiklerin bilinmesi anlamh fiziksel veri c¢ikarilmasimi ve dolayisiyla molekiiler
cok-fotonlu iyonlagmanin ag¢iklanmasini hizlandiracaktir.

Cok-foton iyonlagsma dinamiklerinin en genel ¢Oziimii sistemin yogunluk
matrisi hareket denklemleri ile yapilir (Zakheim ve Johnson 1980). Yogunluk matris
yaklagimi, iyonlagsmadan once sadece bir ara seviyeye sahip olan bir sistemin
uyarilma basamaginin dinamiklerini tanmimlamada kullanilabilir. Bununla birlikte
ekstra uyarilmis seviyeleri iceren daha karmasik sistemler icin yogunluk matrisi
yaklagimi kolayca uygulanamaz. Boyle orneklerde uygulanmasi ¢ok daha kolay olan
ve uyartlma basamaklarinin ¢ok agik bir goriinlimiinii saglayan oran denklemi
yaklasimi diisiinmek yararlidir (Singhal ve ark. 1989). Koherens etkiler dnemli
olmadig: takdirde bir 151k demetinin atomla ¢ok-fotonlu etkilesimi oran denklemleri
ile ¢ok iyi tamimlanabilir. Ackerhalt ve Shore (1977) oran denklemlerinin teorik
olarak giivenle kullanilabilecegi pek ¢ok durum ortaya koymuslardir.

Yogunluk matrisi yaklasimina kiyasla oran denklemi yaklagiminin tercih
edilmesi iki nedenden kaynaklanir. [lki; oran denklemleri sadece atom
popiilasyonlart ve gegis oranlar1 gibi fiziksel kavramlar icerirken yogunluk matris
denklemleri yorumlanmasi gii¢ olan “koherensler” veya kosegen elemanlar icerir.

Ikincisi ve daha ©nemlisi; N-seviyeli bir atomik sistem igin yogunluk matris

yaklasimi N? sayida lineer denklem ¢oziimii icerir. Halbuki bu durumda sadece N



sayida oran denklemi mevcuttur. Aslinda (N —1)! bagimsiz gecis oran1 vardir fakat
bu oranlarin cogu pek cok problemde ihmal edilebilir (Swain 1980).

Cok-fotonlu iyonlagsmanin oran denklemi tamimi, iyonlasmadan bagka
popiilasyon kaybr mekanizmalarin1 da hesaba katar. Burada verilen ve lazer 151 ile
dikkatle etkilesme sonucu ortaya c¢ikan ¢ok-fotonlu siire¢lerin matematiksel ¢oziimii,
cesitli sogurma tesir kesitleri ve dagilma oranlar1 gibi mutlak nicelikleri belirlemeyi
de saglar (Zakheim ve Johnson 1980). Cok-foton tesir kesitinin belirlenmesi i¢in en
basit yontem oran denklemi yaklasimini kullanmaktir (Bickel ve Mcrae 2000).

Rezonans iyonlasma spektroskopi (RIS), Hurst ve ark. (1975) tarafindan
atomik yapida bulunan uzun Omiirlii seviyelerin lazer foto-iyonlagsma teknigi
kullanilarak incelenebilmesi icin gelistirilmis bir metottur. Son yillarda RIS,
kimyasal analizler i¢in 6nemli bir yontem haline gelmistir. Nicel analitik teknikleri
gelistirmek i¢in RIS tesir kesitlerinin bilinmesi gerekir. Bu tesir kesitlerinin dogru
belirlenmesi baz1 sebeplerden dolay1 zordur. Temel problem etkilesim bolgesindeki
lazer 1s1minin zamana ve konuma bagl 6zelliklerinin tam olarak belirlenmesidir
(Bickel ve Mcrae 2000). Oran denklemleri, RIS siirecinin dinamiklerinin ¢6ziimiinii
verir ve boylece herhangi bir seviyenin popiilasyon iiriinii, degisken parametrelerin
bir fonksiyonu olarak incelenebilir. Formiil ara seviyelerden floresans iiriiniinii
hesaplamak i¢in de kullanilabilir. Ciinkii bu seviyelerin popiilasyonu zamanin bir
fonksiyonu olarak belirlenir. Dolayisiyla oran denklemi modeli, 4-seviyeli bir
sistemdeki floresans arastirmalarinda da uygulanabilir (Singhal ve ark. 1989). Eger
lazerin koherens Ozellikleri dinamiklerde 6nemsiz bir rol oynarsa oran denklemi
modelini kullanmak giivenlidir. RIS i¢in oran denklemi tamimlamasi giivenilir
tahminler vermede oldukca etkilidir.

Atom ve molekiillerin cok-fotonlu iyonlasmasi iizerine bazi calismalar,
Shrodinger denklemi veya Bloch denklemlerinin c¢oziimlerinin oran denklemi
¢Oziimleri ile 6zdes oldugu 6zel durumlar gostermistir. Bu nedenle oran denklemleri
fiziksel Ozelliklerinin yaninda hesaplama kolayligi nedeniyle de ilgi c¢ekicidir
(Ackerhalt ve Shore 1977).

Cok-fotonla ayristiric1 iyonlasma mekanizmasinda; lazer siddeti, iyonlagma
verimi, ayrigsma vb arasindaki iliskiler cok karmasiktir. Cesitli atomlar (Ackerhalt ve

Shore 1977, Singhal ve ark. 1989) ve molekiiler sistemler iizerine (Zakheim ve



Johnson 1980) calisan gruplar bu iliskiyi incelemek icin bircok matematiksel metot
gelistirdiler. Singhal ve arkadaslart molekiillerin ayristiric1 iyonlagmasini incelemek
tizere oran denklemi modeli i¢in genel bir ¢oziim gelistirdi ve bu modeli
NO, molekiiliiniin ayristiric1 iyonlagsmasim incelemek i¢in kulland: (Singhal ve ark.
1996). Bu ¢alismada kullandig1 oran denklemi modeli kendiliginden yaymanin etkili
olmadigini varsayar ve hem NO, hem de NO molekiilleri i¢in bu etkiler ihmal
edilir. Bu varsayim femtosecond lazerler i¢in gecerlidir ve sonuglar deneysel
sonuglarla son derece uyusur. Tek bagli ayrisma ile ilgili NO, molekiiliiniin
ayristirict iyonlagmasinin analizi olan bu oran denklemi modelini kullanarak elde
ettigimiz NO,; / NO™ oram bize molekiiliin iyonlasmasi ve bu bag yoluyla ayrisma

arasindaki rekabet hakkinda onemli bilgiler verir.

4.1 Einstein Oran Denklemleri

Optik fiziginde pek ¢ok problem oran denklemleri kullanilarak coziilebilir.
Hemen hemen her diferansiyel denklemin bir “oran” denklemi olarak
adlandirilabilmesine ragmen bu terim genellikle birinci-dereceden denklemler igin
kullanilir. Bu yiizden Einstein Plank dagilim fonksiyonunun tiiretiminde oran
denklemlerini kullanmistir. Bu Ornekte FEinstein denklemleri, termal dengede
sogrulan atom sayisi ile yayilan atom sayisinin dengede oldugu fikrini kabul eder.
Oran denklemleri ile hem kendiliginden yayma hem de cok-atomlu durumlar
¢oziilebilmektedir.

Lazer uygulanan bir atomun maruz kaldig: foto fiziksel olaylarin tanimlanmasi
icin kullanilabilen en basit model Einstein’in oran denklemleridir. Bu modeldeki
temel varsayim atomun daima 1. veya 2. seviyede bulunmasidir. Einstein iki seviye
arasindaki gecislerin sabit oranlarla tanimlanabilecegini ifade etmistir. Bu sabitler
Bolim 3’de agiklanmistir. Lazerin rolii bir seviyeden digerine ani sigramalar
saglamaktir. Boylesi bir sicramanin olasilik yogunlugu ilgili seviyenin niifusuyla
orantilidir. Bir fotonun kendiliginden yayilmasi uyarilmig seviyedeki popiilasyon ile

orantil1 bir olasilikla, herhangi bir zamanda meydana gelebilir.



Iki-seviyeli bir atomu tanimlayan oran denklemleri,

dN
dto ==By Ny p(0)+ Ay N, + B, N, p(v) .1
dN
dtl =By Ny p(v) = Ay N, =B,y N, p(v) (4.2)

seklinde verilir. Bu denklemlerde B uygulanan bir alan nedeniyle olusan etkilemeli
yayma ve sogurma oranini, N, ve N, ise seviye niifus yogunluklarini belirtir.
Denklemlerden ilki iist seviye niifusunun ii¢ sebepten dolayi, ii¢ farkli oranda
degistigini ifade eder: — B, N, oran1 sogurma, + BN, orani yayma, + A, N, orani
ise kendiliginden bozunma nedeniyle ilk-seviye niifusuna eklenen atomlar1 gosterir.

Bunlarin toplami dN,/dr toplam oranma esit olmalidir. Benzer bir fikir tek bir
degisiklikle ikinci denkleme gotiiriir. — A, N, terimi alandan bagimsiz dogal

bozunma nedeniyledir. Ilk seviyeden bozunmay1 gosteren terim yoktur. Ciinkii iki-
seviye modelinde ilkinden daha diisiik enerji seviyesi olmadigi kabul edilir. Gergek
bir atomda diisiiniilen iki rezonans seviyeden daha diisiik olam1 genellikle aslinda
atomun gercek temel seviyesi degildir. Dolayisiyla aslinda ilk rezonans seviyeden
bozunabilecek daha diisiik seviyeler vardir. Boyle bozunma siire¢lerinin olmamast,

rezonans etkilesimler i¢in iki-seviye modelinin kusurlarindan birisidir.

4.2 Basit Atomik Sistem icin Oran Denklemi Modeli

Bu model diisiik basing altinda, carpismalar arasindaki siirenin lazer puls
siiresinden daha uzun oldugu statik gazlarda ¢ok-fotonlu iyonlasma icin uygundur.
Lazerin etkilemeli sogurma ve yayma oranlarinin pertiirbasyon ifadeleri ile verildigi
varsayilir. Bir lazer demeti Sekil 4.1°de gosterildigi gibi bir “S” tesir kesiti alam ile

sabit bir foton akisina sahip olsun.



v

.

Sekil 4.1: Lazer tesir kesiti alam

Boyle bir durumdaki iyonlagma islemi gercek ya da sanal bir ara seviye

yardimiyla gerceklesen iki seviyeli bir sistem olarak gz Oniine alinabilir.

1
hao= i
1
y
O-A O-S T
hao=
\ 4 \ 4 0

Sekil 4.2: Enerji seviyesi diyagrami ve oran denklemi modelinde diisiiniilen miimkiin
gecisler.

Sekil 4.2°de 0 temel seviye, 1 ara seviye, I iyonlasma seviyesi, @ frekans, o,
etkilemeli sogurma tesir kesiti, o etkilemeli yayma tesir kesiti, ¢, iyonlasma tesir

kesiti ve 7, 1 seviyesinden kendiliginden yayilma yasam siiresidir.

Dengede o, = 0, olsun. Lazer pulsunun 7' uzunlugunda dikdortgen seklinde

oldugunu varsayalim. O halde temel seviyenin niifusundaki degisim oram1 N,(t),



uyarilmis seviyenin ki N,(#) ve iyonlasma seviyesinin ki N, (¢) olur. Bu seviyelerin

niifuslart zamanin bir fonksiyonu olarak degisir ve bu degisiklikler oran

denklemlerini ortaya cikarir. Boyle bir sistem i¢in oran denklemleri soyle yazilabilir:

dN N

L =-N,0,o+—+N,0,® 4.3)
dt T

N
an, =N,0,o———-N,0,® 4.4)
dt T
dN,
=N,0,®o 4.5

dt e *-5)

Burada & foton akisidir ve birim zamanda birim alandan gegen foton sayist seklinde
tarif edilir. Simdi bu iiclii denklem takimi iyon/atom oranim1 bulmak iizere
coziilecektir. Bu oran ¢ok-fotonlu siirecin iyonlasma performansini anlamamizda

yardimc1 olacaktir. Denk.(4.3) ve Denk.(4.4) toplanarak

N, , av,
dt dt

N N
=—N,0,o+—++No,®+N,c,&——-N,o,P (4.6)
T T

elde edilir. Bu toplamda gerekli sadelestirmeler yapildigi zaman

dN
AL TRV 4.7)
dt dt

yazilabilir. Denk. (4.4)’{in diferansiyeli alinarak

d2N1 =0 (I)dNO _lﬂ_o' (I)ﬂ_o' cI)le
dr’

4.8
Ydt ord Y dar T ar “48)

bulunur. Denk.(4.7) ifadesi Denk.(4.8)’de yerine koyulursa



? N N N
d ]Z‘ =—0'A<IDQ—N10'A0',CI>2—ld L —O'Aq)h—qu)le (4.9)
dt dt T dt dt dt
elde edilir. Denk. (4.9) diizenlendigi zaman
d’N dN
. :—(O'ACD+l+O'ACI3+O'1CD)—1—NIO'AO'1CDZ (4.10)
dt T dt
elde edilir. Biitiin ifadeler esitligin sol tarafina alinip denklem sifira esitlenirse
2
N
d ]Z‘ +(O'ACI)+l+O'ACI)+O'[q3)L+O'AO'1CI)2N1 =0 4.11)
dt T dt
d’N dN
- {(20A +0, )CI>+1}—1+0'AO'ICI>2N1 =0 (4.12)
dt T dt

ikinci-dereceden denklemi elde edilir. Burada bulunan denklem takimini

basitlestirmek i¢in baz1 varsayimlar yapilmasi gerekir. O halde
1 2 2
2b=(20,+0,)P+~ ve @ =0,0,® (4.13)
T

olarak yazilabilir. Bu durumda Denk. (4.12)

2
ddijl + 2b%+ 0N, =0 (4.14)
t t

haline gelir. Yine burada
N, =e™* (4.15)

seklinde tanimlanabilir ve birinci ve ikinci dereceden tiirevler alindiginda



2
dn, =-de ™ ve d ];]1
dt dt

= e (4.16)

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler Denk.(4.14)’te yerine yazilarak

et -2ble™+w* e =0

A =2bA+@® =0 (4.17)

bulunabilir. Denk. (4.17)’yi ¢cdzmek i¢in

+ / 2 2
A veyal=b+b’ - @’

2

A (4.18)

ifadesi kullanilabilir. Denklemin iki kokii oldugundan A,
A =b-b* - ve A, =b+b’> -’ (4.19)

seklinde ayr1 ayr1 yazilabilir. Bu durumda N, ifadesi

N, =Ae™ +Be ™'
veya

]\,1 — Ae—(h+vl)2—a)2)t +Be—(b—vh2—a)2)t (4.20)

seklinde yazilabilir. Simdi t = O zamaninda N, =0 ve A=-B ifadeleri,
Denk.(4.20)’de yerine konuldugunda

N, = Al =] (4.21)

elde edilir. Denk.(4.21)’in tiirevi alinip, Denk. (4.4)’e esitlenirse



AL e 44, e = N (-1 -0, ® - 0,®)+ N,o,® (4.22)
T

elde edilir. (#=0)aninda temel seviyedeki atomlarin sayist (N,) toplam atom

sayisin1 gosterdiginden uyarilmis seviyedeki atom sayist N, =0 olur. Bu durumda
A4, -4)=N,0,P

N, =2 A) Mo, ® (4.23)
o, A=A

olur. Denk.(4.21)’de A ifadesi yerine yazildiginda

N, = Z’Lj’ i _ gt (4.24)
bulunur. Bu ifadeden sogurma tesir kesiti
4= N(,gllﬁ’_—é—)‘ﬂ J (4.25)
biciminde elde edilir. Denk.(4.24), (4.5) denkleminde yerine yazildiginda
dN, NGGCID [ At _M] (4.26)

dt

elde edilir. Bu denklemin her iki taraftan integralini alininca

N @2 T T
N, = &De—ﬂl’dt—je%’ dt} (4.27)
)“2 _ﬂ'l 0 0



denklemi bulunur. Integral ifadeleri 0-T araliginda ¢oziildiigiinde

-
N, :M _i(e—/ﬁT _1)+i(e—ﬂqT _1):| (4.28)
ﬂ’z _/11 L 21 ﬂ’z
2 [ -LT _ -AT
N, =N0i0u 2T e —he } (4.29)
/21 2’2 L 2’2 _/11

denklemi bulunur. N;= atomlar/ birim hacim seklinde tanimlanirsa

(4.30)

N, _ N, 0,0,®° {I_F/Le_’w -1, e_’”}
4 A 4, A=A

elde edilir. Burada
A =b-\b"-@ ve A =b+\b* -’
2b=(20, +0, )c1>+l ve @ =0,0,®’
T

oldugu hatirlanirsa g6z oniine alinan ara seviye gercek bir seviye ise ve eger lazer

¢izgi merkezi yakinina ayarlanirsa
o,=0,>>0,

yazilabilir ve o zaman

2b = 2o—AcI>+l ve @ =0,0,®
T



olur. Eger o0, >>0, ise b> >>®’ ve ayni zamanda A, >> A, olur. Bu durumda

(4.29) denkleminden iyonlasma seviyesindeki atom sayis1 bulunabilir.

N,

=Mppwy[%—A+&e%T—%é%? @31)

A 4 A=A

(4.31) denkleminde esitligin sag tarafinda parantez i¢indeki ifadenin pay ve paydasi

A, ye boliindiigli zaman

2 Aty _ At
MZMQQ®FI€)'W%Oe q (4.32)
A A, (I-4/4)
bulunur. Simdi i << 1 oldugundan
2
2
N, = N%i%a® e ooy e ) (4.33)
A, A

ifadesi elde edilir. Yukarida aciklanan prosediir lazer parametreleri ve dedektor
sistemi tam olarak bilindigi taktirde bize deney ve analiz verilerini yorumlama
imkan1 verir. Eger Denk.(4.33) kullanilarak uygun bir bilgisayar programi
gelistirebilirse, bir lazer pulsunun iirettigi iyon sayis1 bulunabilir. Deneyin baslangic

sartlar1 tam olarak biliniyorsa lazer odak hacmindeki notr atom sayisi kolaylikla

- N . o
bulunabilir. Daha sonra —_ oranim1 hesaplanarak sistemin iyonlagma performansi

0

hakkinda bilgi sahibi olunabilir.



5. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

5.1 iki-Foton Sogurma Tesir Kesiti Hesaplamalar

Bu ¢alismada Hidrojen atomunda 1s*S,,, —2s°S,,, seviyeleri arasinda iki-

foton sogurma tesir kesiti hesaplanmistir. Hidrojen atomundaki s6z konusu elektrik
dipol gecisleri tek foton i¢in yasak fakat iki foton ig¢in izinli olan gecislerdir.
Baslangic seviyesi bir kural olarak temel seviye secilir. Son seviye ise lazer frekans
araligina ve se¢im kurallarina bagh olarak belirlenir. Bu gecis icin gerekli lazer dalga
boyu 243 nm dir. Iki foton gegisleri icin ara seviyeler kullanilmaktadir. Hidrojen

atomundaki sz konusu ge¢is icin izinli ara seviyeler n” p olarak secilmistir. Burada

ara seviyelerin » bagkuantum sayilari n =2345,.... oo gseklinde degerler

almaktadir.

Tesir kesiti ifadesi (3.40) denklemiyle daha 6nce tanimlandig: gibi

2

1 C(H)R(nl,n IHR(n'l",n'l’
N-1 ( ) ( ////)//( ) g(NEp)
EN' A EB-EMTL)+E, \

I N-1
Ty = 2@,y C(I_j

J
0 ‘

p

seklinde verilir. Denk. (3.40)’ dan acik¢a goriilecegi lizere tesir kesiti belirli
sabitlerin disinda dalga fonksiyonunun acisal ve radyal kismina bagli olmakla
birlikte ilk seviyenin ara seviyelerin ve son seviyenin enerjilerine de baghdir. Tesir
kesitlerinin hesaplanmasinda gerekli olan enerji degerleri atomik birimlerde Cizelge

5.1. de verilmektedir (Ralchenko ve ark. 2005).



Cizelge 5.1: Hidrojen atomu igin tesir kesitlerinin belirlenmesinde
kullanilan enerji degerleri (Ralchenko ve ark. 2005)

Seviye Enerji (a.b.)
Is 28 1,499733
2p P 1,124934
3p 2P 0.055526
4p *P 0,031233
5p %P 0,019989
6p °P 0,013881
Tp *P 0,010198
8p P 0,007808
9p ’P 0,006169
10p %P 0,004997

Tek elektron radyal dalga fonksiyonu

3 2 I
R,(r)= [2—Zj (1) (ZZJ (2.41)

nay ) 2nf(n+10) na,

k
27
L sl {_mj _Z,
[(n+l)!] Z 0 e " rlpt

im0 kl(n=1-1-k)!2l+1+k)!

seklinde verilmektedir. n,/,m kuantum sayilar1 ile tanimlanan bir seviyedeki
elektronun n’,l’,m’ kuantum sayili siirekli bir seviyeye gecisinde radyal gecis

integrali,



R(nl,n'l'y = .[R”’ (R, (r) rdr (2.44)
0

seklinde verilir (Bethe ve Salpeter 1957). Burada R ,(r) ve R ,(r) tek elektron

nl
radyal dalga fonksiyonlaridir. Iki farkli seviyeyi tamimlayan Radyal dalga
fonksiyonlart (2.44) integral denkleminde kullanilarak radyal gecis integralinin

analitik ifadesi

r (22 == [P (22 ,
{R,m)R,ﬂ»(r)r dr—{(mo] 2fns l)!]g} [WJ [(n+1)]

{[ nz’fo J 2fen[(;l+_zl)?i }; (nz'jo j 0+ ) (256)

k
_2Z
n—l-1 nao

im0 kKl(n—1-1-K)!2I+1+k)!

L2z
n'—l'-1 n’ao

= pl' =1I'—=1-p)2I'+1+ p)!

, (I+1+k+p+4)
nna, ,
[+ +k+p+3)!
{ 7o +n,)} ( p+3)

seklinde elde edilir.

Hidrojen atomundaki 1s’S,, —2s°S,, gegisi i¢in smirlandirilmis toplam

yontemiyle tesir kesitinin belirlenmesinde ardisik on ara seviye hesaplamalara dahil
edilmistir. Hidrojen atomu i¢in verilen radyal fonksiyonlar kullanilarak Denk.(2.56)
bilgisayar ortamina aktarilip radyal gecis integralleri hesaplanmistir. Gecis

integrallerinin sayisal degerleri Cizelge (5.2)’de verilmistir.



Cizelge 5.2: Hidrojen atomu i¢in radyal gecis integralleri (a.b.)

Gegis Rl Gegis R(n'T',nl)
Is S —=2p °P 1,290266 2p P —2s 7S -5,196152
Is ’S —3p °P 0,516689 3p P —2s°S 3,064815
Is S —4p °P 0,304583 4p °P —2s S 1,282276
Is S —5p °P 0,208704 5p°P—2s°S 0,773951
s ’S —6p °P 0,155135 6p P —2s S 0,540366
Is S —=7p °P 0,121419 Tp°P —2s 7S 0,408012
Is ’S —8p °P 0,098498 8p P —2s5°S 0,323591
s S —9p *P 0,082045 9p °P —2s S 0,265475
Is S —10p *P 0,069747 10p ’°P —2s *S 0,223278

Acisal katsayillar Racah yontemiyle cozillerek C(H)=-0.0277 olarak
hesaplanmistir. Radyal gecis integralleri Denk.(3.40)’da kullanilarak Hidrojen
atomundaki 1s*S,, —2sS,,, gecisi icin iki-foton sogurma tesir kesiti 3.6x107*
cm*W™" olarak hesaplanmustir. Iki-foton sogurma tesir kesitlerinin hesaplanmasinda

ve bu calismadaki tiim analitik ifadelerin ¢oziimiinde Fortran 77 programlama

dilinde real*8 aritmetiginde (¢ift hassasiyet) bilgisayar programlar kullanilmistir.



5.2 Tartisma

Tek-fotonlu siireclerde sadece bir foton sogurulmakta veya salinmakta, ¢ok-
fotonlu siireglerde ise iki ya da daha fazla foton sogurulmaktadir. Atomlar foton
sogurarak bir iist seviyeye sigcrama yaparlar. Bu sigramalar, seri olarak sogurulan
fotonlarin toplam enerjisi iyonlagsma enerjisinden biiyiik oluncaya kadar devam eder.
Eger sogurulan toplam enerji iyonun taban seviye enerjisine esit veya daha fazla ise
iyonlagsma seviyesine ulasilmis olur. Iki-foton sogurma tesir kesitlerinin deneysel
olarak belirlenmesi bir¢ok nedenden dolay1 zordur. Bu tiir hesaplamalarda siireklilige
yakin ¢ok sayida ara seviyenin hesaplamalara dahil edilmesi ve her seviyeyi
tanimlayacak uygun dalga fonksiyonlarinin secilmesi gerektiginden teorik
hesaplamalar da kolay degildir. Hidrojen atomunun tek bir elektrona sahip olmasi bu
atomla ilgili atomik hesaplamalar1 kolaylastirmaktadir. Bu nedenden dolay1 Hidrojen
atomuyla ilgili deneysel caligmalarin teorik hesaplamalarla karsilastirilmasi diger cok

elektronlu sistemlere gore her zaman daha kolay olmustur. Bu ¢alismada Hidrojen
atomunda 1s°S,, —2s°S,,, seviyeleri arasindaki iki-foton sofurma tesir kesiti

teorik olarak incelenmistir. Iki-foton sogurma tesir kesitinin hesaplanmasinda
sinirlandirilmis toplam yontemi kullanilarak ardisik on ara seviye hesaplamalara
dahil edilmistir. Smirlandirilmis toplam yonteminin tercih edilmesinin bir avantaji
olarak ara seviyeler tiizerinden sonsuz toplamin getirecegi olduk¢a karmagik
hesaplamalardan kaginilmustir. Iki-foton sogurma tesir kesitinin belirlenmesinde
matris elamani, radyal kismin ¢oziimii ve agisal kismin ¢éziimii seklinde ayr ayn
hesaplanarak hesaplama siirecindeki matematiksel islemler sade bir sekilde
yapilmistir. Matris elamaninin agisal kisminin ¢oziimiinde Racah yontemi

kullanilmistir.  Radyal kismin c¢oziimiinde ise gama fonksiyonlarindan

faydalanilmistir. Bu calismada 3.6x107* cm*W™' olarak hesaplanan iki-foton
sogurma tesir kesiti Bickel ve Mcrae’ nin deneysel olarak belirledigi degerle
karsilastirilmistir. Bickel ve Mcrae 243 nm dalga boyunda calisan bir Q-switched
Nd: YAG laser kullanarak ayrintili bir deneysel diizenek yardimiyla iki-foton

sogurma tesir kesitini Olctiiler. Bickel ve Mcrae ‘nin deneysel yontemle belirledikleri



deger 3,3+0,8x107* cm*W ™" dir. Bu calismada elde edilen sonuc Bickel ve Mcrae’
nin deneysel dl¢iimleriyle oldukga iyi bir uyum saglamaktadir.

Bir 151k demetinin atomla ¢ok-fotonlu etkilesimi oran denklemleri ile ¢cok agik
bir sekilde tanimlanabilir. Ozellikle iki ya da daha fazla foton kullanilarak
gerceklestirilen iyonlagma siireclerinde sogurma ve iyonlagsma tesir kesitleri oran
denklemlerini ¢6zmek i¢in gereken Onemli parametrelerdir. Oran denklemlerinin
¢Oziimii bir atomik sistemin temel, uyarilmis ve iyonlasma seviyelerindeki atom
popiilasyonlar1  hakkinda bilgi sahibi olunmasin1 saglar. Bdylece iyon
popiilasyonunun atom popiilasyonuna orani hesaplanarak atomun iyonlagsma verimi
hakkinda 6nemli bilgiler elde edilebilir. Atomik sistemlerin ¢cok fotonlu iyonlasma
siirecleri genellikle deneysel olarak calisilan konular arasindadir. Bu tiir caligsmalarin
teorik yontemlerle desteklenmesi son derece 6nemlidir.

Teorik olarak belirlenen tesir kesiti degerinin deneysel sonugla mitkkemmel bir
uyum saglamasi goz Oniine alinan teorik siirecin de gecerliliginin bir gostergesidir.
Atomlarin iyonlagsma verimleri hakkinda onemli bilgiler elde edilmesine olanak
saglayan sogurma tesir kesitlerinin dogru olarak belirlenmesi ve oran denklemlerini
gbz Oniine alan sistemlere gore analiz edilmesi cok fotonlu iyonlagsma siirecinde
olduk¢a onemlidir. Bu agidan mevcut calisma anlamhidir ve ileriki ¢alismalar igin

onemli bir adim olma niteligindedir.
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