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L-Fuzzy Idealler ve L-Fuzzy Modiiller Uzerine Bazi Sonuclar

Ummahan Acar

0z

Bu tezin temel amaci klasik cebirdeki halka, ideal ve modiil kavramlarina iligkin
temel sonuclarin fuzzy halka, fuzzy ideal ve fuzzy modiillerdeki karsiliklarini
incelemektir.

Bu caligma, dort boliimden olugmaktadir. Birinci boltim, tezde ihtiyacimiz oldugu
kadariyla latis teori ve fuzzy kiimeler ile ilgili temel kavramlardan olugmaktadir.
Ikinci boliimde, calismamizin temelini olusturan fuzzy ideallerle ilgili bilgiler
derlenmistir.

Ugiincii boliimde, fuzzy altmodiil kavram verildikten sonra [12]’de yapilan
caligmanin bir genellemesi olarak fuzzy asal altmodiiller karakterize edilmis [1]
ve Fuzzy Nakayama Lemma ispatlanmistir.

Tezin son boltimiinde, bir fuzzy p halkas: tizerindeki fuzzy modiiller incelenmig
ve fuzzy altmodiiller arasindaki homomorfizmalar genellestirilmigtir. Daha
sonra fuzzy p-rezidii ideal ve altmodiil kavramlar1 verilmisgtir. Son olarakda
3. Bolimdeki fuzzy asal altmodiillerin herhangi bir fuzzy p halkasi tizerine
genellemesi olan fuzzy asal p-altmodiiller tanimlanarak, bazi ozellikleri ver-

ilmigtir.
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Some Results on L-Fuzzy Ideals and L-Fuzzy Modules

Ummahan Acar

ABSTRACT

The purpose of this thesis is to study basic properties of fuzzy algebraic notions
such as fuzzy ring, fuzzy ideal and fuzzy module which are fuzzy versions of ring,
ideal and module of the classical algebra.

This thesis consists of four chapters. Chapter 1 deals with the basic concepts of
lattice theory and fuzzy set theory which will be needed.

In the second chapter, basic material concerning fuzzy ideals which makes up
the basis of the thesis are established.

In the third chapter the notion of fuzzy submodule and a characterization of
fuzzy prime submodules [1] are given as a generalization of [12] and finally a
proof of the Fuzzy Nakayama Lemma is given.

In the last chapter, fuzzy modules over a fuzzy ring are studied and their
homomorphisms are generalized. The notions of fuzzy p-residual ideal and
residual submodule are given. Finally fuzzy prime p-submodules, viewed as an
extension of fuzzy prime submodules given in Chapter 3, are introduced and

some of their properties are studied.

Keywords: Fuzzy prime submodule, Fuzzy Nakayama Lemma, Fuzzy p-residual
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SIMGELER DIiZINI

X tzerindeki L-fuzzy kiimelerin kiimesi

R halkasi tizerindeki L-fuzzy halkalarin kiimesi
R halkasi tizerindeki L-fuzzy ideallerin kiimesi
{z € X | u(x) >t} kitmesi

{z € X | p(z) = pu(0)} kiimesi

Genellegtirilmig fuzzy maksimal ideallerin kiimesi
Fuzzy Jacobson Radikali

M modiili tizerindeki L-fuzzy modiillerin kiimesi
{ve S(M) |v C 0} kiimesi

L-fuzzy p-ideallerin kiimesi

L-fuzzy p-modiillerin kiimesi

{v € S,(M) | v C 0} kiimesi

{ne F(M)|nC 6} kitmesi

¢ fuzzy kiimesinin trettigi fuzzy p-ideal (modiil)
U{p | pob Cb, pel,(R)} kiimesi

U{B | pob C B, eS,o(M)} kiimesi



1 GIRIS

Fuzzy kiime kavrami ilk olarak 1965’de L. Zadeh [29] tarafindan ortaya atilmig
ve giiniimiiz de basta elektronik ve bilgisayar miihendislikleri olmak tizere bir ¢cok
alanda uygulama olanagi bulmustur.

Bu kavram 1971’de A. Rosenfeld [26] tarafindan cebirsel yapilara taginarak,
bir G gurubunun fuzzy gurubu kavrami tanimlanmistir. 1980°li yillarda bu tanim
temel alinarak diger fuzzy cebirsel yapilarin (fuzzy normal altgurup, fuzzy halka,
fuzzy ideal, fuzzy modiil, v.b. ) tammlar verilmis ve Ozellikleri incelenmigtir
(2, 4, 8, 10]. [0, 1] latisi iizerinde yapilan bu ¢aligmalar Liu [11] tarafindan tama-
men dagilimli bir L latisine genellegtirilmis ve L-fuzzy ideallerin bir karakteriza-
syonu verilmigtir. Daha sonra D.S. Malik ve J. N. Mordeson bir halkanin fuzzy
althalkalarinin, fuzzy ideallerinin ve fuzzy modiillerin bir ¢ok karakterizasyon-
larin1 vermiglerdir. Bu konuda [18] genig bir kaynaktir. Ayrica Zahedi [22, 30]'da
bir M, R-modiiliiniin L-fuzzy altmodiilii kavramii, L-fuzzy asil (primary) alt-
modiillere genisleterek cesitli sonuglar elde etmistir. Bu kavramlarin ozellikleri ve
klasik cebirdekine benzer iligkileri yogun bir sekilde ¢aligilmaktadir.

Bu tezde klasik cebirin bazi kavramlar1 fuzzy cebirsel yapilara aktarilmig ve
L-fuzzy halkalar iizerinde L-fuzzy ideal, L-fuzzy asal altmodiil kavramlari ince-
lenmistir.

Tez ¢galigmamizda, oncelikle ihtiya¢ duyulan latis kavrami, 6zellikleri ve fuzzy
kiime kavrami sirasiyl a Kisim 1.1 ve 1.2’de aciklanmigtir.

2. Boliimde, [10, 11, 14, 18)’den yararlanilarak fuzzy cebirsel yapilara iligkin
temel bilgiler verilmigtir. Fuzzy ideal tanimi ve ozellikleri verildikten sonra 3. ve
4. Bolimlerde gerekli olan fuzzy maksimal ideal ve fuzzy asal ideal tanimlari,
ozellikleri ve baz1 karakterizasyonlar: ayrintili olarak verilmis ve bu konuda bazi
ornekler sunulmustur.

1987 yilinda F. Z. Pan [25] tarafindan [0, 1] iizerinde tanimlanan fuzzy modiil
kavrami 1992 yilinda Zahedi [32] tarafindan bir L latisine genellegtirilerek ce-

birsel ozellikleri incelenmigtir. Tezin 3. Boliimiinde 6ncelikle bu konuda yapilan



caligmalara iligkin temel tanim ve karakterizasyonlar verilmistir. Kisim 3.2’de,
[12)’de yapilan galigmanin bir genellemesi olarak L-fuzzy asal altmodiiller
tanimlanmig, ozellikleri incelenmig ve bu altmodiillerin R-modiil epimorfizmalar
altinda korunduklar: gésterilmistir [1]. Kisim 3.3’de ise cebirdeki temel teorem-
lerden birisi olan Nakayama Lemma’nin fuzzy cebirdeki karsiligi ispatlanmigtir.

Tezin 4. Boliimii 6zgiin sonuglardan olugsmaktadir. Bu boliim i¢in temel ¢ikig
noktasi L. Martinez’in [19, 20, 21] galigmalaridir. Temel kavramlar Kisim 4.1 ve
4.2’de tanitilmig ve [20, Teorem 8.3]’iin degisik bir ispat1 verilmistir. Kisim 4.3’de
herhangi bir L-fuzzy p halkasi tizerinde L-fuzzy p-altmodiil p-homomorfizmalar
tanimlanmig, fuzzy p-altmodiillerin goriintii ve ters gortintiileri incelenmistir.
Kisim 4.4’de, [20, Tamim 5.6)'da verilenden farkh bir yol takip edilerek p-
rezidii ideali ve altmodiilii tanimlanmigtir. Daha sonra bu altmodiillerin [20]'deki
ile benzerligi gosterilerek cesitli cebirsel ozellikleri elde edilmigtir. Kisim 4.5’de
ise [1]'de yapilan ¢aligmanin genellemesi olarak fuzzy asal p-altmodiil kavrami
incelenmig ve bu altmodiillerin 4.3 ve 4.4’de verilen kavramlarla iligkili karakter-
izasyonlar1 elde edilmistir.

Tez, fuzzy asal p-altmodiillerin karakterizasyonuna iligkin verilen bir agik soru

ile bitirilmistir.

1.1 Latis Teori

Bu kisim tez boyunca ihtiyag¢ duyulan latis ile ilgili tanim, teorem ve kavram-
lar1 igermektedir ve kaynak olarak [3]’den yararlanilmigtir. Matematikteki 6nemli
bagintilardan birisi olan kismi siralama bagintisi, kiime kapsama ve reel sayilar
tizerindeki siralama bagintisinin bir genellemesidir. Bostan farkli bir X kiimesi
iizerinde, agagidaki kogullari saglayan “<” bagintisina bir kisme siralama bagintis:

denir :
1. Her z € X i¢in z < z (yansima),
2. x <y vey <z olacak sekildeki her z,y € X i¢in x = y (ters simetri ),

3. r,y,z€ Xiginz <yvey<z=x <z (gegislilik)



Bu durumda (X, <) ikilisine bir kismi sirali kiime denir.

Ornek 1.1.1 R gercel sayilar iizerindeki bilinen < bagintisi kismi siralama

bagintisidir.

(X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Eger z < y veya y < x ise z,y € X
elemanlarima karsilastirilabilir denir. Kismi sirali bir kiimedeki her iki eleman
karsilagtirilabilir ise bu kismi siralama bagintisina tam siralama bagintis:, kiimeye
de tam swraly kime denir.

(X, <) kismi sirali bir kiime ve n € X olmak iizere,
“‘r<n=zx=n"

kogulunu sagliyan her x € X i¢in n’ye X’in minimal (kigikce ) eleman: denir.
Maksimal (biiyiikge) elemanda benzer sekilde tanimlanir. Bunun yani sira, kismi
sirali bir X kiimesinde her x € X igin z < a kosulunu saglayan a € X elemanina
en biyik eleman ve b < x kogulunu saglayan b € X elemanina en kicik eleman
denir.

A, (X, <) kismi sirali kiimesinin bog olmayan bir altkiimesi olsun. Bu durumda
her a € Aigin z < a olacak gekildeki bir x € X elemanina A'nin bir alt sinir: ve bu
alt sinirlarin en biiyiigline de A kiimesinin en biyik alt stnirr  denir. Genellikle
infA (ebasA) ile gosterilir. Benzer gekilde, A'min bir st sinure tanmimlanir ve
iist sinirlarimin en kiigiigiine de A kiimesinin en kti¢ik st sinwre denir ve supA

(ekusA) ile gosterilir.

Tanim 1.1.2 (L, <) bir kismi siraly kime olsun. Her z,y € L i¢in {z,y}
kiimesinin L’de “sup” wve “inf” i varsa (L,<)’ye bir latis denir. Bu durumda

sup{z, y} ve inf{x,y} siraswyla xVy ve x Ay sembolleri ile gosterilir.

Bundan sonra (L, <,V, A) latisi i¢in kisaca L gosterimi kullanilacaktir.

Tanim 1.1.3 L bir latis olsun. L’nin bostan farklh her alt kimesinin L’de sup

ve inf’i varsa L’ye bir tam (complete) latis denir.

X # () olmak tizere X C L igin supX =\ X ve inf X = A X ile gosterilir.



Tanim 1.1.4 Asagidaki kosullar: saglayan bir (L, <) latisine dagilvmlider denir:
Vx,y,z € L i¢in,

1. (xVy)ANz=(xA2)V(xAYy)
2. (xANy)Vz=(zVz)A(xVy)

Ornek 1.1.5 Asaqdaki siralams ile verilen L = {a,b,c,d, e} latisi dagiliml ol-
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Tanim 1.1.6 [6] Asagidaki kosulu saglayan bir (L, <) tam latisine (Goguen an-

mayan latise bir ornektir.

lamanda) tamamen dagilimludir denir:
Her I,J indeks kimesi, ¢ € I ve j € J igin a;,b; € L olmak tzere

\Va)r(\/b) =\ (a:nby)

iel jeJ ijel]
1.2 Fuzzy Kiimeler

Bu kisimda fuzzy kiime kavrami aciklanacak ve bu kiimelerle ilgili ozellikler ver-
ilecektir.

Klasik anlamda “kiime” denildiginde nesneleri iyi tanimlanmig bir topluluk
diigiiniiliir. Giinlik hayatta bazen bu tamimlamalarin sinirlar1 belirsiz olabilir.
Bu durumda bir nesnenin verilen ifadeyi saglayip saglamadigina karar vermekte
glicliik gekilebilir.

Ornegin;

A = {boyu 165 cm’den daha uzun olan insanlar}

B = {Uzun boylu insanlar}

olarak tanimlandiginda, boyu 168 cm olan bir insanin A kiimesine ait oldugu

sOylenebilmesine ragmen, B’ye ait olup olmadigi hakkinda karar verilemez. Bu



insanin B kiimesi ile olan iligkisi ancak derecelendirilebilir. Bu diigiinceden hareke-
tle, agagida tanimlanan fuzzy kiime kavrami ortaya ¢ikmistir. Bu caligma boyunca
“X7 bir kiime denildigi zaman; X’in bog kiimeden farkl klasik bir kiime oldugu

anlagilacaktir.

Tamim 1.2.1 [29] X bir kime olmak tzere, bir p: X — [0,1] fonksiyonuna X
tzerinde bir fuzzy kime ((X, p) ikilisine bir fuzzy kiime) denir. Burada © € X

icin p(x), x'in dyelik derecesini temsil eder.

Ornek 1.2.2 X =R olsun. I’den cok biiyiik olan sayilar u(0) = 0, (1) = 0,
w(5) = 0,001, p(120) = 0,01, ..., w(600) = 0,80 ve n > 1000 igin pu(n) = 1
tiyelik dereceleri ile temsil edersek (X, ) ¢ 1’den ¢ok biiyiik olan reel sayilarin”

bir fuzzy kiimesidir.

1967’de Goguen [6] fuzzy kiime kavrami [0, 1]’den herhangi bir L tamamen

dagilimh latisine tagimigtir. Simdi Goguen’nin L-fuzzy kiime tanimini verelim.

Tanim 1.2.3 L tamamen dagilimly bir latis ve X bir kiime olmak tzere, X

tzerindeki bir p fuzzy kimesi p: X — L fonksiyonu ile karakterize edilir.

Ornek 1.24 L = {a,b,c,d} * a 7 siralamist ile verilen bir latis ve

N
N/

X = Zs olsun. x € Z5 i¢in

a, x =

c, rx=1,2
0(x) =

d, r=3

b, r=4

ile tamimlanan 6 bir L-fuzzy kiimedir.



Bu calismada X’in tiim L-fuzzy kiimelerinin kiimesi F(X) ile gosterilecektir.

F(X) tizerindeki temel iglemler agagidaki tanimda verilmigtir.

Tanim 1.2.5 p,v € F(X) ve L latisinin en kiigik elemans 0, en biyik elemany

1 olsun.

1. Eger her x € X i¢in u(x) < v(x) ise p’ye, v'nin bir fuzzy altkimesidir

denir ve p C v ile gosterilir.

2. uw=v olmasi p C v ve v C p olmaswla tanimbdur. p C v ve p # v ise

i C v ile gosterilir.
3. 1 ve v'nin kesigimi (arakesiti) p N v ile gasterilir ve her x € X igin
(1N v) (@) = inf{p(x), v(z)} = pl) A v(z)
seklinde tanimlanar.
4. 1 ve v'nun birlesimi U v ile gosterilir ve her x € X igin
(nUv)(x) = sup{p(z),v(z)} = plx) Vv
seklinde tanimlanar.
5. Her x € X i¢in 1(z) =1 ve 0(z) =0 ile tansmlanar.

Ornek 1.2.6 1.2.4°deki 0 fuzzy kiimesini ve X = Zjs kiimesi iizerinde
b, x=0,2,4
c, r=1,3

p(w) =

L-fuzzy kiimesini alalim. Bu durumda g N6 ve pU# fuzzy kiimeleri agagidaki gibi
bulunur; Her z € X i¢in, (1N 60)(x) = p(x) A 0(x) degerleri bulunur.

(LN )(0) = wO)AOO0)=bAa="b
(LN6)(1) = p()AO(1) =cAhc=c
(LN0)(2) = uw2)AN0(2)=bAc=d
(LNO)3) = uB)AOB)=cAd=d
(LNO)(4) = p(A)AB() =bAb=



Boylece
b, xr=0,4
(kNO)(z)=9q ¢, z=1
d, r=2,3

bir L-fuzzy kiimedir. p U 6 fuzzy kiimesi de, benzer sekilde hesaplanirsa;

a, x=0,2
(pUO)(z)=9 ¢, x=1,3
b, r=4

bulunur.

Klasik kiimelerin 6zel fuzzy kiimeler olarak diigiiniilmesinden dolay1 yukarida
tanimlanan altkiime, kesigsim ve birlesim kavramlarimin klasikdeki tanimlarla
uyustugu kolayca goriilebilir. Fakat klasik kiime teorisindeki tiim 6zellikler, fuzzy
kiimeler teorisinde gecerli degildir. Ornegin L = [0, 1] almdiginda X fizerindeki bir
p fuzzy kiimesinin tiimleyeni p€ ile gosterilir ve her x € X i¢in, p(x) = 1 — p(z)
olarak tamimlanir. A herhangi bir kiime olmak tizere klasik kiimelerdeki ANA¢ = ()

ozelliginin kargilig1 fuzzy kiimelerde korunmamaktadir.

Ornek 1.2.7 Z kiimesi ve L = [0, 1] iizerinde

w(z) = . fuzzy kiimesi igin pé(z) = X
ve
. 5, xe2Z
(N p)(z) =9
10 T ¢ 27,
dir.

Yani p N p¢ # 0 bulunur. Burada sunu not etmek gerekir ki klasikteki bos

kiimeye karsilik O fuzzy kiimesi, evrensel kiimeye karsilikta 1 fuzzy kiimesi alinir.



2 [-FUZZY IDEALLER

Zadeh tarafindan “fuzzy kiime” kavrami tanimlandiktan sonra, bu yeni kavramin
matematigin diger dallarma (cebir, topoloji, analiz, v.b) nasil uygulanabilecegi
sorusu iizerine bir ¢ok aragtirmalar yapilmigtir. 1971’de ilk kez A. Rosenfeld
[26] fuzzy kiime kavramini cebirsel yapilara tagimstir. Fuzzy cebirin temelini
olugturan fuzzy gurup kavrami agagidaki gibi verilmistir.

Fuzzy Gurup[26]: (G,.) bir gurup, u : G — [0, 1] fonksiyonu her z,y € G igin,
L p(zy) > p(x) A p(y)

2. ) = pfa)

kogullarini saghiyorsa p’'ye G'nin bir fuzzy gurubu denir.

Daha sonra bu tamim temel alinarak diger fuzzy cebirsel yapilarin (fuzzy
normal altgurup, fuzzy halka ve fuzzy ideal) tanimlar1 verilmis, o6zellikleri in-
celenmistir [2, 4, 8, 26]. Fuzzy altgruplarla ilgili tamm ve &zellikler igin [18]’den
yararlanilabilir.

Bu tezde aksi séylenmedikce (R, +,.) degismeli bir halka, (L, <,V,A) en
kiigiik eleman1 0, en biiyiik elemani 1 olan tamamen dagilhimli bir latis olarak

alinacaktir.

2.1 Temel Tanimlar

Bu kisimda galismamizin temelini olusturan L-fuzzy halka ve L-fuzzy ideal

tanimlar1 ve ozellikleri verilecektir.

Tanim 2.1.1 [18] p € F(R) olsun. Eger her x,y € R i¢in,
L. p(x —y) = p(z) A p(y)
2. p(zy) > p(x) A p(y)

kosullar saglanwyorsa p’ya bir L-fuzzy halka denir.



R halkasi iizerindeki tiim L-fuzzy halkalarin kiimesi H (R) ile gosterilecektir.

Ornek 2.1.2 (Z,+,.) halkas: ve L=[0,1] olmak iizere, her n € Z icin

1, n € 16Z
p(n) =4 1,  nedz—16Z
0, n ¢ 47

ile tanimlanan p bir fuzzy halkadir.

Liu [11] L-fuzzy ideal tammim verdikten sonra bu konuda birgok galigma
yapilmigtir [8, 10, 11, 16, 17]. Simdi bu tamimi ve L-fuzzy idealler iizerindeki

temel iglemleri verecegiz.
Tanim 2.1.3 [18] u € F(R) olsun. Her x,y € R i¢in
1op(r —y) > (@) A ply)
2. p(wy) > p(x) Vv p(y)
kosullar saglaniyorsa p’ye R tzerinde bir L-fuzzy ideal denir.

R halkasi tizerindeki tiim L-fuzzy ideallerin kiimesi I(R) ile gosterilecektir.

Ornek 2.1.4 R =7 ve L = [0,1] olarak almirsa,

, n €4z
, neZ—4%Z

pu(n) =

NI T

seklinde tanimlanan fuzzy kiime bir fuzzy idealdir.

Tamim 2.1.5 [18] u, n € I(R) olmak dzere L-fuzzy idealler tzerindeki temel

wslemler asaqidaki sekilde tanimlanir: Her r € R i¢in,

2. (p+n)(r) = sup{u(u) An()} | r=u+v,(u,veR)}



(um)(r)

_ =1

sup{'/:\ {p(us) An(vs) }}

=1

0 PRI
=1

10

n
r= > uv;, (u;,v; € Ryn € N)

Yukarida tanimlanan islemler ile p,n € I(R) olmak {izere pNn, w-+n, un L-

fuzzy ideal olur [18]. Yukaridaki iglemlerden (4)’t bir 6rnek ile agiklayalim.

Ornek 2.1.6 R =7, ve L = [0, 1] olmak fizere

ple) =

O zaman

(u)(0) =

%, z=0
x=0,2
ve vi) =< 1, z=2
r=1,3
%, r=1,3

sup{y(O) A v(0), y(2) A V(2Z, w(1) Av(l) A p(l) A 1/(32,

~
0=1.1+1.3

;

1=1.2+1.3

(1) Av(2) Ap(l) A u(3)j

}

}
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(n)(3) = sup{p(1) A v(3), p(2) Av(2) /v\u(l) Av(3),

p(L) A v(D) A p(1) Av(l) A p(l) A V(l)/, ..}

{ /\1 1/\1/\1/\1 !
= sup{= A A= = =
P51 Mt e 5
1
Boylece (uv)(z) =4 * ’ bulunur.
%, r=1,3

Fuzzy idealler ile klasik idealler arasindaki iligkinin kurulabilmesi i¢in yararh

araglardan biriside “seviye altkiimesi” kavramidir [18, Tanim 1.1.8].

Tanim 2.1.7 p € F(R) olsun. Her t € L i¢in

pe=A{r € R| p(r) =t}
kiimesine p'nun t-seviye kiimesi denair.

Ozel olarak Oy, R halkasmm sifir elemani olmak {izere t = u(0g) almrsa

px ={z € R | p(z) = pu(Or) }

ile gosterilir. Agagidaki lemma, fuzzy ideallerin R halkasinin idealleri ile karak-

terize edilmesini saglar:

Lemma 2.1.8 [31] u € F(R) olsun. u € I(R) olmast i¢in gerek ve yeter kosul

ws # O olacak sekildeki hert € L icin p; seviye kiimesinin R’de bir ideal olmasidar.

Ispat. (=:)Her z,y € i icin, L-fuzzy ideal tammindan pu(z—y) > pu(x)Ap(y) >t
oldugundan = —y € p; ve benzer gsekilde r € R i¢in p(rz) > t oldugundan
rx € p; dir. Boylece p;, R’de bir idealdir.

(<:) Her 2,y € Ri¢in € pu@m), Y € Huw) OMUD T,y € [lu@)auy) dir. Ayrica
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M) Ap(y)s M) 1'de idealler oldugundan sirasiyla @ — y € py@)ap@) Ve
TY € [,z elde edilir. Yani p(z —y) > p(z) A ply) ve p(ry) > p(x) ve benzer
sekilde p(zy) > p(y) olur. Boylece p € I(R) dir. O

Bu lemma bir fuzzy kiimenin fuzzy ideal olup olmadigina karar vermekte oldukca

yararhdir.

1 T =
Ornek 2.1.9 R = (Zg, +,.) tzerinde p(z) = % =24

1 _

3 xr=1,3,5

fuzzy kiimesini alalim.

0<t<g icin p={reZs| n(x)>th="2Z,
Let<ligin p={r€Z| plx)>t}={024} =<2> ve

s <t<1icin p ={x€Z| p(x) >t} =<0>, altkiimeleri Zs nin idealleri
oldugundan g bir fuzzy idealdir.
Simdi verecegimiz teorem fuzzy ideallerin 6zelliklerini vermektedir.
Teorem 2.1.10 [18] v, u, n € I(R) olsun. O zaman
1. Herr € R igin, u(0) > p(r) dir.
2. Eger R birimli bir halka ise her r € R igin p(r) > u(lg) dir.
3. povCn & purv .

Ispat. (1)ve (2) ispatlarl tamimdan aciktir. (3)’iin ispatini verelim.

pov Cnolsun. Her r € R igin,

(uv)(r) = sup{/\{u(ui) ANv(v)} | r= Zuivi, (ui,v; € Ry,n e N)}

i=1 i=1
< sup{/\(u ov)(uw;) | r= Zuivi, (uj,v; € Ryn € N)}
i=1 i=1

< Sup{/\ n(ww;) | r= Zuwi, (u;,v; € R,m € N)}
i=1 i=1

< SUP{U(Z wvy) | r= Zuivi, (us,v; € Rym € N)} < n(x)

i=1 =1

Tersine eger puv Cn ise porv C puv oldugundan powv C n dir. U
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2.2 [-Fuzzy Maksimal ve L-Fuzzy Asal Idealler

Literatiirde L-fuzzy maksimal ideal ve L-fuzzy asal ideal ile ilgili yapilmig bir ¢cok
aragtirma bulunmaktadir [15, 16, 17, 18, 24, 28, 31]. Bu kavramlar 3. Béliimde

kullanilacaklar: icin, burada kisaca deginmek yararli olacaktir.

Tanim 2.2.1 [28] R dzerindeki sabit olmayan fuzzy idealler kiimesinin varsa

maksimal elemanina R’ nin bir L-fuzzy maksimal ideali denir.

Bu tanim ile fuzzy maksimal idealleri bulmak oldukca zordur. U. M. Swammy ve
K. L. N. Swammy [28]’de bir R halkas: iizerindeki tiim maksimal ideallerin karak-

terizasyonunu L latisi tizerindeki maksimal elemanlar yardimiyla vermislerdir.

Teorem 2.2.2 p € F(R) olsun. p’nin bir L-fuzzy maksimal ideal olmasy igin

gerek ve yeter kosul

1, xel
a, xé¢l
olacak sekilde R’de bir I maksimal idelinin ve L — {1} de bir a maksimal ele-

maninin var olmasidir.

L-fuzzy maksimal ideallere 6rnek verelim.

Ornek 2.2.3 R = Zg ve © a ” siralamisgt ile verilen L = {a,b, ¢, d, e}
!
AN
N

latisini alalim.

a, T ELC 2>
b, T E<2>
fuzzy ideali, u, =< 2 >, Zg'min bir maksimal ideali ve b € L — {a} bir maksimal

eleman oldugundan p bir L-fuzzy maksimal idealdir.
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Ornek 2.2.4 R =Zg ve L =|[0,1] latisini alahm.

1, T EeEL 2>
plx) =

N[

, T E<2>

fuzzy ideali, %, [0,1]’de maksimal eleman olmadig1 i¢in fuzzy maksimal ideal

degildir.

Teorem 2.2.2, fuzzy maksimal idealin varligini, R’'nin bir maksimal idealinin
ve L — {1}’de bir maksimal elemanimin varligi ile karakterize eder. Yukaridaki
ornekten hareketle L = [0,1]’in 1’den bagka maksimal eleman olmadig: i¢gin R
halkasinda bir L-fuzzy maksimal idealin varhigindan bahsedilemez. Bu nedenle
Mordeson [16, 18], L-fuzzy maksimal ideal kavramini, L-{1}’de bir maksimal el-
emanin varhgindan bagimsiz olarak “ genellestirilmis L-fuzzy maksimal ideal”

kavramina genigletmigtir [18, Tanim 3.3.4].
Tanim 2.2.5 [18] p € I(R) olsun. Eger
1. p sabit degilse,
2. Herhangi bir v € I(R) i¢in ejger i C v olmast p, = v, yada v = Xgr

olmasim gerektiriyorsa p’ye bir genellestirilmis L-fuzzy maksimal ideal denir.

1 ze€eA
Burada A C R olmak iizere x4 = seklinde tanimh karakte-

0 ré¢ A
ristik fonksiyondur. Genellegtirilmig L-fuzzy maksimal idealler ile halkanin mak-

simal idealleri arasindaki iligki Lemma 2.2.6 ile verilmektedir.

Lemma 2.2.6 [18] u’nin R’nin bir genellestirilmis L-fuzzy maksimal ideali ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul (0) = 1, [Impu| = 2 wve pyin R’de maksimal

1deal olmasidar.

Bu lemmada I'mp = {1,t}, 1#t € L seklinde olup ¢'nin L —{1}’de bir maksimal
eleman olmas1 durumunda I = p, dir. Boylece genellestirilmig fuzzy maksimal

ideal ve fuzzy maksimal ideal kavramlarinin ¢akigtigi gozlemlenir.
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Ornek 2.2.7 R = Zg ve L = [0,1] olmak iizere

1, T e 2>
plz) =
, T E<2>

N

fuzzy ideali igin, p, =< 2 >, Zg'nin bir maksimal ideali olup Lemma 2.2.6’dan

1 bir genellestirilmis L-fuzzy maksimal idealdir.

Bu tezin ¢aligma konularindan birisi olan Fuzzy Nakayama Lemma icin gerekli

olan kavramlardan biride fuzzy Jacobson radikalidir.

Tanim 2.2.8 [9] R dzerindeki tim genellestirilmis L-fuzzy maksimal ideallerin

arakesitine R’nin fuzzy Jacobson radikali denir ve FJR(R) ile gésterilir.

Buna gore B genellestirilmig fuzzy maksimal ideallerin kiimesi olmak {izere

Nw, B#D
FJR(R) = ueB
1, B=10

Ustelik R birimli, degismeli bir halka ve J(R) R'nin Jacobson radikali olmak

uzere

1. JIR)= N = () p)x [16, Teorem 3.9],

neB HEB

2. FJR(R) = xr) dir.

Ornek 2.2.9 R = Zg ve L = [0, 1] olsun . Zg nin tiim maksimal idealleri
I, =< 2 >, [, =< 3 > oldugundan Lemma 2.2.6 kullanilarak Zgnin tim

genellestirilmig L-fuzzy maksimal idealleri 0 < a; < 1, and 0 < 3; < 1 olmak

—_

tizere her r € R i¢in ;

1, re<2> 1, re<3>
pi(r) = . v;(r) = N
a; ,  diger durumlarda B;,  diger durumlarda

seklinde bulunur. Boylece FJR(R) = (i) (N v;) ve
i J

1, re<2>N<3>=<0>
FJR(R)(r) = inf{A;pi(r), \juj(r)} =
0, diger durumlarda.

dur.
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Fuzzy cebirdeki onemli kavramlardan olan L-fuzzy asal idealler, yogun bir ¢caligma

konusu olup [10, 15, 16, 18, 23], asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.2.10 [18] u sabit olmayan bir L-fuzzy ideal olsun. Eger herhangi
n,v € I(R) igin,

vonCp = v<pveya < p

kosulu saglanwyorsa p’ye bir L-fuzzy asal ideal denir.

Asagidaki teorem R halkasi tizerindeki L-fuzzy asal idealleri latisdeki asal eleman-

lar yardimiyla karakterize eder. Bu nedenle oncelikle asal eleman tanimi verelim.

Tanim 2.2.11 1 # « € L olsun. Eger herhangi a,b € L i¢in aAb < a oldugunda

a<a veya b< «a oluyorsa o’ya L'nin bir asal elemant denar.
Ornegin L = [0, 1]’de 1’den farkh her eleman asaldir.

Teorem 2.2.12 [18] (a) I, R’de bir asal ideal ve o« € L bir asal eleman olsun.

Her r e R i¢in

1, rel
pu(r) =
a, diger durumlarda

seklinde tanimlanan p fuzzy kimest bir L-fuzzy asal idealdir.

(b) Tersine her L-fuzzy asal ideali (a) daki gibi tanvmlanar.

L-fuzzy asal ideallerin 6nemli karakterizasyonlarindan biriside fuzzy noktalar (sin-

gleton) yardimiyla verilir.
Tamm 2.2.13 [18]X herhangi bir kiime, x € X ve r € L olsun.

r., ,I:y
0, TFY

olarak tamimlanan L-fuzzy kimeye bir L-fuzzy nokta denir.
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Bu durumda z, € F(X) veya 1z, € X ile gosterilir. Ayrica p € F(X) igin
2z, C p olmast x, € yu ile gosterilir.
Simdi tezde siklikla kullanilacak olan fuzzy noktalarla ilgili iglemler verilecektir.

Her z,,ys € F(R), (x,y € R, r,s € L) igin,

rTAS, w=xr+y
(zr + ys)(w) =
0o diger durumlarda.
rTAS, w = Y
(@, 0 ys)(w) = (zrys)(w) = .
0o diger durumlarda .

Buna gore z, +ys = (x + y)ras Ve 2:ys = (2Y)ras dir.

Agagidaki teorem klasik cebirdeki asal ideal tanmimiyla, fuzzy asal ideallerin
fuzzy noktalar cinsinden tamimlanmasi arasindaki benzerligi ortaya koymasi

acisindan onemlidir.

Teorem 2.2.14 [18] p € F(R) olsun. u’nin bir L-fuzzy asal ideal olmase igin
gerek ve yeter kosul

1. p sabit degildir,
2. Her z,,ys € R (x,y € R, ver,s € L) igin,

TYs Ep = T, €Ep yada Ys €U

olmasaidar.

Ispat. (<=:)v,n€I(R), vonC puvev ¢ pu olsun.

Bu durumda r = v(z) £ p(x) olacak sekilde bir # € R ve r € L vardir. y € R ve
n(y) =t diyelim. Eger her z € R i¢in, z = xy ise

(@ o y)(wy) = sup {@r(u) Aye(v)} =r At =v(z) Anly) < (von)(ry) < p(ry)

TYy=uv
dir.
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Eger z # xy ise (x, o y)(2) = 0 < p(z). Boylece (z, o y) C p dir. Buradan
(x,y;) € p ve hipotezden x, C pveya vy, C polur. z, C u= v(x) =r < u(x)
geligki verir.
Bu nedenle y; C g olmalhidir. O zaman n(y) =t < u(y) = n C p olur. Boylece i
bir L-fuzzy asal idealdir.
(=:) u, L-fuzzy asal ideal olsun. (z,oy;) C p olacak sekilde z,,y, € R L-fuzzy
noktalarini alalim.
2z € R icin,

r, ze<x>

0, diger durumlarda

ve
t, ze€<y>

0, diger durumlarda
seklinde tanimlanan v ve 7 fuzzy kiimelerinin L-fuzzy idealler oldugu agiktur.
uE< x> ve vELyY > olmak lizere z # uv ise (v on)(z) =0 < p(z) dir.
Simdi z = wv olsun. n,m € Z, b,c € R olmak tlizere u = nx + xb ve v =mz + yc
oldugundan

(won)(z) = sup{v(u) An(v)} =rAt<p(ry) < pleyd) A p(mnzy)

Z=uv

< plzyd +mnay) = p(2)

dir. Boylece v on C p olur. u fuzzy asal ideal oldugundan v C p veya n C p dir.
Buise z,(x) =r =v(z) < p(z) veya y(y) =t = n(y) < p(y) olmasim gerektirir.

Yani, z, € p veya y; € p olur. O

Ornek 2.2.15 R=7Zsve L= {a,b,c,d} “ a 7 latisi olsun.
b c
d

&(x) = ile tanmimlanan fuzzy kiime R’de bir L-fuzzy asal
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Son olarak 3. Boliimde kullanilacak olan “ bir fuzzy kiimenin iirettigi fuzzy ideal”

kavramini verelim.
Tanim 2.2.16 [28] £ € F(R) alalvm. Her w € R i¢in
<& > (w) =infn(w), ne€l(R)
£Cn
ile tanimlanan < & > fuzzy kimesine € 'nin trettigi L-fuzzy ideal denir.

Ozel olarak, £ =z, (z € R,t € L) alirsak o zaman her w € R icin

t, we<T >
< Iy > (w) =
0, diger durumlarda

dir.
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3 [-FUZZY MODULLER

Bu boliimde R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olarak alinacaktir. Kisim
3.2 ve 3.3’ de L-fuzzy asal altmodiil kavrami tanitilmig ve bunlarin karakteri-
zasyonuna iligkin 6zgiin sonuglar elde edilmistir. Kisim 3.4’ de ise Fuzzy Nakayama

Lemma’'nin degisik bir ispat1 verilmistir.

3.1 Temel Tanimlar

Fuzzy modiil kavrami ilk kez F. Z. Pan [25] tarafindan L = [0, 1] {izerinde

tanmimlamig ve Zahedi [22] tarafindan L- fuzzy modiil kavramina genigletilmistir.
Tanim 3.1.1 [22] 0 € F(M) olsun. Eger her x,y € M ve r € R i¢in;

1. Opr, M ’nin sifir elemany olmak tizere 0(0y) = 1 dir,

2. 0(x —y) > 0(x) NO(y) dir,

3. O(rz) > 6(x) dir,
kosullar saglaniyorsa 6 ’ya bir L-fuzzy modil denir.

Cahgmamizda M, R-modiilii tizerindeki tiim L-fuzzy modiillerin kiimesi S (M)

ile gosterilecektir.

Ornek 3.1.2 R = Z, M = Zg olsun.

1, x=0
0(z) =4 %, r=24
i, r=1,3,5

bir L-fuzzy modiildiir; (2.) ve (3.)"incii kogullarin igleyigini bir 6rnek ile agiklamak

zere, x =5, y =2 € M, r =11 € R alnrsa,
1 1
Oz —y) = 1 O(x) NO(y) ve 6O(rx) = 1= 0(z)

dir.
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Yukaridaki tanimda M = R alinirsa,
e S(R)<=0ecl(R) ve 6(0)=1

denkligi bulunur. Ayrica fuzzy modiiller ile M’nin altmodiilleri arasindaki

baglant1 fuzzy ideallerdekine benzer olarak seviye kiimeleri ile kurulur.

0 € S(M) vete L olsun.
0, ={x € M| 0(zx) >t}
kiimesine @'nin t-seviye kiimesi denir. Ozel olarak 960y
0, = {x € M| 0(x) = 0(0n)}
ile gosterilir.

Lemma 3.1.3 [22] 0 € F(M) ve 8(0) = 1 olsun. 0 € S(M) olmast i¢in gerek ve
yeter kosul 0; # O olacak sekildeki her t € L igin 0; seviye kiimesinin M 'de bir

altmodul olmasidar.

Ispat. Lemma 2.1.8’e benzer sekilde yapilir. 0

Asgagida halka ve modiil iizerinde tanimh fuzzy kiimeler arasindaki temel iglemler

verilecektir.

Tanim 3.1.4 p € F(R) ve 0 € F(M) olsun. Bileske ve ¢arpvm islemleri sirasiyla

asaqrdakt gibi tanimlanar.

sup{u(r) Ab(z)} , w=rz,(re Ryoe M)
0 , wF# re

(o 0)(w) =

sup{ A u(r) AO(x)} . w=Yra, (ri€ R, € M)
(u)(w) =4 =
0 ; w # ;Tﬂz
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(u0)(w)’y1 daha agik bir gekilde

(u0)(w) = sup{inf{p(r) A p(r2) A Ap(ra) AO(x:) AO(zo) A~ A O(xn)}
| w= Zrixi,(n € R,x; € M),n € N}

n

= \/{/\{M(Tz) ANO(z;) | w = Zrixi, (r; € R,x; € M),n € N}

i=1
olarak ifade edebiliriz. p o 6, uf ¢arpiminin 6zel bir durumu olup o6 C uf dir.
Ayrica Teorem 2.1.10-(4)’e benzer olarak u € I(R) ve 0,5 € S(M) igin

pobCpB & pudCpB dr.

Ornek 3.1.5 R =7 ve M = Zg ve L = [0, 1] olmak iizere

1, T =
% , re2z )
pu(r) = ve O(x) = . =24 ile
% ,  diger durumlarda
}L , r=1,3,9

tanimlayalim. p € F(R) ve 6 € F(M) ve

(10)(0) = sup{p(0) AO(1), u(2) NO(3), u(2) AO(L) A p(=1) AO(2), ...}

(1)) = sup{u(2) AO(1), u() AOE), 1D ABER) A (=) AB(2), ..

—2.1 4 2-22-1.2
{1/\1 1/\1 1/\1/\1 ) 1
= sup{= “AN=, =A=A=, . }==
PRy 2ty 3
booas
Boylece (uf)(z) =q %, r =24 dir.
%, r=1,3,5
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Teorem 3.1.6 [22] p € I(R), u(0) =1 wve 0 € S(M) ise pd € S(M) dir.

Simdi fuzzy noktalar ile fuzzy modiiller arasindaki temel iglemleri tanimlayacagiz;

1€ R, xseM,0eS(M)vewe M icgin,

Te.Ts = (1T)ins
ve
sup{t NO(z)} , w=rz, (reRzelM)
0 , w#re

(ri00)(w) = (rf)(w) =

dir.

Uyari. 0 € S(M) ve x; € M igin eger x; C 0 ise z; € 0 olarak yazacagiz.

Fuzzy nokta ve fuzzy modiiliin ¢arpimina bir érnek verelim.

Ornek 3.1.7 R=Z ve M = Zg olmak iizere 2% € R fuzzy noktasim ve

1, rz=0
pr) =9 5, x=24

1

10 .T—].,?),E)

fuzzy modiiliinti alalim.

2yom)(2) = sup{2y(2) Au(l), 25(2) A (), 25(1) Au(2), 25(5) A () ...}
2:\51 2:3.4 2:‘12 2:\34
B {1A1 L1l }_1
= SUP G A o g UG BA G T g

Diger noktalardaki degerlerde benzer sekilde hesaplanirsa,

3. ©=0
(2% op)(z) = % ; =24 bulunur.
0, r=1,3,5

Lemma 3.1.8 [22] 6 € S(M) ve r; € Rigin 1,00 =<1 > of dir.
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3.2 L-Fuzzy Asal Altmodiiller

Bu kisimda R birimli degismeli bir halka ve M birimsel bir R-modil olarak

alinacaktir.

Tanim 3.2.1 6,9 € S(M) olsun. n € 0 wve n # 0 ise n’ya 0’'nin bir alt-

modult denir.

Ozel olarak 6 = yas ise n’ya M’nin bir fuzzy altmodiilii denir.

@’nin biitiin fuzzy altmodiillerinin kiimesini S (M) ile gosterecegiz.

Fuzzy asal altmodiiller [12)’de L = [0, 1] alinarak tanimlanmigtir. Bu kisimda,
L herhangi bir tam latis olmak tizere L-fuzzy asal altmodiill tanimlanmig ve

[12]’dekine benzer bir karakterizasyon verilmistir.

Tamim 3.2.2 0 € S(M) ve v € Sy(M) olsun. Eger her ry € R ve xs € M igin
rrs EVv=x, v veya 10 Cv
kosulu saglaniyorsa v’ye 0 'man bir L- fuzzy asal altmodiili denir.

Ozel olarak 6 = x5, almirsa, v’ye M’nin bir L-fuzzy asal altmodiilii denir.
Ayrica M = R alimirsa L-fuzzy asal altmodiiller ile L-fuzzy asal ideallerin

cakigtigim gozlemleyebiliriz.

Ornek 3.2.3 M =R = Zs ve ” latisi olsun.

N,
N\

v(im) = fuzzy kiimesi Zg'tiin bir L-fuzzy asal altmodiiliidiir.
b, m=1,2

Gergektende her 1, € R ve zgy € M i¢in r,.xs € v oldugunda x4, € v veya
rexam C volur. Oy, 0y, 0, 0g, 15, 14, 25, 24 € v oldugundan bu noktalar icin ;.2 € v
oldugu durumlar agiktir. Bu nedenle v’'min kapsamadigi fuzzy noktalari incele-

mek yeterli olacaktir. Yani 1,,1.,2,,2. ¢ v icin iglemleri bir tablo ile verirsek;



re € R s € M Tt. X Ts €V | ryXm CV
Oq 1q 0q.1g =0, €V - Oaxm C v
1e 0c€ev - Oaxm S v
2q 0, €V - Ouxnm C v
2c 0c€v - Oaxm S v
0p, 0., 0g4 icin 1 . siradaki ile benzerdir
1, 1, 1o & v ] _
1. le¢v - -
24 2, ¢ v - -
2 2. ¢ v - -
1 1q I, ev - Ioxm Cv
Le lgev - Ioxm Cv
2 2 Ev - Iyxm Cv
2 24 €V - Lyxm Cv
1 1a 1o ¢ v _ ]
1. le¢v - -
24 2. ¢ v - -
2¢ 2. ¢ v - -
14 icin 1, satirindaki ile benzerdir
24 la 2, ¢ v - -
1. 2. ¢v - -
2, 1, ¢ v - -
2. le¢v - -
2% 1, 2, €V - Zpxm S v
1e 2q €V - 2yxMm C v
24 Iy ev - 2pxm S v
2¢ lgev - 2pxm C v
2c la 2. ¢ v - -
1. 2. ¢ v - -
24 le¢v - -
2 le¢v - -

24 i¢in

1, satirindaki ile benzerdir

25
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Bu ornekten de goriilebilecegi gibi bir fuzzy altmodiiliin asal olup olmadigina
karar vermek oldukc¢a zordur. Bu yiizden fuzzy asal altmodiillerin karakte-
rizasyonuna ihtiya¢ duyulmustur. Oncelikle cebirdeki asal altmodiil tanimin

hatirlayalim.

Asal Altmodiil [5]: R birimli, degismeli bir halka, A birimsel bir R-modiil
ve N, M’nin 6z altmodiilii olsun. r € R ve m € M olmak tlizere rm € N iken

m € N veya rM C N oluyorsa N’ye M’nin asal altmodiilii denir.

Simdi verecegimiz teorem L-fuzzy asal altmodiilleri, M nin asal altmodiilleri

ile iligkilendirme agisindan onemlidir.

Teorem 3.2.4 [1] 6 € S(M) ve v € Sy(M) olsun. Eger v, 0°nin bir L-fuzzy asal

altmodiilii ve t € ImB i¢in vy # 0, ise vy, 0, 'nin bir asal altmodultidir.

Ozel olarak v, M’nin fuzzy asal altmodiilil ise v,, M nin bir asal altmodiildiir.
Agagidaki teorem [12, Teorem 3.12]'nin bir L tam latisine genellemesi olup bu

tezde elde edilen 6zgilin sonuclardan birisidir.

Teorem 3.2.5 [1] N, M 'nin bir asal altmodilii ve o € L bir asal eleman olsun.

Her x € M i¢in

1, xzeN
v(r) =
a, diger durumlarda

seklinde tanwmlanan fuzzy kume M ‘nin bir L-fuzzy asal altmodulidir. Tersine

M ’nin her L-fuzzy asal altmodiili yukaridaki gibi elde edilir.

Ispat. N, M’nin asal altmodiilii ve a € L asal eleman olsun. N # M oldugundan
v’niin sabit olmayan bir L-fuzzy altmodiil oldugu aciktir. v’niin asalligi i¢in;

r € R, xs € M, ryxs € vve xg & v olsun. ryxy C v oldugunu gostermeliyiz.
Eger w € M i¢in, ryxp(w) =0= ryxpm C v olur.

Eger w = rm olacak sekilde m € M varsa ryyy(w) = t dir.

Simdi ¢ < v(rm) oldugunu gosterelim.
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Eger v(rm) = 1 ise o zaman 1 en biiyiik eleman oldugundan ryxy(w) = t <
v(irm) = rixm Cv

Eger v(rm) = « ise o zaman 125 = (12)ins € v = tAs < v(rz) dir. Bu durumda
v(rr) =1ise re € N, z ¢ N ve N asal altmodiil oldugundan rM C N olur.

O zaman VYm € M icin v(rm) = 1 olur ki bu v(rm) = o kabulimiiz ile ¢eligir.
Buradan v(rz) = o dir. rx, = (ra)ps € v = tAs < v(rz) =ave s £ a
=t <a=v(rm)= ryxy Cvolur.

Simdi tersine ¥ M’nin bir L-fuzzy asal altmodiilii olsun.

v(z) = 1, xeN
a , diger durumlarda

olacak gekilde M’'nin bir N asal altmodiilii ve L’de bir a asal elemanimin var
oldugunu gosterelim.
Oncelikle iddiamiz v, in ; M’nin asal altmodiilii oldugudur. Gergekten v sabit
olmadigindan v, = {z € M|v(z) = v(0p) = 1} # M dir. r € R, m € M,
rm € v, olsun. Yani (rm),(,,) € v dir.
(M) u(00r) = Tw(0a)Mw(0yy) € v Ve v fuzzy asal altmodiil oldugundan r,(,,)xm C v
veya my,,) € v dir. Eger my,,) € v ise v(0rp) < v(m) ve boylece m € v,
olur. Eger 7,0, )xm C v ise her m € M icin v(0y) < v(rm), buradan rm € v,
yvani rM C v, olur. Boylece v,, M’nin bir asal altmodiiliidiir.
Simdi v, = N diyelim. Bu durumda her x € N igin v(z) = 1 olur.
Simdi »’ niin sadece iki deger aldigimi gosterelim; v, # M oldugundan z ¢ v,
olacak sekilde bir z € M vardir. Her y ¢ v, icin v(y) = v(z) oldugunu gosterelim.
2@ v ve 2z =2l €v = l,yxm Cv yani her w e M icin
Lyxu(w) < v(w) ve dzel olarak w =y = 1.y alsak 1,yxm(y) = v(2) < v(y)
olur. Benzer sekilde v(y) < v(z) oldugu da gosterilir.
Béylece v(y) = v(z) bulunur.
Bir sonraki adim ise v(z) = a dersek a’'nin L latisinde bir asal eleman oldugunun
gosterilmesi olacaktir.

tAs < ave s £ aolsun. z ¢ v, oldugundan z, ¢ v dir. Ayrica v'niin asalhgindan

]—tZs = Zins EV = ]-tXM Cv



28

elde edilir. Boylece her w € M ig¢in 1,xp(w) < v(w) ozel olarak w = z alirsak

t <v(z) = « bulunur. O

Bu teorem ile verilen bir L-fuzzy modiiliin asal olup olmadigini anlamak ko-
laylagmugtir. Ornek 3.2.3’de tammlanan @’nimn asal oldugunu N = 0'm, M’de asal
ve b'nin L’de bir asal eleman olmasindan kolaylikla gorebiliriz. Bagka bir ornek

asagida verilmigtir.
Ornek 3.2.6 R=M =7, L =[0,1] ve

1, xe3Z
pa)=9
1, diger durumlarda

olsun. 3Z, Z'nin bir asal altmodili ve %1 asal eleman oldugundan g , Z'nin bir

fuzzy asal altmodiiliidiir.

3.3 R-Modil Homomorfizmalar:1 Altinda Fuzzy Asal Alt-

moduller

Ik olarak L-fuzzy kiimelerin goriintii ve ters goriintii kiimelerinin tammim vere-

lim. Bu kissmda M ve M; R-modiiller olarak alinacaktir.

Tanim 3.3.1 f : M — M; bir R- modil homomorfizmasi, 6 € F(M) ve
B € F(M) olsun. f(0) € F(My) ve f~Y(B) € F(M), her w € M ig¢in

sup  O(m),  fH(w)#0
F(O)(w) = merw)

0 , diger durumlarda

veu € M i¢in

olarak tanimlanar.
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Ornek 3.3.2 f:7Z—7 f(x) =2z ile tammlanan modiil homomorfizmas ve

1 ze3Z
x ¢ 37

0(z) =

=

7, tizerinde bir fuzzy kiime olsun.

F(0)(0) = sup{h(0) | f(0)=0}=1
fO) 1) = 0, (F71(1)=0)
F0)2) = sup{f(1) ] f(1) =2} = }1
f@O3) = 0, (£743)=0)
FO)4) = sup{0(2) | f(2) =4} :}1
fO)B) = 0, (£7(5)=0)
f(0)(6) = sup{d(3) | f(3) =6} =1
dir. Buradan
1 xe6Z
fO@) =41 ze2z-67
0 x€Z-2Z

bulunur.

Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.5 L-fuzzy asal altmodiillerin R-modiil homomor-
fizmalar1 altindaki gortintiilerinin hangi durumlarda tekrar fuzzy asal altmodiil

olduklarinm ifade eder.

Teorem 3.3.3 f: M — M; R-modil epimorfizmast olsun. Eger 8, M ’nin bir
L-fuzzy asal altmodiilii ve Xyerr C 60 ise o zaman f(0), M in bir L-fuzzy asal
altmodulidir.

Ispat. f orten oldugundan f(A)(w) = sup 6(m) dir.

w=F(m)
I[ddia 1: f(0) € S(M;).
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(i) f(0)(0pr,) = 1 oldugu agiktir.

(ii) Her wy,ws € M; igin,

fO) (i) A f(O)(we) = | SU(p )9(m1)] Al SU(P )9(7”2)] = sup {0(m1) A 0(mo)}
wi=f(m1 wa=f(ma w1,w2
< sup 0(my —my) < sup 0(my — my)
wi=f(m1),wa=Ff(m2) w1 —w2=f(m1—mz)

= f(0)(w1 —wa)

(iii) Her wy € M; ver € R,

f(@)(w1) = sup O(m)< sup O(rm)= sup O(rm)
wi=f(m) wi1=f(m) rw1=rf(m)=f(rm)
= f(O)(rw).

Boylece f(0) € S(M,) dir.
I[ddia 2: f() My'in L-fuzzy asal altmodiiliidiir.
0, M’nin bir L-fuzzy asal altmodiilii oldugundan, Teorem 3.2.5’den N = 6,, M ’nin

bir asal altmodiilii ve o, L’de bir asal eleman olmak iizere

1, €0,
0(x) = )

a , diger durumlarda

seklindedir. Buradan y € M; i¢in,

1, yef)

« , diger durumlarda

fO)(y) =

bulunur. Bu nedenle sadece f(f,)m, M;’in bir asal altmodiilii oldugunu goster-
memiz yeterli olacaktir.

r € Rw € My, rw € f(0,) olsun. Bu durumda rw = f(z) olacak sekilde bir
z € 0, vardir ve f bir epimorfizma oldugundan rw = rf(m) = f(z) olacak sekilde
bir m € M vardir. Ayrica Xiery € 0 = ker f C 0, oldugundan rm € 0, dir. 0,

asal altmodiil oldugundan m € 6, veya rM C 6, dir.
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Eger m € 0, ise w = f(m) € f(0,) dir.
Eger rM C 60, ise rM; = f(rM) C f(6,) dir. Boylece f(6,) , My’in asal alt-
modiiliidiir ve «r, L de bir asal eleman oldugundan, Teorem 3.2.5’den f(6), M;’in

bir L-fuzzy asal altmodiiltidiir. O

Ornek 3.3.4 Ornek 3.3.2 deki

1, ze3%Z
0(x) =
Y, w¢3L
Z’nin bir fuzzy asal altmodiilii olup,
1, x € 67
fO)x)=93 1, ze2Z-6Z
0, x €1 — 27

fuzzy kiimesi Z’nin L-fuzzy asal altmodiilii degildir. Bu 6rnek ile f’nin epimor-

fizma olmasi sartinin kaldilamayacagini goriiriiz.

Teorem 3.3.5 f: M — M; R-modil epimorfizmas: ve (3, My in bir fuzzy asal
altmodiilii olsun. f~(3), M 'nin bir L-fuzzy asal altmodiiliidiir.

Ispat. Teorem 3.2.5'den (3., M;’in asal altmodiilii ve o, L’de bir asal eleman

olmak tizere my; € M i¢in

B(m1> _ 1 ) my € ﬂ*

a , diger durumlarda

seklindedir. Buradan

FB) () = 1, [f(z) € B, _ ) we )

a , diger durumlarda «a , diger durumlarda

bulunur. Simdi r € R, m € M i¢in , rm € f~'(3,) = rf(m) € B,. Buradan
f(m) € B, veya rM; C (3, dir. Eger f(m) € 5, = m € f~1(5,) olur.
Eger rM, C 6, ise f(rM) = rf(M) C B, = rM C f)(5,). Boylece f~1(8,),

M’nin asal altmodiilii olur ve f~'(8) M’nin bir fuzzy asal altmodiiliidiir. O
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3.4 Fuzzy Nakayama Lemma

M, sonlu iiretilmig bir R-modiil ve L = [0, 1] latisi olmak tizere M. Makamba ve
V. Murali [13] Fuzzy Nakayama Lemma’y1 ispatlamiglardir. Bu kisimda, bir M
modiilii iizerinde sonlu tretilmis bir fuzzy modil igin fuzzy Nakayama Lemma
degisik bir yontemle ispatlanmigtir. Sonlu tiretilmis fuzzy modil tanimi ve 6zel-
likleri [18]’de verilmig olup bu o6zellikleri ispatsiz olarak verecegiz. Bu kisimda

L = [0, 1] ve herhangi u € I(R) i¢in u(0) = 1 olarak alinacaktir.

Lemma 3.4.1 [18] A indeks kiimesi olmak tizere ( |A| > 1), 1 € A i¢in, 0; €
S(M) olsun. () 0; € S(M) dir.

€A
Tanim 3.4.2 [18] 0 # & € F(M) olsun. & C v olacak sekildeki tim fuzzy alt-

modillerin arakesitine & nin urettigi fuzzy modul denir ve < & > ile gosterilir.
S asagidaki 6zellige sahip bir fuzzy noktalar kiimesi olsun.

“Eger x;,x, € S 1se s=1t dir”
Bu durumda & € F(M),

€)= t, = €S

0, diger durumlarda

ile tanimlanmak tizere < § >=< £ > olarak alimir ve < § >, § kiimesinin

iirettigi altmodiil olarak adlandirilir.

Asagidaki teorem bir ¢ fuzzy kiimesinin iirettigi fuzzy modiiliin ¢ tarafindan

kapsanan fuzzy noktalar cinsinden karakterizasyonunu verir.

Teorem 3.4.3 [18] £ € F(M) olsun. Her x € M igin,

m m

o) = SUP{(Z(W)l(%)ti)(Jf) | &) = 4, @ = ani, m e N

seklide tanimlanan fuzzy kime bir fuzzy modildir ve < & >= o U0y dir.



33

Ornek 3.4.4 R = Z ve L = [0,1] olsun. S = {61,2%,5%} kiimesinin iirettigi

fuzzy kiime
.

1, xr=06
3 T =09
fa)=1 "
9 xr = 2
0, diger durumlarda

\
olmak iizere < § >=< ¢ > dir. Buradan z € Z igin

1, rE<C6 >

, Z— <6 >

<&>(x)=

3
2
bulunur.

Cebirdeki temel sonuglardan olan Nakayama Lemma [27];
“M sonlu iiretilmis bir modiil, I R'nin Jacobson radikalinde (J(R)) kapsanan bir
ideali olmak iizere eger IM = M ise M = 0"

oldugunu ifade eder.

Simdi tezdeki 6zgiin sonuglardan birisi olan Fuzzy Nakayama Lemma’y1 verelim.

Teorem 3.4.5 p € I(R), pnC FJR(R), 0 € S(M) wve
O =< (1)r, (29,5 (Tn)r, >U 01 € S(M), (x;e M, \;€[0,1],i=1,...,n)
ve A\j=mazx{\ |i=1,2,..,n} olsun.
Ayrica x; < 1,%2, ..., Tj_1,Lj41, ..., Tn > oldugunu kabul edelim. Bu durumda
eger pub =40 ise 0, M nin asikar fuzzy modulidur. Yani x € M icin

0(z) = L r=0 dir.

0, x#0

Ispat. Eger gerekirse yeniden indeksleyerek j =1, \j > Xy > Ay > -+ > A, ve
S = {(z1)x,, (2)rgs s (Tn)a, } seklinde alinabilir. O zaman § =< § > U0, dir.
Simdi

t, ’thS

0, diger durumlarda
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olmak tizere Teorem 3.4.3’den

, w=20

sup{(3-(r)s ()i )(w) | w= Y, §(e) 2 tom €N} w0

1=1

3

O(w) =

olur. Yani =< & > U0, dir. 0 # x1 €< x1 > \ < Z9, 23, ..., z, > oldugundan ve
0 'min tanmindan 6(z;) = Ay dir.
Iddia: (u6)(z1) = 0’ dur.

Bunun i¢in (uf)(x1)'in tammini gozoéniine alarak z; = > rw;, m € N ifadesi
i=1

icin 7\ w(r;) A O(w;) = 0 oldugu gosterilmelidir.

Eger Z?; ¢ J(R) olacak gekilde bir 1 < k < m varsa up C FJR(R) ve

FIR(R)(r) = L r e J(R) oldugundan pu(ry) < FJR(R)(rg) = 0 yani
0, ré¢ J(R)

p(rg) = 0 dir. Boylece 7\ p(r;) A O(w;) =0 dir.

Simdi her 1 = 1,2, ..., TrlL:ilgin r; € J(R) olsun. Burada iki farkli durum vardir.

l.durum: w; ¢< 1,29,...,%, > olacak gekilde bir j = 1,2,...,m € N varsa

¢’nin tamimindan 6(w;) = 0 dir. Boylece /m\ w(r;) AB(w;) =0 olur.

2.durum: Her ¢ = 1,2,...,m i¢in, w; €<Z::1E1,x2, ..., Ty > olsun.

Ozel olarak i = 1 icin tekrar iki durum indirgenir.;

a) Wy € Tiy, Tigy -y Tiy, > \ < Tjyy Ljgy ooy LTjy >, T F Ju VE

{i1,d2, ..., i} U{J1,J2, -, Je} = {1,2,...,n} olsun.

a;, € R (1 <k <r)olmak tizere w; = o, x;, + v, xi, + - - + oy, x;, seklindedir.

Eger i, = 1 olacak sekilde bir 1 < k < r varsa, bu durumda

(1—7r100)T1 = 7100, Tj, FT10 iy + 710G, Tiy, ++ - -+ T10G, Ty, FToWa A+ - -+ T Wy,

-~ »

olup “ ile gosterilen terim toplamda goriinmez.

Buradan eger ws, . .., wy, lerin hi¢birinin lineer ifadesi x;’i icermiyorsa 1 —ria; €
R tersinir oldugundan x, €< x9, x3, ..., 2z, > olur ki bu kabuliimiiz ile ¢eligir.
Eger ws, ..., wy, lerin bazilar1 x; carpanini bulunduruyorsa, bunlari esitligin sol

tarafina alarak ve ro,73,..., 7, € J(R) olmasimi kullanarak ya

r1 €< X9, x3,...,T, > yada x1 = 0 bulunur. Tekrar celigki elde ederiz.
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b) Eger wy €< mi, iy, ..., T > N < Xjy, Tjy, ..., T, >, ise (a) da yapilan
yorumlar burada da gecgerli olup tekrar x; €< xy,23,...,2, > elde edilir. Bu
ise yine bir geligkidir. Bu ylizden r; € J(R), Vi = 1,...,m oldugunda 2.durum
gerceklesemez.

Béylece her m € N igin 7\ w(ry) A G(w;) =0 dir.

Sonug olarak pf(x;) = 6:1: O(x1) = A\ ve A = max{)\ | i = 1,2,...,n}

oldugundan

0
O(w) = elde edilir. O
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4 L[-FUZZY p-MODULLER

Bu boliimde p sifirdan farkli bir fuzzy halka olarak alinacaktir. Oncelikle
[19, 20)’den, L-fuzzy p-ideal, L-fuzzy p-modiil ve L-fuzzy p-altmodiil tanimlari
hatirlatilacak ve bunlarla ilgili 6zellikler verilecektir. [20]’deki fuzzy p-altmodiil
homomorfizmas:1 tanimi genellestirilip, fuzzy p-rezidii ideali ve rezidii alt-
modiilii tanim1 verilecek ve bunlarla ilgili ozellikler incelenecektir. Son olarak

da L-fuzzy asal p-altmodiillerin ozellikleri incelenecektir.

4.1 [L-Fuzzy p-idealler ve L-Fuzzy p-Modiiller
Tamim 4.1.1 [19] p € H(R) ve pu € F(R) olsun. Eger her x,y € R i¢in
(i) p#0
(ii) p(z —y) = @) A ply),
(iii) p(zy) = p(z) A p(y)
(iv) 1) < ()
kosullar: saglamyorsa p’ye p  fuzzy halkasy uzerinde bir L-fuzzy ideal denir.

Bundan sonra p fuzzy halkasi tizerindeki L-fuzzy idealleri L-fuzzy p-ideal olarak
isimlendirecegiz. Ayrica bu ideallerin kiimesi I (R) ile gosterilecektir. Yukaridaki
tanimda p = 1 alinirsa, L-fuzzy p-ideal kavrami 2.1.3’de tanimlanan L-fuzzy ideal

kavrami ile cakigir.

Ornek 4.1.2 R = (Z,+,.) halkasi ve L = [0,1] dzerinde, her n € Z i¢in

1, n € 16Z
p(n) =4 1, ne2Z-16Z
T, né¢2l

ile tanemlanan p bir fuzzy halkadir. Bu halka tizerinde
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%, n € 87
p(n) =9 &, n € 27 — 87
0, n ¢ 27

ile tamimlanan fuzzy kiime bir fuzzy p-idealdir.

Tamm 4.1.3 [21] 6 € I,(R) olsun. Eger 6% 1 ve her x,y € R icin,
d(zy) A p(a) A ply) < o(x) V o(y)

saglanirsa 6 'ya bir L-fuzzy asal p-ideal denir.

Simdi p fuzzy halkasi tizerinde fuzzy p-modiil kavramini verecegiz.
Tanim 4.1.4 [20] p € H(R) ve 8 € F(M) olsun. Her x,y € M ve herr € R
$cin,
i) 6£0
(if) O(x —y) > 0(z) A O(y)
(iii) O(rz) = 0(x) A p(r)
kosullar saglanirsa 0’ya p fuzzy halkasy tizerinde bir L-fuzzy modil denir.

p fuzzy halkasi tlizerinde L-fuzzy modiilleri fuzzy p-modiiller olarak isimlendi-

recegiz. Tim L-fuzzy p-modiillerin kiimesini S (M) ile gosterilecektir.

Ornek 4.1.5 (Z,+,.) halkas: ve L = [0, 1] iizerinde, her n € Z icin

1, n € 16Z
p(n) =4 %, n € 47 — 167
0, n ¢ 47

ile tanimlanan p bir fuzzy halkadir. (Z3, +, .) Z-modiilii tizerinde her m € 73 icin
1, me(62)?

, m € (2Z)* — (6Z)3

,  m¢(22)°

O(m) =

O NI

ile tanimlanan 6 bir fuzzy p-modiildiir.
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Simdide bir fuzzy p-modiiliin altmodiilii tanimini verelim.

Tanim 4.1.6 0,6, € S,(M) olsun. Eger 6, C 0 ise 61’e 0’'mn fuzzy p-

altmoduld denar.

@’nin tiim fuzzy p-altmodiillerinin kiimesi S . (M) ile gosterilecektir. Yani
Spo(M)={60,]60,€ S,(M) ve 6; CO} dir.
=1, 6 = 1 olmasi durumunda S, (M) = S(M) dir. Ayrica M = R ve p = 6§ ise
S,0(R) = 1,(R) olur.

Ornek 4.1.7 R = Z,[z]/ < 2 > halkas: {izerinde M modiilii olarak halkanmn

«

kendisi ve a 7 latisi alinirsa, R tlizerinde her P € R icin

a, P=0,1
b, P=zx+1

ile tanimlanan @ bir L-fuzzy p-modiildiir. Ayrica

a, P=0
d, P=1lzz+1

01(P) =

olmak tizere 0; € S, (M) dir.

Halka tizerindeki modiiller ile fuzzy p-modiiller arasindaki iliski agagidaki lemma

ile verilir.
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Lemma 4.1.8 [20] p€ H(R) ve 8 € F(M) olsun.
i)Eger 6 € S,(M) ise t < 0(0) A p(0) olacak sekildeki her t € L igin,

O, ={re M|0O(zx)>t}

seviye kiimest M min  bir p;-altmodiilidir.
ii) 6:#0 ve 6, € F(M) olsun. 6, € S,9(M) olmas i¢in gerek ve yeter kosul
her t < 60,(0) A p(0) igin, (61):in 6;'nin bir p-altmodiili olmasidar.

Bu lemmanm sagladigi kolayhigi gormek acisindan Ornek 4.1.7°de verilen 6; i¢in
6, € S,p(M) dir. Cinkit t = d i¢in (01)q = {0,1,z,2 + 1} ve t = a i¢in
(01)a = {0}, 6/nin pp-altmodiilleridir.

Simdi p-altmodiiller tizerindeki temel iglemleri tanimlayalim.

Tamm 4.1.9 [20] 01,05 € S,9(M) wve p € I,(R) olsun. Fuzzy p-altmodillerin,
arakesiti, toplama ve bir fuzzy p-ideal ile bileskesi ve carpimi siraswyla asagidak:

sekilde tanmimlanwr. Her w € M icin,
1. (61 NOs)(w) = inf{O(w), b2 (w)}
2. (01 + 09)(w) = sup{b1(u) A O2(v) | w =u+v, u,v € M}
3. (woby)(w) = sup{u(r) Abr(m) | w=rm, re R,me M;}

4. pby(w) =sup{ A\ wu(r;) AN0(m;) |w=> rm; r € R, my € M, n €N}
i=1 i=1

Lemma 4.1.10 [20] 61,62 € S,9(M) wve p € I,(R) olsun. Eger 0, L nin bir

asal elemans ise bu durumda
1. (01N6y) € S,0(M),
2. (91 + (92) S Spﬁ(M) ve

3. by € Spo(M)  olur.
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Ispat. Fuzzy modiil tammindan 01(0nr) # 0 ve 05(0p7) # 0 dir. Ayrica 0 asal
eleman oldugundan 6; N6, # 0 , 01 4 65 # 0 ve pub; # 0 olur. Ustelik tanimdan
91ﬂ02 QQ, 81+02 Qé’ve ,ué’l g@dll‘.

(1)’in ispat1 i¢in, z,y € M ve r € R i¢in,

(01N O)(x —y) = Oi(z —y) Aba(z —y)
> O1i(x) A0 (y) A Oa(x) A ba(y)

ve (01N60y)(rx) = 01 (ra) NOy(rx) > 61(x) Ap(r) Abx(x) Ap(r) = (61Nby)(x) Ap(r)
dir. (2)’nin ispat1 i¢in (01 + 51)(x —y) > (01 + 62)(x) A (01 + 62)(y).
Gergekten, r = u+v ve y = m + n olacak sekildeki her m,n,u,v € M igin,

(61 +02)(x) A (01 +062)(y) = sup {01(u) Afa(v)} A sup {01(m) Ab(n)}

m=u-+uv y=m-+n

= sup{fi(u) A Os(v) A Oy(m) A bOy(n)}

< sup{bi(u+m) Abs(v+n)} < (0 + 02)(x — y)

m-+n

ve

(01 4 02)(x) A p(r) = sup{bi(u) AbOx(v) |z =u+ v} A p(r)
= sup{bi(u) AO(v) Ap(r) |z =u+v,r € R}

IN

(
(
= sup{fi(u) A p(r) AOa(v) Ap(r) | = = u+v,r € R}
sup{0 (ru) A Oo(rv) | ro = ru+rv,r € R}

(

< sup{bi(a) NOs(b) | re =a+b} = (01 + b)) (rz)  dir.

Son olarak, pb(z —y) > pbi(x) A pbr(y) olduguda benzer sekilde gosterilir ve

(u6r)(x) Ap(r) = Sup{/\u ) A b (:) Ix—ZM}/\p()

= sup{/\u YA O1(z;) A p(r |x—z i}

IN

sup{/\u YA O (rx;) |z = Z)\ ra;)} < (uby)(rz)  dir.

=1

U
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Bu lemmanin bir tek p fuzzy halkasindan p; ve po gibi farkli fuzzy halkalar
tizerindeki fuzzy altmodiiller ve ideallere geniglemesi agagidaki lemmada ve-
rilmigtir.

Lemma 4.1.11 py,p. € H(R), 6 € S, (M), B € S,,(M), 6, € S, 0(M),

B € Spp(M) ve pel,(R) olsun. 0, L'nin bir asal elemans ise bu durumda

~

L ONB e Synp(M),
2.0+ 0¢€ Spnp(M),
8. ph €S, (M)NnS, (M),

4. 01 ﬂ51 S Splﬂpz,eﬂﬁ(M))

5. 00+ 01 € Synpors(M) dir.
Ispat. (5)’in ispatin verelim. Digerleride benzer sekilde yapilir. 0'in asalhgindan
(01 + £1)(0) = sup{f1(u) A B1(v) | 0=u+wv, u,v € M} #0,
yani 0 + 31 # 0 dir. Simdi m,n € M olmak iizere

(01 + B1)(m —n) > (01 + B1)(m) A (61 + B1)(n)

oldugunu gosterelim. Gergekten, m = u+v ve n = x + y olacak sekildeki her

x,y,u,v € M igin,

(61 + B)(m) A (L + Br)(n) = sup {61(u) A Bi(v)} A sup {61(x) A Bi(y)}

m=u+v n=r+y

sup{01(u) A Br(v) A bi(z) A Bi(y)}

m+n

sup{01(u+z) A B1(v+y)}

m+n

< 01+ p1)(m—n) bulunur.

IN

Son olarak, her r € R and m € M icin,

(o1 N p2)(r) A (01 + Br)(m) = (p1)(r) Ap2)(r) A sup {61(u) A Br(v)}

< sup {{(p1)(r) A B (u)] A (p2)(0) A 0]}
< (61 + 61)(7’771) dir.
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4.2 Fuzzy Kime ile ﬂ'retilmi§ L-Fuzzy p-Altmodiiller

Bu kisimda bir fuzzy p-modiiliin altkiimesi tarafindan iiretilmis fuzzy p-altmodiil
tanimini verilecektir ki bu 3. Béliimde verilen bir fuzzy kiimenin tirettigi fuzzy
modiil kavraminin genellemesidir.

Simdi p € H(R) ve § € S,(M) olmak tizere Fy(M) = {n € F(M) | n C 0}

kiimesini tanimlayalim.

Tamm 4.2.1 { € Fy(M) ve & # 0 olsun. & C v olacak sekilde v € S,9(M)

altmodullerinin arakesitine & fuzzy kimesinin trettigi altmodil denir.

¢ fuzzy kiimesinin tirettigi fuzzy p-altmodiilii < & > ile gosterilir. Yani
<&>,=(v., veES,M)
£Cv
dir. Bir fuzzy kiimenin iirettigi fuzzy p-altmodiiliin karakterizasyonu asagidaki

teorem ile verilir.

Teorem 4.2.2 R birimli ve degismeli bir halka, M birimsel bir R-modul p €
H(R) ve § € S,(M) olsun. Eger 0# & € Fp(M) igin p(0) > 6(0), p(1) = p(0) ise
<& >,=p& dir.

Ispat. & C p.€ ve p& € S,0(M) oldugunu gosterirsek < & >,'nun tanmimmindan
<& >,C pelde edilir. £(z) < 0(z) <0(0) < p(0) = p(1) oldugundan
E(x) =€) Ap(l) < (p.&)(1.x) yani & C p.& dir. Simdi p.§ € S,9(M) oldugunu

gosterelim: Her x € M icin,

L (p&)(x) = Sup{/\ p(r) Né(z;) | == Zrixi, ri € Ryx; € M, n € N}
i=1 i=1

< Sup{/\p(ri) NO(z;) | == ani, r € R,x; € M, ne N}
i=1 i=1

< Sup{/\@(mxi) |z = ani, ri € Rjx; € M, n € N}
i=1

=1

< sup{@(z rix;) | x= ani, ri € Ryx; € M, n € N} =0(x)

i=1 =1

boylece (p.£) C 0 dir.
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2. Her 2,y € M i¢in (p.£)(x —y) > (p-£)(x) A (p-£)(y) oldugu agiktir.
3. Her x € M ve her r € R i¢in

pE(x) A p(r) =

n

= p(r) /\sup{/\ p(ri) Né(x;) | = Z’rixi, r, € R,x; € M, neN}
i=1

=1

= sup{/\p(ri) NE(x) ANp(r) | == Zﬁlﬁi, ri € Ryx; € M, n € N}
i=1

i=1

n

< sup{/\ p(rr) NE(x;) | ro = Zrmxi, ri € Ryx; € M, n € N}
=1 i=1
< (p&(ra)

Simdi tersine < £ >,2 p.§ oldugunu gosterelim. Bunun igin 6; € S,o(M) ve

€ C 6 ise (p.£) C 0y oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

(p&)(x) = SUP{/\P(Ti)/\f(%> ’ 33:27%351, r, € Roo; € M, ne N, C 6}

i=1 i=1

SUP{/\P(Ti)/\el(ﬂfi) | xzzril}‘, ri € Ryvp € M, n € N, C 0}

<
i=1 i=1

< sup{/\ bi(riz;) | =Y rw;, ri € Row; € M, n €N, £ C 6}
i=1 i—1

< SUP{91(Z riT;) T = Zﬁxz} = 0:1(z)

i=1 i=1

Yukaridaki teoremde 6zel olarak,

1. € =ua, (t #0) alimrsa m = > rx € M igin
i=1
<y >, (M) = sup{/\ p(r;) ANt} olur.
i=1
n
2. M=R,p=0,ve ry€pise w=)>_ rr e M igin,
i=1

<1 >, (w) = sup{ /\ p(ri) At} dir.

(1) ve (2) L-fuzzy asal p-altmodiillerin karakterizasyonun da kullamlacaktir.
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4.3  L-Fuzzy p-Altmodiil p-Homomorfizmalari

Bu kisimda [20]’deki fuzzy p-altmodiil homomorfizma tanimi genellegtirilmis ve
fuzzy p-altmodiillerin bu homomorfizmalar altindaki davraniglari incelenmigtir.
Bu kisim da L tam sirali latis, M, N R-modiiller, p € H(R), 0 € S,(M) ve
B € S,(N) olarak alinacaktir. Ayrica bir ¢ : L — L fonksiyonu a,b € L olmak
tizere a < b = p(a) < ¢(b) kogulunu saghyorsa ¢’ye bir latis homomorfizmas:

denir.

Tamm 4.3.1 6, € S,9(M), 1 € S,3(N) wve ¢ : L — L bir latis homomor-
fizmasi olsun. @ o6y = [y o f kosulunu saglayan bir f : M — N R- modiil

homomorfizmasina 01 den (e bir fuzzy p-altmodil p-homomorfizmast denir.

Burada 0y, 3, ve ¢ ile iligkilendirmek tizere f, : 6, — (3; gosterimi kullanilir ve

fo'ye fuzzy p-altmodiil p-homomorfizmas: denir.

Bir baska deyisle #;’den ;e bir fuzzy p-altmodiil p-homomorfizmas: asagidaki

diagrami degismeli yapacak sekildeki f : M — N R-modil homomorfizmasidir.

M-t-nN

91l B1

LT>L

Not: Eger ¢ birim doniigiim olarak alinirsa p-fuzzy altmodiil p-homomorfizmasi
[20, Tanum 2.6)’deki tanima indirgenir. Buna goére Tanim 4.3.1, [20]'de verilen

tanimdan daha geneldir.

6 € S,(M) olmak iizere §'nin sifirdan farkli fuzzy noktalarimin kiimesini
0={xxc F(M)|0(x)>\ 0£ANeL, z € M}

ile tammlayalim. Bu durumda bir f, : 6, — [ fuzzy p-altmodil -
homomorfizmas: 6;’den ;e f(xt) = f(x)yq) ile tanimlanan bir f L0, — 5

dontigiimiini indirger.
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Teorem 4.3.2 0,0 € F(M) ve 01 C 0 olsun. Bu durumda asaqidakiler denktir.
1. 0, € Spﬁ(M),
2.V x,ys € 0, ve e € p olmak tizere xy — ys € 6, ve LT € 0, dur.

fspat. 1=2

Ty, s € 0y icin, 0y (xz—y) > 61(z) A1 (y) > tAs dir. Buise (z—1y)ins = Te—ys € 0
demektir. Ayrica 1 € p olmak tizere  0y(rz) > 01(x) A p(r) >t Ak yani

rLL; € 9~1 dir.

2=1

z,y € M olsun. Eger 0;(x) = 0 veya 0;(y) = 0 ise 0 latisin en kiigiik eleman1
oldugundan 6,(x — y) > 01(x) A 61(y) dir. Simdi 6;(z) # 0 ve 61(y) # 0 olsun.
To,(z), Yor(y) € 6, dir. Lo, (2) — Yor(y) = (T — Y)o,(2)n01(y) € 6; oldugundan

01(x —y) > 01(x) A Oi(y) dir. Ayrica r € R olmak iizere r,y € p oldugundan,

Tor) Loy (z) = (TT) p(r)r01 () € 0,. Yani 6, (rxz) > 01(x) A p(r) olur. O

Simdi  fuzzy p-altmodiil ¢-homomorfizmas1 altinda goriintii  ve ters

goriintli kiimelerini inceleyecegiz.

Tanim 4.3.3 f, : 0, — [ bir fuzzy p-altmodil p-homomorfizmasy ve ¢ €
S0, (M) olsun. 6 'mn f, altindaki gorintisi f,(8) : N — L fuzzy kiimesi
sup p(0(m))  f7H(n) #0

[o(8)(n) = { met-io
0 ) =0

ile tanimlanar.

Teorem 4.3.4 ¢ bir latis izomorfizmasi (birebir ve orten latis homomorfizmast),
fo 2 01— By bir fuzzy p-altmodiil -epimorfizmast (f epimorfizma) ve
6 € Sp0,(M) olsun. ¢y, =1 (birim déniisiim) ise f,(5) € Sy, (N) dir.
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Ispat. & C 6, ve ¢ bir latis homomorfizmasi oldugundan her n € N
icin, f,(6)(n) < Bi(n) dir. Ayrica ¢ izomorfizma, f epimorfizma ve 6(0) # 0
oldugundan f,(8) # 0 dir. Ustelik her n,n,,ny € N ve X € R igin,

fo(0)(na) A fo(0)(n2) = [mlEqug(m)w@(ml))]A[m268f1111>(n2)90(5(m2))]
= s [p(00m)) A p(0(m2))
= s [p(00m1) A (9(m2)))]
< f(iupmz)sO(cs(ml—mz))

< fe(0)(m —no)

fo(@)(n) Np(A) = | s )30(5(771))]/\0@):[“811)12 p(3(m)) A p(A)]
= [ sup ¢(0(m)) A p(A)]
Flm)=
= [f(Su)li p(d(m)) A (e (p(N))];
< s Sup. p(0(Am)) < fo(0)(An)  dir
O
Tanim 4.3.5 ¢ bir latis izomorfizmasy, f, : 6 — [ fuzzy p-altmodiil

o-homomorfizmast ve 1T € S,5(N) olsun. T'nun f, altindaki ters

goTintist f;l(T) : M — L fuzzy kimesi, her m € M i¢in

ile tanymlanar.
7(f(m)) < B1(f(m)) ve ¢ bir latis izomorfizmasi oldugundan

P (1(f(m))) < o7 (Bi(f(m))) = ¢~ (201 (m)))
olup f;l(T)(m) < 601(m) dir.

Teorem 4.3.6 ¢ latis izomorfizmasi, f, : 6 — Bi bir fuzzy p-altmodiil ¢-

homomorfizmasy ve 7 € S, 5, (N) olsun. o, =1 ise f;'(1) € Sy, (M) dir.

Ispat. Teorem 4.3.4%¢ benzer sekilde yapilir. 0
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4.4 Fuzzy p-Rezidii Ideal ve Fuzzy p-Rezidii Altmodiil

Zahedi [30]'da fuzzy rezidii ideal ve fuzzy rezidii altmodiil tanimlarimi vermistir.
Daha sonra fuzzy halkalar {izerinde, Martinez [20]’de fuzzy p-rezidii ideal ve fuzzy
p-rezidii altmodiil kavramlarini Zorn lemma’y1 kullanarak tanimlamigtir. Biz bu
kavramlar1 farkh gekilde tamimlayip [20]’deki kisitlamalar altinda ayni tanima

indirgeyip, bunlarla ilgili ozellikleri verecegiz.
Tamm 4.4.1 0 € S,(M), 6, € S,o(M), p(0) > 6(0) wve 6(0) = 6:(0) olsun.
Her r € R i¢in

(01:0)(r) =sup{p(r) | pob C O, pel,(R)}

seklinde tanimlanan fuzzy kimeye 6 ve 61 in rezidu kiimesi denir.

Tammdaki p(0) > 6(0) ve 6,(0) = 6(0) kosullar1 [20]’de de verilmis olup Zorn

Lemma hipotezlerini saglamak iizere kullanilmigtir. Bu kosullar

{u(r) [ o C Oy, pel(R)}
kiimesinin agagida aciklandigi sekilde bogtan farkli olmasini saglar. Bunun i¢in

p(0) r=0
0 r#0

v(r) =

ile tanimlanan ile tanimlanan fuzzy kiime bir p-ideal olup vof C 6, sartin saglar.
Gergekten, r = 0 igin v(0) = p(0) ve r # 0 igin v(r) = 0 < p(r) oldugundan
v C pdir. Ayrica po € I,(R) oldugu kolayca gosterilir. ¥ o # C 6, oldugunu
gosterelim.

m = 0 icin
(ro0)(0) = sup{r(0) Abd(m),v(r)A6(0),v(0) AB0),..}
= p(0) A 6(0) = 6(0) = 6,(0)

ve m # 0 igin

(vof)(m) = sup{u\(ﬁ/\@(m)} =0 < 6(m) dir.

0
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Bundan sonra fuzzy rezidii (6 :, 0) gosterimi kullamldiginda p(0) > 6(0) ve
01(0) = 0(0) kogullarinin gergeklendigi varsayilacaktir.

Lemma 4.4.2 0 € S,(M) ve 6, € S,9(M) olsun. O zaman (60, :, 8) € I,(R) dir.

Ispat. Her r € R icin,

(61 : 0)(r) = sup{p(r) | pof C 61, p e I,(R)} < p(r) oldugundan
(6, 6) C g

Once (11 +€) 060 C (o) + (€ 06) oldugunu gosterelim. w € M icin

(48 of)(w) = sup{(u+&)(r)Ad(u) |w=rm, recRmeM}

= sup{T:sTuET {pri)) NE(ra)} AB(m) |w =rm,r € R,m e M}
= TlnﬁliEQm{(u(Tl) AO(m)) A (u(rz) NO(m)) [ r1,12 € R,m € M}
sup  {(uo0)(rim) A (€0 0)(ram}

w=rim-+rem

< (uof)+(Eof)(w) dir.

IN

Simdi bu esitsizlikten yararlanarak, her r; s € R igin,

(613 0)(r) A (012, 0)(s) =

= sup{u(r) | po 0 C b1, pe l,(R)} Asup{&(s) | {08 Cbh, € € [,(R)}
sup{p(r) A&(s) [ o C 0y ve {00 C b1, 1€ € 1,(R)}

< sup{(u+E)(r—s) | HoB 0 ve £00 C by, € € L(R)}
< sup{(p+&(r—s) [ (uold)+ (b)) SO, & l,(R)}
< sup{(p+&(r—s) | (n+8§ o0 C b, p+&el(R)}
< (61:,0)(r—s) bulunur.

Son olarak

(012 0)(r) A p(s) = sup{u(r) [pod S b1, pe l(R)}Ap(s)
= sup{u(r) Ap(s) | ot S0, p e l,(R)}
< sup{u(rs) | po0 C 01, p€I,(R)} < (613, 0)(rs)

ve boylece (6, :, 0) € I,(R) olur. O
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Burada (6, :, 6)'niin bir L- fuzzy p-ideal olmasi nedeniyle Tamm 4.4.1 ile [20,

Tanim 5.3]’in ayn1 oldugu gozlemlenir.

Tamm 4.4.3 p € H(R), 0 € S,(M) ve p(0) > 6(0) olsun. u € I,(R), 0, €
Sy0(M) ve 6:(0) = 60(0) olmak dzere her x € M igin,

(01 0 p)(z) = sup{B(z) | po B C 61,8 € S,p(M), B(0) =6(0)}
seklinde tanimlanan fuzzy kimeye 01 ve p'nin fuzzy rezidi kimesi denir.

Fuzzy rezidii ideallerdekine benzer olarak

{B(z) | o B C01,8€S5,0(M), 3(0)=06(0)}

kiimesininde bostan farkli oldugu gosterilebilir.
Bundan sonra fuzzy rezidii (6; :p p) gosterimi kullamildiginda p(0) > 6(0) ve
01(0) = 0(0) kosullarinin gergeklendigi varsayilacaktir.

Lemma 4.4.4 p € HR) , 6 € S,(M), pe€ Il,(R) veby € S,9(M) olsun. Bu
durumda (61 :g 1) € S,9(M) dir.

Ispat. Lemma 4.4.2’e benzer sekilde yapilir. U

Eger p = 1 olmas1 durumunda Lemma 4.4.4’deki kogullar altinda rezidii alt-

modiil tanmm [18, Tanim 4.5.1)’e indirgenir.

Lemma 4.4.5 0, € S,9(M) ve pn € I,(R) olsun. Bu durumda
1. 01 C (61 :9 ),
2. (61 9 1) C 04,
3. (0,:,0).0C0, dir

fspat. w € M olsun.

Lo (pob)(w) = sup{p(r) Abi(u) | w=ru} <supip(r) Abi(u) [ w=ru}

< sup{fi(ru) | w =ru} = 61 (w)
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C (0y :p p) olur.

2. [p.(01 0 w))(w) = _sup {Z/\l,u ri) A (61 29 ) (my) | ri € Rym; € M,n € N}
— ;up {AM ;) Asup{B(m;) | po B C 01,8 € S,0(M)}}
- ;up {sup{l/\lun AB(mi)} [ o B C 01,8 € Spe(M)}
< ;up {Aﬂoﬂ rimg) | o B C 01,8 € S,(M)}
< ;up {A@l rim;) | po B C 6,8 € S,0(M)}
< ;;p {91 ;mmz | o B S, € S,p(M)} < bi(w)
(3)’in ispat1 (2)’ye benzer sekilde yapilabilir. O

Simdi verecegimiz lemma fuzzy p-idealler ve p-altmodiiller arasindaki kapsama

iligkisinin rezidii idealler ve rezidii altmodiiller i¢in nasil korundugunu aciklar.

Lemma 4.4.6 61,0, € S,o(M) ve pi,n € 1,(R) olsun. O zaman

8. (01N ) C

1. Eger 0; C 0y ise (01 :g ) C (02 19 p) dir,

2. Eger p Cnise (61 :9m) C (01 39 ) dir,

(01 :9 ) N (O 29 ) dir.

Ispat. m € M olsun.

1. #; C 05 oldugundan,

(61 29 p2)(m)

= sup{B(m) | poB CO,B€ S,p(M)}
< sup{B(m) | poB Cby,B€S,o(M)} = (0z:9 p)(m)
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2. Eger p C 7 ise herhangi bir § € S, 9(M) icin ppo 8 C no B ’dir. Bu kapsamay1
kullanarak (6, :g ) C (01 ¢ ) oldugu kolayca gosterilir.
3. (1)’den agiktir. O

Lemma 4.4.7 fuzzy asal p-altmodiillerin karakterizasyonunda ve seviye alt-
modiillerin M’nin asal altmodiilii oldugunun ispatinda kullanilacak olan temel

ozelliklerdendir.

Lemma 4.4.7 R birimli, degismeli bir halka, p € H(R), 6 € S,(M) wve
p(1) = p(0) > 6(0) olsun. Eger 6, € S,9(M) wve 0(0) = 6,(0) ise

1. r, € (91 p 6) & .0 C 0

2. p e I, (R) icin
- (61 p 9) <~ /,69 - 91 dir.

Ispat. 1. (<) : Bger k =< 1}, >, (r) ve < 1}, >, ol C 0 oldugunu gosterirsek

(61 :p 0)'niin tammindan 7, € (0; :, 0) olur.

ko= k/\p() (/””k)()_<7”k>p()

< sup{/\ D) AT \r—an si, T € R}
=1
< sup{p(d_s) Ak | v =) sin. sir€ R}
i=1 i=1
< k

ve w € M igin
(<rp>,00)(w) = sup{< 1>, (s)/\@(u)|w:su,3:Zsir€R, ue M}

=1
n

= Sup{sup{/\ p(si) Nk} AO(u) | w = Z s;.ru, € R, we M}

i=1 =1

IN

sup{/\p YAO(ru) |w=ru, r€ R, ue M}

IN

sup{@(z sirau)| w = Z siru} = 60y (w)  dir.
i=1 i=1



52

Boylece < 14, >, off C 60, olur.
(=): rp€(01:,0) olsun. k < (0; :, 0)(r) dir. w € M igin,
(ri.0)(w) = sup{/\ e AO(w;) | w= r.Zwi, w; € M}
i=1 i=1

= Sup{/\k:/\ﬁ(wi) | w:r.Zw“ w; € M}
i=1

i=1

IN

sup{ \ (011, 0)(r) A O(w:) | w=r> wi, w; € M}
i=1 i=1
Lemma 4.4.5 — (3)'den
< Sup{/\@l(rwi) | w:r.Zwi, w; € M}
i=1 i=1

< Oy (w).
2. (=) pnC (0 :,0)0lsun. r € Rigin pu(r) < (6 :, 0)(r) dir.

(uh)(m) = sup{/\ w(ry) ANG(m;) | m = Zrimi, ri € R, m; € M,n € N}
i=1 i=1

< sup{/\(01 p O)(ri) NO(my) | m = Zrimi, ri € R, m; € M,n € N}
i=1 i=1
< 0i(m)

(<:) pf C 6, olsun. pro6 C 6 ve boylece u C (0; :, 0) dir.

4.5 L-Fuzzy Asal p-Altmodiiller

Bu kisimda R birimli, degismeli bir halka olarak alinacak ve 3.Bolimde
verdigimiz L-fuzzy asal altmodiil tanimi herhangi bir p fuzzy halkasi tizerine

genellestirilecektir.

Tanim 4.5.1 0, € S,o(M) ve 0, # 0 olsun. Egerri, € p (r € R, k € L) ve
my € 0 i¢cin

“re.myx € 01 = my € 0, veya 1.0 C 0,7

kosulu saglanirsa 61’e 6’nin bir L-fuzzy asal p-altmodiliu denir.
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Ornek 4.5.2 R = Zy[z]/ < 22 > halkas: iizerinde M modiilii halkanm kendisi

ve L latisi “ a 7 olsun. P € R igin
c
d
a, P=0,1
p(P) =
c, P=zx+1

a , P=0
6(P) =
b, P=1z,x+1
L-fuzzy p-modiil olmak tizere
a, P=0
0 (P)=< b, P=x+1
d, P=1z

ile tanimlanan 6y, 0'nin bir L-fuzzy asal p-altmodiilii oldugu Ornek 3.2.3’ye benzer

sekilde gosterilebilir.

Tanim 4.5.1’de p = 1 alinirsa 3.2.2 ’de L-fuzzy asal altmodiil tanimi elde edilir.

Eger p = 1 ve L = [0,1] olarak almirsa fuzzy asal p-altmodiil tamm [12,
Tanmim 3.6] ile gakigir.

M = R ve p = 0 = 1 olmas1 durumunda fuzzy asal p-altmodiil tanimi [18,
Tanim 3.5]’de verilen fuzzy asal ideal karakterizasyonunu verir.

Ayrica M = R, p = 0 ise p(1) = p(0) kogulu altinda her L-fuzzy asal
p-altmodil bir L-fuzzy asal p-idealdir. Gergekten M = R ve p = 6 alinirsa
her fuzzy p-altmodiil ayn1 zamanda bir fuzzy p-idealdir. Bundan dolay1 sadece
asallik sartinin saglanip saglamadigim kontrol edelim. 6, € S,4(M) fuzzy asal
p-altmodiil olsun. z,y € R olmak tizere 0;(zy) A p(z) A p(y) = a (a € L) dersek
01(zy) > a ve p(z) > a dir. Buradan (zy) = Zo.Ya € 01 ve x4 € p ve 0 fuzzy

asal p-altmodiil oldugundan, v, € 6; yada x,.0 C 6; dir.
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Eger y, € 01 ise a < 61(y) < 01(z) V 61(y) olur. Simdi z,.60 C 6; olsun.
a < p(x) < p(1) <0(1) oldugundan
a=aN0(l) =z.,(zx) NO(1) < z,0(x) < 01(z) < b1(x) < 01(z) V 01(y) olur.

Boylece 6, fuzzy asal p-idealdir.

Cebir de asal altmodiil tanimi rezidii idealler kullanilarak verilir. Benzer
sekilde L-fuzzy asal p-altmodiillerin fuzzy rezidii idealler ile karakterizasyonunuda

asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 4.5.3 p € H(R), 61 € S,9(M), p(1) = p(0) ve 6y # 0 olsun. 0;’in
0 'nan bir fuzzy asal p-altmodili olmast igin gerek ve yeter kosul p € I,(R) wve

B € S,e(M) olmak tizere pof C 6y ise §C 60 veya pC (0y:,0) olmasidar.

Ispat. (=): 6; @nm bir L-fuzzy asal p-altmodiilii, o 8 C 6y, 3 Z 6, ve
p & (6, :, 0) olsun. Buradan B(m) £ 6;(m) olacak sekilde bir m € M ve
p(r) £ (61 :, 0)(r) olacak sekilde bir r € R vardir.

p(r)AB(m) < poB(rm) < 6i(rm) yani (rm)uyagom) = Tur)-Mam) € 01 dir. 6;'in
asalligindan mg(m) € 01 yada 1,y € (01 3, 0) dir. Bu ise sirasiyla 3(m) < 61(m)
ve pu(r) < (61 :p 0)(r) demek olur ki kabuliimiiz ile gelisir. Yani 5 C 6; veya
pC (6 :,0) diu.

(<): . € p, my €0 igin ry.my € 01 olsun.

<1 >,€ I,(R) ve <my >,€ S,p(M) dir. Ayrica tanimdan
(<rp>,0<my>,)(w) =sup{<ry >, ()N <my >, (u) | w=sus€ R uec M}

oldugunu biliyoruz.

w ¢ R(rm) ise (< 1 >, 0 <my >,)(w) =0 < 01 (w).
Eger w € R(rm) ise s= )Y t;r € R ve u= ) a;m € M olmak iizere
i=1 j=1

ni

(<re>po<my>)w) = [Apt) ARIA LA pla) AN

j=1

< Noltiag) A (kAN

< b (w)
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Boylece (< 7, >, o < my >,) C 6 olur. Hipotezden < my >,C 6; veya
< 1 >,C (61 :, 0) elde edilir. Bu ise my € 6, veya r, € (6; :, 0) olmasin

gerektirir. 0

Lemma 4.5.4 p € H(R), th € S,9(M), p(1) = p(0), 61 # 6 ve 6(0) = 6,(0)
olsun. Eger 01, 0 'nan bir L-fuzzy asal p-altmodiilii ise t < 61(0) Ap(0) ve (01); 6,

olacak sekildeki her t € L i¢in (64)¢, 0; 'min bir asal ps-altmodilidir.

Ispat. Lemma 4.1.8'den (01), 0ynin pialtmodiiliidiir. Gostermemiz gereken
(01)¢'nin asal oldugudur. Bunun iginde rz € (6,); olacak sekilde her r € p; ve
x € 0, igin ya x € (0); ya da r.6; C (0;); oldugunu gostermeliyiz.

re € (6h); ise O1(rz) > t dir.Yani ry.x; € 60; olur. 0; fuzzy asal p-altmodiil
oldugundan ya z; € (0,); yada r;6 C 6; dir.

Eger z; € (01); ise t < 0y(z) yani x € (01);.

Eger 0 C 60, ise her w € 6, i¢in, t < r(r) AO(w) < rf(rw) < 0;(rw) oldugundan
rw € (6y); dir. O

Cebir de asal altmodiillerin rezidii idealleri asal idealdir. Bu ozelligin fuzzy

karsiligi da asagidaki teoremde ispatlanmistir.

Teorem 4.5.5 p € H(R), p(1) =p(0) ve 6y € S,9(M), 61 # 0 olsun. Eger
61, 0'nin bir L-fuzzy asal p-altmodiilii ise (0; :, 0) bir L-fuzzy asal p-idealdir.

Ispat. Lemma 4.4.2'den (6, :, 0) € I,(R) dir. r,s € R igin

a=(01:,0)(rs)Ap(r)Ap(s) dersek (6 :, 0)(rs) > a yani (rs), € (0; :, ) dir.

< 8o >, 0 € 5,9(M) oldugundan, Lemma 4.4.5’den

(<ra>p0< 84 >,0)(w) = sup{<ry >, (1A <sq>,0(u)|w=ru}
< Sup{/\oz/\@(ui) |w:rsZui}
< sup{/\(91 0 0)(rs) NO(w;) | w = TSZ’IM}
< sup{/\((91 1 0)0)(rsw;) | w= rsZui} < 61 (w)

i=1
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bulunur. Teorem 4.5.3 'den < s, >, 0 C 6, veya < 1, >,C (64 :, §) dur.

Eger < s4 >, 0 C 6y ise a < (01 :,0)(r) < (61:,0)(r)V (61 :,0)(s) olur.

Eger < 1o >,C (01 :,0) ise a < (01 :,0)(s) < (61 :,6)(r)V (61 :, 0)(s) olur.
Buradan (6 :, 0)(rs) A p(r) A p(s) < (61 :, 0)(r) V (61 3, 0)(s) dir. Yani (0, :, 0)
bir L-fuzzy asal p-idealdir. O

Acik Soru: 3. Bolimiinde verilen Teorem 3.2.5°in genellemesi olarak “ 6 bir
fuzzy p-modiil ve 6, 6’nin bir fuzzy asal p-altmodiilii olmak tizere 6,; Im#,
Im@ ve seviye altkiimeleri kullanilarak karakterize edilebilir mi? 7 sorusu bu tezin
devami olarak ele alinabilir. Burada Ornek 4.5.2’ye gére |Im#,| > 2 oldugunu

gozlemlemek yararh olacaktir.
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