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1. GIRIS

g-analizine yaklagik 150 y1l 6ncesinden beri ¢alisilmaktadir. Son yillarda oldukga biiyiik
bir 6nem kazanmis, fonksiyonlarin ve bazi bagintilarin g-genislemeleri elde edilmistir.
Ozellikle ortogonal polinom aileleri igin 6nem tasityan dogurucu fonksiyonlarin da
g-analoglar1 incelenmektedir. 1980 den sonra g-analoglar ile ilgili ¢alismalar, H. M.
Srivastava, E. H. Ismail, D. Moak, V. K. Jain ve T. Ernst gibi matematikg¢iler tarafindan
yapilmigtir.

Bu tezde, once cift katli serileri igeren dogurucu fonksiyonlar hakkinda bilgi verilmis
(Srivastava et al. 2000) ve bilinen bazi polinomlar i¢in uygulanmigtir. Sonra ¢ok
degiskenli ortogonal polinomlar i¢in dogurucu fonksiyonlara deginilmis ve
orneklendirilmistir. Sonra da g-analizinin nasil ortaya ciktig1 ve 6nemli baz1 6zellik ve
teoremlerin g-analoglari elde edilmistir. Daha sonra ise genellestirilmis hipergeometrik
polinomlara ait ozellikler verilmis ve bunlarin g-genislemeleri yapilmistir. Ardindan
genellestirilmis g-hipergeometrik polinomlarin bazi dogurucu fonksiyonlar1 elde
edilmistir. En son olarak da g-Jacobi polinomlari i¢in bir dogurucu fonksiyon

bulunmustur.



2. CiFT KATLI SERILERi iCEREN DOGURUCU FONKSiYONLAR

{Am’n }: _, uygun bir ¢ift kath dizi olmak tizere, S, N (Z) polinomlari,

S,

o Kk

Sum (2)= Aok Z¢ , (mneN,,NeN) (2.1)

olarak tanimlansm. Bu boliimde Sn’mN (z) polinomlarmi igeren dogurucu fonksiyonlar

tizerinde durulacaktir. Bu nedenle asagidaki lemmalar verilecektir.

Lemma 2.1.

(=N = 1)t : (0 <k< FD 2.2)

(n— Nk)
dir. Burada,
(a), =ala+1)..(a+k-1) (2.3)

olarak tanimlanan “Pochammer Semboli” ve

n-1 .
[ﬂ}_ —N , N tekise
N 1, n ciftise
N

dir.
Ispat: (2.3) esitliginden,
(=n)y =(=n)=n+1)...cn+Nk=1) =(=1D)"n(n-1)...(n= Nk +1)

= (_ 1)“" (L

n—NK)

elde edilir. Bu ise istenilendir.



Lemma 2.2.

0 n

) 3> Akn)=3> Ak.n-k) 2.4)

n=0 k=0 n=0 k=0

ve

b) iiB(k,n):iiB(k,n+k) (2.5)
n=0 k=0 n=0 k=0

dir.

Ispat:

a) Diizlemde (k,n) dogal say1 ¢iftlerinin olusturdugu bir nokta ciimlesi,
D:KKnyOSk<w,0Sn<w;mkeNo}

seklinde tanimlansin. Burada yeni indisler k= j,n=m— | olarak tanimlanirsa D

ciimlesi,

D*:{(j,m):OSjSm ,0<m<oo; j,meNO}

climlesine doniisiir. Bu doniisiim geometrik olarak su sekilde gosterilebilir:

D:KKnyOSk<w,0Sn<w;mkeNo}



D*={(j,m):0<j<m,0<m<oo; j,meN, }

Buna gore,
ZZA (k,n)=>">"A(j,m-j)
n=0 k=0 m=0 j=0

yazilabilir. m, j indisleri yerine sirastyla n, k indisleri konulursa istenilen elde edilir.

b) Onceki esitlikte, A(k,n—k)=B(k,n) alinmasi yeterlidir

Lemma 2.3.
0 o0 © {%}

a) > > Alk,n)=>> Ak,n-2k) (2.6)
n=0 k=0 n=0 k=0

Ve

b) 3 Ak.n)=3 > Ak.n— pk) @2.7)

dir.
Ispat:

a) Diizlemde (k,n) dogal say1 ¢iftlerinin olusturdugu bir nokta ciimlesi,



D={k,n):0<k<ow,0<n<w;nkeN, }

seklinde tanimlansin. Burada yeni indisler k= j,n=m—2] olarak tanimlanirsa D

climlesi,
. . .. m .
D :{(J,m):OSjSE, 0<m<ow; j,mENO}

climlesine doniisiir. Bu doniisiim geometrik olarak su sekilde gosterilebilir:

=2

m H i I}“

A YR ‘. ............ PO A S
IRRYE
4 bl .
3 i o
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D*:{(j,m):osjé%,0£m<w;iam€No}



Buna gore,

yazilabilir. m, j indisleri yerine sirastyla n, k indisleri konulursa (2.6) esitligi elde edilir.

b) Onceki esitlikte k = j,n=m— pj olarak tanimlanirsa, (2.7) esitligi elde edilir.

Lemma 2.4.

i f(m+n) F_:i )m (2.8)

m,n=0

dir. Burada {f(n)}”, seklinde bir dizidir.

Ispat: (2.8) esitliginin sol tarafi,

i f(mjtn)ﬁyn :iif(m-}-n)ﬁy_n

=0 m' n! T30 m! n!

seklinde yazilir ve bu esitligin sag tarafinda (2.4) esitliginden yararlanilarak m yerine

m—n yazilirsa,

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.



Teorem 2.1.

i f(m+n)St (2)— Xm Z F(m=+nN)A, o+ (e y)" f=y)af (2.9)

m.n=0 m n! m.n=0 m! n!

dir. Burada S (z) ler (2.1) de tanimlandig1 gibidir.

Ispat:

(2.9) esitliginin sol tarafina A(X, Y, Z) denir ve S (Z) polinomlar1 yerine yazilirsa

n,m

n
5] .
- n)Nk Kk X

A(x,y,2) Z f(m+n) Z( % N L

m,n=0 k=0 m! n!

olur. Burada (2.2) esitligi kullanilir ve (2.7) goz oniine alinirsa,

n+Nk

= n+ Nk x"
X ya 270f m+n+Nk)( ) ( )Am+n+Nkk k_'(ni/Nk)'k'

bulunur. (2.4) ten yararlanilarak m yerine m—n yazilirsa,

elde edilir. Sonlu binom teoreminden,

X y: ii f(m+ Nk)(x —ir_n?/) {(_ yk)! Z} Ak

k=0 m=0

elde edilir. k yerine n alinirsa teorem ispatlanir.

Sonuc 2.1.

i F(m+n)st (2)2 (_n’;) - i F(NN)A , % (2.10)
dir.



Ispat: (2.9)da y=—x alinirsa,

Zw: f(m+n)sy (Z) ( X) Z f(m+nN )AmmNn(X;n;()m (X:‘]'Z)n

m,n=0

m,n=0

olur. Burada m=0 i¢in bir terim sifirdan farkli, digerleri ise sifirdir. Bu ise ispati

tamamlar.
Ozel olarak (2.10) da f(t)z alinirsa,
PR S )
o A ml ! S AN, ol

elde edilir.

Sonug 2.2. Jacobi Polinomlari,

ottt ] s EC )

" (a+p+1),n! = (

olmak iizere; Pn(‘”m’ﬂ +m)(z) Jacobi Polinomlari i¢in bir dogurucu fonksiyon,

< f 1 P(a+m,ﬁ+m) _[ﬂj
> f(m+n)a+B+m+n+1),P (Z)m! —

om0
=§f(n)%(li—xzjn (2.11)
dir.
Ispat: Ozel olarak,
__larpei)y(p-m), (mneN,), N=1 ve z yerine%

oo = o), Capam),

almir ve (2.1) de yerine yazilirsa,



C k 12m+2n__ Mk 2 ‘
RSN EWES B

= k' (a+p+1),,,(~a-p-2m-2n) (1+z

bulunur. Burada (=n), =(-=n)}-=n+1)...(=n+k —1) ifadesi k =n+1,n+2,... i¢in sifir

oldugundan toplam, k =0 dan k = oo a kadar yazilabilir. Diger yandan,

(@+B+1)mon  (a+p+1).(a+p+men)a+p+m+n+l)..(a+f+2m+2n)

(a+p+1),.. (a+p+1)...(a+p+m+n)

=(a+p+m+n+1)...(a+p+2m+n)a++2m+n+1)...(a+ B+2m+2n)
dir. Esitligin sag tarafi (a + [ +2m+ l)n ile ¢arpilip boliiniirse,

(a+pB+2m+1),,
(a+p+2m+1),

(a + IB + 1)2m+2n

PRI, =(@+p+m+n+l),

bulunur. Bu ifade (2.12) de kullanilirsa,

C( 2 (a+p+2m+1),,
Sn,m(1+z)_(a+/3+m+n+1)m (a+p+2m+1),
Xi (=(B+m)-n), ( 2 ]k
s k! (~(@+m)=(B+m)-2n), \1+2

elde edilir. Bu esitligin ikinci yan n!(lij ile carpilip boliiniirse,
+Z

(@ +p+2m+1),, (1+zj"
(@ +p+2m+1),n!

B SCL S U

s (~(@+m)=(p+m)-2n), \1+2

:n!(ijn(a+ﬂ+m+n+l)m

1+2

bulunur. Burada Pn("”ﬂ )(X) Jacobi polinomlarinin tanimi dikkate alinirsa,

Sri,m (%) = n!(OC ++m+n+ l)m (lij Pn(a+m,ﬂ+m)(z)

+Z



elde edilir. Diger yandan,

(a+18+1)2n(_ﬂ_n)n
a+ﬂ+1)n(_a_/8_2n)n

secilir ve bu ifade Pochhammer sembolii dikkate

An,n:(

aliarak hesaplanirsa,

(a+p+1)---(a+p+2n)=1)(8+n)..(B+1)
(a+p+1)..(a+B+n)-1)(a+p+2n)..(a+B+n+1)

=(B+1),

n

1

olur. S, (lij polinomlari ve A, ifadesi (2.10) da yerlerine yazilirsa,
™11 ,

i f(m+n)l(a+Bg+m+n+1), [—}n pn(a+m~ﬂ+m)(z)ﬁﬂ

=0 m! n!

i f(m+n)la+B+m+n+1) Pn(“m’“m)(z)x—[_—sz

M=o m\l+z
& (ﬂ+1)n[ﬁj"
nzz(;‘ (n) n! 1+z

elde edilir ki bu ise P{**™#*™)(z) Jacobi polinomlari i¢in bir dogurucu fonksiyondur.

Ozel olarak (2.11) de f =1 almirsa,

o0

a+pB+m+n+1 plasmam) () X[ 22X ) _ ¢ ﬂ+l,—,2—X
m'n 1" 0

M0 mi\1+2 1+z

elde edilir.

aliirsa,

1
(B+1),

10



Z“’: (a+[3+m+n+1)m P(ﬁm,mm)(z)ﬁ(—zxjn :elzTXz

o (B, " m\1+z

elde edilir.

Sonug 2.3. Laguerre Polinomlari,

olmak tizere; L(‘”m)( ) Laguerre Polinomlari i¢in bir dogurucu fonksiyon,

S f(m+n)Lem) () .( } =3 £(n) "*} (;}n (2.13)

m,n=0 n=0

dir.
Ispat:

Am,n:(_a_m)n (m,neNO), N=1 wve Zyerine_T1

aliir ve (2.1) de yerine yazilirsa,

b3 E (3]

elde edilir. Diger yandan,

A, = (—Oz—n)n :(—a—n)(—a—n+1)---(—a—l)

(1) (@+n)a+n-1)...(a+1)

=(=1)"(a+1),

oldugu g6z oOniine alinir, bu ifadeler (2.10) da yerlerine yazilir ve (— z)n ile ¢arpilip

boliiniirse,

11



elde edilir. Burada Laguerre polinomlarinin tanimi dikkate alinirsa,

me+n | (ersm) {] Zf a+1 (Zj"

m,n=0

n

tamamlar.

12

L(“”")(Z) Laguerre polinomlar1 i¢in bir dogurucu fonksiyon elde edilir. Bu da ispati



3. COK DEGIiSKENLi ORTOGONAL POLINOMLAR iCiN DOGURUCU
FONKSIYONLAR

Teorem A. (Coussement et al. 2001)

xeC —(—,0] igin,

1
— 1
t|<2 (3.1

iQf_l(x)tn—,z(_1 1,00( X j Rex>0(x0)

n=0

|Imx|

dir. Burada eger Rex <0 , Imx#0 ve |t| < dir ve de

||+ |Im x|
n+1

Qi =3[ kD00 i

k=0

Teorem B. (Coussement et al. 2001)

P’ (X) polinomlari i¢in bir dogurucu fonksiyon,

S P (X "
2(a+1) Ea(+)0+1) e LR (atlato+xt) , xteC (3.2)
n=0 h n N

olarak verilir.

Teorem 3.1. (Altin et al. 2004) Q (&,...,&,), u-yiincii basamaktan ve s (seN)

degiskenli bir fonksiyon olmak tiizere,

0

A(yl/),y(églﬂ'“"fs;f):zzakaer(él’"'aé:s)rk 5 (ak iO,V/EC ) (33)

Or (661 656)1= 2 T QU IR (850 S
(n,reN;a+ ik > —1) (3.4)

olarak tanimlansinlar. Bu durumda,

13



N i |y /A ﬂ_ 1 X (1) N
Z®ﬁr W(Xagla""gs’trj nl = (l—t)aﬂ pu(l—tjAw’ﬂ{é,.."gs’(l—t)/lJ (35)

n=0

dir. Burada,

|Im X| .
dir

RCXZO(Xi()), W .

1 . .
t|<5 dir. Eger Rex <0 ve Imx =0 ise |t|<

ispat: (3.5) esitliginin sol tarafina A(x,t) denir ve (Cled (X;&,,...,£,;¢) ifadesi (3.5) te

yerine yazilirsa,

H

k ¢n
a+ t
(n - rk)' akQ“_rﬁk‘l (X)Quwk (‘fla- e & )77—
n=0 k=0 !

™ n!

elde edilir. Burada (2.7) esitligi goz oniine alinirsa,

0

A = 8,Q, 0 (6 £ S QE ()

k=0 n=0 n!

olur. (3.1)de ayerinea + Ak , (k e NO) alinir ve yukaridaki esitligin sag tarafinda

yerine yazilirsa,

- 1 X
Alx,t)= Q :
(X’ ) kZ:(;ak Htyk (é:l’ ’és )77 (l_t)zk+a+1 pu(l—tj

bulunur. (3.3) esitliginden,

_ 1 XA .7
A(X’t)_ (l—t)aﬂ pU(l_tjAy/,u(é"“’é’(l_t)lj

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Teorem 3.2. (Altin et al. 2004) Q (&,...,&,), u-yiincii basamaktan ve s (seN)

degiskenli bir fonksiyon olmak tiizere,

14



0

A(v%?ﬂ(glr"’gs;r)::za ‘u+(//k(§l""’§s)rk ; (ak ¢0,l//€C) (36)

M ’

f; ;: ;’ 3 Pa \ p+yk \21 S

a+1)n—rk (a+U+1)n—rk ’
(n,reN;xeC) 3.7)
olarak tanimlansinlar. Bu durumda,
Z@ﬁ’f’[x;ﬁl,...,é;tﬁr)t—' =e! oF> (—;a +lL,a+v+1; Xt)A(;)ﬂ (51 yeeesCy ;77) (3.8)
o n ’

dir.

Ispat: (3.8) esitliginin sol tarafina A(X,t) denir ve @} (X;fl,...,§5;§ ) ifadesi (3.8) de
yerine yazilirsa,
ﬂ+z//k(§1’ ’5 )ﬂktirk t"

p“ ) -
RaEas a+1)_(aro+])

n-rk

o0 0 Pna X tn
A(X,t)=za LYk 5]7 9 nkz a+1 ( ) —

(a+v+1), n!
olur. (3.2) ve (3.6) esitliklerinden,
A(X,t) =e™, Fz(—;a +La+v+1; Xt)A(yf?l,(fl,...,fs;n)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornegin Teorem 3.1 de s=1, &=z ve Q. (2)=vy, (z;u+yk,p) alnrsa

Q™ (x) yada vy, (z;u+yk, ) polinomlar: igin bilateral dogurucu fonksiyonlarin bir
sinifi elde edilir. Burada,

|Imx|
)< X e

Rex>0(x=0),
|X|+[Imx]|

15



Y (Z;a, ﬂ):2 FO(— m,a+m-— 1;—;%} genellestirilmis Bessel polinomlaridir.

Sonugc 3.1. Eger
), (z7)=Yay,(mu+yk,B)c* 5 (a =0, y,uBeC) (3.9)
k=0
ve
dow
\Pﬁ(ll,zf,ﬂ,n,r (X’ Z’;) = makQ:rﬁkl (X)ym (Z;/J + '//kaﬂ)é,k B (nv re N;ﬂ eC ) (310)
k=0 \N—=TK}

ise, o takdirde

. " i)ﬂ: 1 ( X )H(l) .n 3.11
; H’W’Ln’{x,z,tr nl (l_t)a+1 Py 1—t W, u,m Za(l_t)g ( )

dir.

Ornek 3.1. Genellestirilmis Bessel polinomlarinin bir dogurucu fonksiyonunun

< k-2 1—p—m
) e s R A V) N D

k=0 1 - T ’
oldugu bilinmektedir (Srivastava et al. 2003) .

H+m+k—-2

(3.11) esitliginde, w =1, a, :( ‘

] almir ve (3.9) ve (3.10) esitlikleri

burada yerlerine yazilirsa,

w[ﬂ ! +m+k-2)_ . k ¢n
S R

1 X V& u+m+k—-2 k
= a+l pu( jZ(lu jym(Z;:u—l_k’ﬁ)n—

k (1 _ t)lk

16



olur. (3.12) esitligi géz oniine alinirsa,

wm ! m+k -2
pIpIL [“* * ]c:*ikl(x)ym(zwk,mnktnfk

S J ol (O ]

elde edilir.

n

(-1

<1

Benzer sekilde Teorem 3.1de s=1, & =12 ve
Q (z)=Qr*(z), (k,N eN,,u+wk >—1) alinirsa, gok degiskenli
ortogonal polinomlar i¢in bilineer dogurucu fonksiyonlarin bir sinifi asagidaki gibi elde

edilir.
Sonug 3.2.

Za L2k, (a, #0)

Ve

lP/(fr/)/,/‘t,n,r(X’Z=§):= ~ (n _ I’k) :Jrrﬁkl(X)Q#Wk( ) 5 (n, reN,Ae R)

ise, o takdirde

¢t 1 X \q@ [,._7
Z\Pﬂl//lnr(x Zt jn' (l—t)aﬂ pu[I_thu/,u,N(za(l_t)gJ (3-13)

dir.

Diger taraftan Teorem 3.2de s=1, & =z ve

Q (Z): Qﬁwk (Z)a (k,N eN,,u+yk> —1) alinirsa,

17



P (x) yada Q/**(z) polinomlart igin bilateral dogurucu fonksiyonlarin bir sinifi elde

edilir.
Sonug 3.3.
L ( Za B ()%, (a, #20)
veE
[r} n! ﬂﬂ//k(z)é/k
P - P (x) N N
e I e o e et

ise, o takdirde

S 22|
o t

n':e‘tOF( ca+La+o+Lxt)n?  (z7) (3.14)

v.u,N

elde edilir.

18



4. ¢q-SERILERI

4.1 qg-Serilerine Giris

Matematiksel ifadelerin g-analogunda bazen q =1, bazen de q — 1 alindiginda ifadenin

kendisi elde edilir. Bu boliimde bazi fonksiyonlarin q-genislemeleri elde edilecektir.

yX = Qxy
ve q lar1 bir araya toplamak ig¢in,
ya=qy , xq=0x
esitlikleri gerceklensin. Ayrica

k-1

[1(-aq"), k=12,...ise

n=0

1, k=0Iise

olarak tanimlanirlar (Andrews et al. 1999).

Sonlu binom teoreminden,

oldugu bilinmektedir.

Simdi g-binom katsayilarinin ispatinda gerekli olan bir lemma verilecektir.

19
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Lemma 4.1.1.

y“x=q“xy" (4.1.6)

dir.

Ispat: (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri kullamilarak,

yx=y“yx=y“axy =qy* Pyxy = g’y Cxy? =g’y Cyxy? =g’y xy’
k\, k=k

=...=q“y* xy“ =g xy*

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.1. (Andrews et al. 1999)

n
LJ ile gosterilen g-binom katsayilar;
q

nl__ (@)
[kl  (0.9),(0.9),, (4.1.7)

seklindedir.
Ispat: Oncelikle,

(x+y)' =im X"y (4.1.8)
q

olarak tanimlansin .

(X + y)n+l = (X + y)n (X + y) esitliginde (4.1.8) tanim dikkate alinirsa,

n+l n
z{n:l} Xk gk =Z{H X"y (x+ y)
q q

k=0 k=0

n+ 1 n+l n+ 1 n+l1 SN+ 1 n+l-k | k (N n-k ,, k il n-k ,, k+l1
X+ + X = X X+ X
R R S B e N AT

20



elde edilir. Burada Lemma 4.1.1 den dolay1 yukaridaki esitligin sag tarafi,

n+1 n+l n+1 C n+1 n+1k k
X
{ 0 L +[n+1} +Z‘{ }
n n n
= _|_ n k+1 k k+ n+l+ Xn—k+1 k
ol Bl e R B e

seklinde yazilabilir. Her iki tarafta X" y* nin katsayilar1 esitlenirse,

n+1| (nf n 419
TR P *19)
q q q

elde edilir. Benzer sekilde (4.1.8) ifadesi

(X + y)"“ = (X + y)(x + y)n esitliginde yerine yazilirsa,

i[n:l} n+1k k:X+yi{} nkk
q

k=0

n+1 n+l1 n+1 L n+1 n+1 k k | n n—k+1,,k | n n—k \,k
N R T P R o N

bulunur. Yine Lemma 4.1.1 den,

n+1 n+l1 n+1 n+l1 L n+1 n+l-k | k
X + + X
|: O :|q |:n+1j|q y §|: k i|q y

:|:ni| Xn+1+i|:ni| Xn—k+lyk { } n+l+i{ j| n—k+1 n k+1yk
0 q k=1 k q 1

bulunur. Her iki tarafta X" y* nin katsayilari esitlenirse,

n+1| |n S 41.10
S Y R (4.1.10)
q q q

elde edilir. (4.1.9) ve (4.1.10) esitliklerinden,

21



R P R )

_E_q ZII?::H {krlll

e =i

_ (- ”k“)(l ”k”)( )H
- fi-q")..0t 0],

_l-am) =)

- (1-9*)...(1-q)

bulunur. Esitligin sag tarafi (1 - q). . .(1 —q" ) ile ¢arpilip boliiniirse,

R e

nl_ (@a)
[kl (@,0)(a,9) (4.1.11)

elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.

I negatif olmayan bir tamsay1 olmak {izere, I tamsayisinin g-analogu [i]q ile gosterilir

Ve

il,=1+q+q*+...+q9"" = (4.1.12)

seklinde tanimlanir. n faktoriyelin g-analogu ise (4.1.12) den,
[n]q I= [l]q [2]q - '[n]q

:1(1+q)(1+q+q2)...(1+q+...+q”")

22



seklindedir. Esitligin sag tarafi n tane (1 - q) ile ¢arpilip boliiniirse,

[n]q!:(l—Q)[(l Qi+ qi-ai+g+a’)l. Jo-a)fi+g+..+9"")]

(1-a)i-q)...(1-q)
-qfi-a*)i-9)..(1-q")
(1-qf
(a,9)
nl,!= - (4.1.13)
olur. Bu durumda (4.1.11) esitligi ile verilen q-binom katsayilari,

nl] ]!

HRox = e

seklinde de yazilabilir.

Simdi de sonlu binom teoreminin g-genislemesinde kullanilacak olan lemmalar asagida

verilecektir.

Lemma 4.1.2.

(xy) =g 2 x*y* (4.1.15)

dir.

Ispat: (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri kullanilarak,
(xy) = xyxyxy...yxy
= XgXygxy...qgxyy

="' x> yxyx...yxy’

k-1 k=22 2

=0 Q"X XyXy...Xyy

k-14k-2,3

=g X yxyx...yxy’

23



elde edilir ki bu ise istenilendir.

Lemma 4.1.3.

(x+xy)' = x”(l + q"‘ly)...(l + qzy)(l +ay)1+y)

dir.
Ispat: (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri kullanilarak

(X xy )" = (X4 xy)-.. (X Xy XX+ xy )X + xy)
= x(1+y)..x(+ Y1+ y)x(1+y)
= x(1+ y)..x(+ y)x(x + yx)1+ y)
= x(1+y)..x(+ y)x(x+ gxy 1+ y)
= x(1+y). X1+ y)X (1+qy)i+y)
= x(1+y)..x(x+ yx)x(1+ qy)1+y)
—x(1+y)...x(x+ gey)x(1+ qy)i + y)
= x(1+y)..x2(1+qy)x(1+qy)1 + y)
= x(1+y)...x*(x+ayx)(1 +ay)1+y)
= x(1+y). X (x+ gPxy NT+ ay )1+ y)

= x(1+ y)...x3(1+q2y)(1+qy)(1+ y)

24
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=x"(1+q""y)..(1+*y)1+ay)i+y)

elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 4.1.2. (Andrews et al. 1999).
Sonlu binom teoreminin bir g-genislemesi,
n [n] Kk
(x+ y)c+ay)...(x+a""y)= Z{ } q 2 X"y
= q
dir.

Ispat: (4.1.8) de y yerine Xy yazilirsa,

k=0

oy =3 oy

elde edilir. (4.1.15) ve (4.1.16) esitlikleri yukarida yerlerine yazilir ve her iki yan x" ile

boliiniirse,

elde edilir. Burada y yerine Yy yazilirsa ve diizenlenirse,
X

n (k=1)k k
(1+1)(1+q1)...(1+q”11): {n} q 2 (lj
X X X) <lk q X

n[n (k=1)k
(X+Y)(x+qy)...(x+q”*‘y): LJ q 2 x"*yk
k=0

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.2 q-Binom Teoremi

Bu kisimda oOncelikle g-binom teoreminin ispatinda kullanilacak olan tanim ve

lemmalar verilecektir.

Tamm 4.2.1. A ile gosterilen g-fark operatdrii;

a X — QX (1-9g)x
seklinde tanimlanir.
Lemma 4.2.1.
(a,a), =(1-a)(ag,q), (4.22)
dir.
Ispat: (4.1.3) esitliginden,
k-1
(aaq)k = (l_aqn)
n=0
k-1
= (-a)T0-aq")
n=1
k-2
= (1-a) (l—aq”“)
n=0
= (1-a)ag,q),
elde edilir ki bu ise istenilendir.
Lemma 4.2.2.
(a.a), =(1-0a*Na.a), (4.2.3)
dir.

26



Ispat: (4.1.5) esitliginden,

= (1-9")a.q)

elde edilir, bu ise istenilendir.
Lemma 4.2.3

(2.9), - (2q.9), =(-a)1-q* fag.q), , (42.4)
dir.
Ispat: (4.1.3) esitliginden,

k-1 k-1
(a,0) -(aq.q) = [J0-aa")-]J1-a9™")

n=0 n=0

ﬁl aq" } {(I—aqk)k_z(l—aq"“)}

{ (1 —aq""! )}

2 1 aqn+1} {(l_aqk)
=0

k k-2

n n=0

k-2

(1—a—1+aq") (l—aq”“)

n=0

(~a)i -9 Yag,q),.,

elde edilir, bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.2.1. (q-Binom Teoremi) (Andrews et al. 1999)

|X| <1 ve |q| <1 igin,

& (a,9) o« (ax.0), 42
_ 2.5
200, " (xal. 429
dir
Ispat:
_ (@)
f (%) Z @) (4.2.6)

olsun. f, (x) fonksiyonuna g-fark operatdrii uygulanir ve (4.2.6) esitligi géz oniinde

tutulursa,

Z (a, q)k X — i (a, q)k (qx)k

k=0 (q5 q)k k=

fa () = fa(ax) _ 7 (9,9),
(1-a)x (1-a)x
(0= (@) _ 5 @A) (o)
X ;(q,q)k( o)

bulunur. Burada (4.2.2) ve (4.2.3) esitlikleri kullanilirsa,

fa(X)_ fa(qx) — (l—a)

X

(ag,q), ok
1- X
o(l—qk)(q,Q)k_l( @)

@ﬂgﬁ&ﬂ

M

=
Il

(1 - a)faq(x)

f, ()= f,(qx) = (1—a)xf 4 (x) (4.2.7)

elde edilir. Diger taraftan (4.2.6) dan dolay1,
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fa(X) _ faq(x) — i (a9 q)k Xk _ i (aq7 q)k Xk

dir. (4.2.3) ve (4.2.4) esitliklerinden dolayz,

- (- 1- “ s k-1 k
JUBNUSI e S

& (a9,9) ., i
= —aX —F—X
; (0,9),.,

elde edilir. Burada (4.2.6) esitligi kullanilir ve diizenlenirse,
fa (X) - faq (X) = _aXfaq (X)
fa (X) = (1 - aX)faq (X)

olur. (4.2.7) ve (4.2.8) ifadeleri taraf tarafa oranlanirsa,

f.() - f.(ax) (1-a)x
f.(x)  1-ax

| fal@0) _(1-a)x
f,(x) l-ax

f.(gx) l-ax—x+ax

f,(X) 1 —ax
1—ax
fa(x)= f, (ax)
1-X

bulunur. Bu esitlik ardisik olarak n kez tekrarlanirsa,

29
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f (x)=
(0= ST @

_ (-a-aai-agy) o

 (1=x)1-gx)1-g9°x)

olur. Her iki yanin n — oo i¢in limiti alinirsa,

(oo = @9k ¢ )

(x.q).

bulunur. (4.2.6) dan dolay1 f,(0)=1 oldugundan,

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
g-binom teoreminin sonuglarima ge¢gmeden 6nce bu sonuglarin ispatinda kullanilacak

olan lemmalar asagida verilecektir.

Lemma 4.2.4.

n 1 1 k
a"l—.q| =[]@-a*) (4.2.9)
dir.
Ispat: (4.1.3) esitliginden,




elde edilir, bu ise istenilendir.

Lemma 4.2.5.

(™.q) _ (—1)kq[2] [N} (4.2.10)

dir.

Ispat: (4.1.3) esitliginden,

elde edilir. Esitligin sag tarafi (1 - q). . .(1 - qN*k) ile carpilip boliiniir ve (4.1.7) esitligi

g0z Oniine alinirsa,

elde edilir, bu ise ispat1 tamamlar.
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Lemma 4.2.6.

X,q),
q(NX,L - = (x,q)y 4.2.11)
dir.
Ispat: (4.1.4) esitliginden,
(0= xq*
((x,q)w) _ H( )
9" x.q . Nk
© 1—-Xxq
[1 )

= (Xa q)N
elde edilir, bu ise istenilendir.
Lemma 4.2.7.
N N+k-1
(@, a) :[ } (4.2.12)
(a,0), k|,
dir.

Ispat: (4.1.3) esitliginden,

k-1

(0".q) [10-a"")

n=

(9.9), (a.9)

_(1=q")0

=

N+1) (1 _ qN+k—1)

—q")...
(9.9),

32



elde edilir. Esitligin sag tarafi (1 - q). . .(1 -q N*I) ile carpilip boliiniir ve (4.1.7) esitligi

kullanilirsa,

@N,q% (l—q)“.@——qN*)ﬁe—qN)“.@——qN”‘ﬂ
(a.9), (1-q)..0-a"") (a.a),

_ (@9
(0, @)y (0. @)

_{N +k—l}
B k
q

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 4.2.8.

el (4.2.13)

(xa),  (xa)y

dir.

Ispat: (4.1.4) esitliginden,

(xa“.q), H(I_XW)
(X’q)oo ﬁ(l_qu)

elde edilir, bu ise istenilendir.
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Sonug 4.2.1. (Andrews et al. 1999)

<1 (Euler)

® Soah o

k=0 qq

n

(b) g(_l()q,# = (X,q)w , |q| <1 (Euler)

>

© g[ﬂ (—l)kq(;jxk =(x,q)y =(1-x)...=xq""), (Rothe)

q

N+k-1] , 1 1 g
L T e N

dir. Burada g-binom katsayilari,
[n} _ (a0),
kj, (a.0)(0.q).
dir.
ispat:

(a) Teorem 4.2.1 de a =0 alinirsa,

- (0.9) .« _(0.9),
zmnh (x.0),

k=0

olur. (4.1.3) ve (4.14) te¢ a=0 almrsa (O,q)k ve (O,Q)oo degerleri 1 e esit

oldugundan,

- X1
gmﬂh_@nh

=
Il

bulunur.
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.1 .
(b) Teorem4.2.1 de a yerine — , X yerine ax almirsa,
a

X" (x,9)
a_qk\ — 0
21Tl = o),

olur. Diger taraftan

HCa)- ol o) Cart)=C iy

k=0

oldugu g6z oniine alinirsa, yukaridaki esitlik,

© (_ l)n [zjxn _

Z (q ) (X’ q)oo

q
n=0 aq n

sekline doniisiir. Bu ise istenilendir.

(¢) Teorem 4.2.1 de ayerine ™" ve X yerine q" x alinirsa,

i(qN )k " x _(q_NqNX,Q)w

.q
= (9,9), (a"x.q),

elde edilir. (4.2.10) ve (4.2.11) esitlikleri yukarida yerlerine yazilirlarsa,

z[“}@q (x.a),

par q

olur. Bu toplamda k = N den sonraki terimler sifir olacagindan,
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i{ﬂq(_l)kq[;jxk =(x,9),

k=0

elde edilir. Bu ise (c) sikkinin ispatin1 verir.

(d) Teorem 4.2.1 de a yerine q" alinirsa,

(@) o (xa".a),
; (@a) = (xa),

elde edilir. (4.2.12) ve (4.2.13) esitlikleri yukarida géz oniine alinirlarsa,

elde edilir.
Sonucg 4.2.2.

Sonug 4.2.1 in (a) sikkinda X yerine (1 — q)X alinirsa,

S(-q)x" 1
2 (g -

= (@a), ((1-a)xa),

elde edilir. Burada [n]q = ((lq’q))”n oldugu dikkate alinirsa,
—q

olur. Her iki yanin q — 1™ i¢in limiti alinirsa,

e =lim (4.2.14)

w1 ((1-9)x,q),

elde edilir ki bu ise €* in bir g-analogu dur. Benzer sekilde Sonug 4.2.1 in (b) sikkinda

x yerine —(1—q)x alirsa,
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elde edilir. Burada yine [n] 1= .
T (1-q)

oldugu kullanilirsa,

=(-(-a)xq),

iq

= [n],!
olur. Her iki yanin q — 1" i¢in limiti alinirsa,

e* = lim(-(1-q)x,q), (4.2.15)

g1
elde edilir. (4.2.14) ve (4.2.15) teki fonksiyonlar asagidaki sekilde isimlendirilirler:
1
e,(x)i= 77—
! ((1 - q)X’ q)oc
Eq(x):=(=(-a)xq).
Boylece e* iistel fonksiyonunun iki farkli g-analogu elde edilmis olur.

4.3 q-Integrali

Ik 5nce Thomae 1869 yilinda ve daha sonra da Jackson 1910 yilinda g-integralini,

If(x)dqx:if(aq“)(aq“—aq”“) (4.3.1)

0 n=0

olarak tamimlamuglardir. Burada d X Fermat 6l¢iisiidiir. Jackson (0,00) arahigindaki

g-integralini de,

Tf(x)dqx:(l—q)Zf(q”)q“ (4.3.2)

olarak tanimlamustir.
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4.4 q-Gamma ve q-Beta Fonksiyonlar:

Bu kisimda beta ve gamma fonksiyonlarinin g-analoglari elde edilecektir. (4.3.1)

esitliginde f (X) =x“" (1 - X)ﬁ ' ve a=1 alnrsa,

P =S -0V ) @4

n=0
olur. Esitligin sag tarafindaki toplam bulunamadigindan dolayi, q—1" iken
fq(x)—> x“(1-x)’" olacak sekilde fq(x) fonksiyonu aranmalidir. Bunun igin X'

oldugu gibi kalacak ve (1 - X)ﬁ "' ifadesi de x in bir kuvvet serisi olarak yazilacaktir.

Binom teoreminden,

(I—X)_a :i(a)k Xk ’

o k!

X

<1 i¢in (4.4.2)

oldugu bilinmektedir.

Pochhammer semboliiniin g-analogu ise (4.1.12) den dolayi,

[(a)k]q =[lal e +1],...[e +k-1],
B l_qa l_qa+l l_qa+k—1
C1-q 1-q 7 1-q

(1 _ qaxl _ qa+1)m(1 _ qa+k—l)
(1-q)

)], - ") was)

seklindedir. Bu durumda Z% x* serisinin q-analogu ise (4.1.13) ve (4.4.3) ten
k=0 .

dolayz,

i(qa’q)k XK (4.4.4)
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dir. g-binom teoreminden (1 - X)_a nin g-analogu,

Zw:(qa=Q)k K (anaQ)w 4.45)

k=0 (an)k (X’q)w

bi¢imindedir. Buradan x*"'(1-x)"" in g-analogunu bulmak igin (4.4.5) ten,

x.q).
q).

A

(1 - )_1 in g-analogu

(

(a”%,q),

(x.q),

(1-x)” nmn g-analogu

(9%.9),

7 olur. Bu durumda x“'(1—x)*"'
a7x.q

dir ve buradan (1-x)"" in g-analogu ise,

o0

X
yerine f, (X) =x*"! ((CL—’q)wT yazilabilecektir. Diger taraftan gq-binom teoremi,
q-x.q

i(a"q)k W = (ax, ).,

=(9.9), (x.q),

(0,9),
(a.q),

seklinde verilmisti. Her iki taraf -———<= ile carpilir ve (4.1.3), (4.1.4) tanimlar1

kullanilirsa,

= (1-a). (l—aq“‘l) (1-q)...(1-q")i—q"")... Xn_(ax,q)oo(q,q)oo

(1-q)...1-q") (-a)...(1-ag"" J1-aq")..." ~ (xq).(a,q),

< (g, ) o (@.0).(0.9),
g( aq),  (xa).(aaq), (44.6)

elde edilir. Burada X yerine q“ ve a yerine de q” yazilirsa,

3

) o (07,0l 00,
X X R @4

bulunur. Ayrica (4.3.1) deki g-integralinin taniminda f(X) yerine
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. (9x.q)

f, (X) =X — ve a =1 alinirsa,

(a”x.q),

toa (9%,0), (1-q)a“’.q)., (q.q),
d 4.4.8
!X a’x,q), ° (9,9).(0”.q). (3:48)

elde edilir ki bu baginti,

1Xa71 _x)*! X:F(Ot)r(ﬂ)
-([ (1 ) d F(OH—,B)

esitliginin g-genislemesidir. Simdi de (4.4.8) in sag tarafim1 ' fonksiyonu cinsinden

yazmak i¢in,

ifadesinin sag tarafi (q“+1 , Q)w ile garpilip béliiniirse,

T (@),
ks (1-9r(@".q).

olur. Ayrica,
I, (0 = 1]

oldugunda yukaridaki [n]q! esitliginde n yerine X —1 alinirsa,
r,(x)= gqx,qq)w (1-q), o<1 (4.4.9)

elde edilir ki, bu ise gamma fonksiyonunun g-analogudur. Buradan,
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_(1-9)a*’.a).(a.9).
(qa’q)ao qﬂaq o0

elde edilir. Son denklem ile (4.4.8) karsilastirilirsa,

_ L@ (8)

q

jﬂlwq
o a'xa),

Fq(a+,6’)

beta fonksiyonunun g-analogu elde edilir (Andrews et al. 1999).
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5. GENELLESTIRILMIiS HIPERGEOMETRIK VE q-HIPERGEOMETRIK
FONKSIYONLAR

Bu boliimde hipergeometrik ve g-hipergeometrik fonksiyonlarin tanimi verilecek ve

bunlarin bazi 6zellikleri elde edilecektir.

Tanmm 5.1. ¢, S, ler (i=1,...,p,j=1,...,r) reel parametreler ve |Z| <1 olmak iizere,

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar;

A,y Ay,

(“1 )k (az )k --'(ap)k k

" =2 z (5.1
p /31’__,,/3” ;( )k( 2)k"'(18r)kk!

olarak tanimlanir.

Tanim 5.2. (Srivastava et al. 2000) Genellestirilmis q-hipergeometrik fonksiyonlar da;

[ AN 4

rq)s i ,Z|= 3 _lk ;k(k_l)}lﬁs (alyq)k.“(a”q)k Zk 5.2
Lo B ! g{( o (8,,0) ---(B,,9), (@,9) -2

seklinde tanimlanir. Simdi genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlara ait bir 6zellik

verilecek ve bu 0zelligin q-genislemesi yapilacaktir.

Teorem 5.1. (Srivastava et al. 2000) n e N olmak iizere,

ﬂla""ﬂs’

-n, 1-4,-n,...,1-6,-n,
< F 1) (5.3)

l-a,—n,...I-a, —n,

dir.
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Ispat: Tanim 5.1 den dolay1,

r+1° s ) ~ ,81 (ﬂs) k'

dir. (=n), =(=n)=n+1)...(~=n+k 1) ifadesi k =n+1,n+2,... igin sifir oldugundan

toplam, k =0 dan k =n e kadar yazilabilir ve k yerine n—Kk yazilirsa,

o & (=M (@)@ )i
F = Xz (5.4)
kn Kk * k

b p. (ﬂ) (n—k)!

elde edilir. Diger yandan,
(@), =(@)a+1)..(a+n-k-1)
oldugundan esitliginin sag tarafi (a +n-— k). . .(a +n-— l)ile carpilip boliiniirse,

(@), = (a)...(a+n-k-1)(@+n-k)...(.a+n-1)
n-k (@+n-k)...(a+n-1)

- (@), )
T C(—a-n). (k—a-n) C1F(0-a-n) (5.5)

(=M _En)En+D).(Ck=1) (=) n(n-1)...(k+1)
(n—k) (n—k) (n—k)

olup esitligin sag tarafi k! ile ¢arpilip bdliiniirse,

(-n)ys (D" 12..(n—k)(n-k+1)...n

(n—k)! k! 1.2...(n—k)

_E (=n)...(~n+k-1)= C1) (=n), (5.6)

k!

bagintilar1 elde edilir. (5.5) ve (5.6) esitlikleri (5.4) te goz Oniine alinir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,
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_ (al )n ---(ar )n (_ Z)n F (_ I)HS

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

(5.3) ile verilen ifadenin asagida bir g-genislemesi verilecektir.

Teorem 5.2. n € N olmak iizere,

o a,,q), ...(@,,q), s, oz
@, 0.2 =Eﬂ1 g; Eﬂ g; q° [(—1) la}
ﬂI, ,,,ﬂs, 1» neee s n
PRI R P |
B Bs
< @, g (5.7)
q—n q—n
I a, EERRE] a, s |

n+l
dir. Burada ¢ = LIRSV dir.
a, 1

a...q,
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Ispat: (5.2) den dolayi,

q—n’ (AN » A8 sr (o
@ | q.2 :i{(—l)k ;k(k“)} @ a)(e,a), ...(aq) 2"
" S 'H ﬂ k=0 (ﬂl’q)k "'(ﬂs’q)k (q> q)k
19°9Ms»

dir (q‘“,q)k=(l—q‘”)(l—q‘”“)...(l—q‘”*k‘l) ifadesi k=n+1,n+2,... i¢in sifir

oldugundan toplam, k =0 dan k =n ¢ kadar yazilabilir ve kK yerine n—Kk yazilirsa,

(q7n9q)n—k (%;Q) _ (a ,q) _ Z”—k
* TR 5.8
(ﬂl’q)nfk "'(ﬂs:q)n_k (q,Q)nfk (5-8)

elde edilir. Diger yandan,

(@.0), = (1-a)(1-aq)...1-eq™")

oldugundan esitligin sag tarafi (1 —oq" ) i .(1 - aq”’l) ile garpilip boliiniirse,
C(-a) (1-aq" M )1-ag™*)...(1- o™
(.o = (~1)(ag™ =1)...(aq™" -1)
_ (.9),
k—n 1-n
(—l)k(aanil—q - (aq“{l q J
a a
(.9), (5.9)

olur ve
@ _(-g")..-a*") _g7(@"~1)...a™ (@' -1)
(9.9, (@.9),, (9.0),
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). - g
(qa q)n—k

olup esitligin sag tarafi (q, q)k ile carpilip boliintirse,

L) (ksn+
@"a)h, g2 """ 1-q). (- Ni-q")..1-q")

@) (1-q)...0-a"* )(a.q),

1
K 5k(2n—k+1)

S () ()
(-1)""q° (-1)q (4.0)
q ,q)

(9.9),

(_ 1)" q%(nﬂ)(zk—n)

(9,9), (a.a) 310

bagintilari elde edilir. (5.9) ve (5.10) esitlikleri (5.8) de, gbz Oniine alinirsa,

-n
qa", a,...q, %(nﬂ)(zk—n)

n e Anmeken) A i
s 0z :2{(—1) g } e g.a)
>Y )k

r+1(I)
ﬂl""’ﬂs’ 0
(e4,0), (er..9),
[ Letonin( ql-n
o are™ (] e
y % K r k_n-k
(ﬂl’q)n (Igs’q)n
L@nk-n( g Lank-)( g™
Core [ a) ey
181 k ﬂs k
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
q" e,
) l 9,2 _( I’q)n"'(ar’q)n ——(r—s+1)n(n+1)(_ )n(r—s+1)£
r+1 © s ’ - n
b f (8,,0), ---(8,.0), g

i ql—n ql—n

q 7qk ’q ’q k n+1)k
| )(ﬂl ] (ﬂs ]k(ﬂl...ﬂs) g
d ,qJ (q ,qJ (a,9), (- ) 2
o k o k
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elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

oo,
B,
q,¢
ql—n ql—n
al 9 * ar b

Simdi de hipergeometrik fonksiyonlar icin bagka bir 6zellige gegmeden once gerekli

olan bir lemmay1 verelim.

Lemma 5.1.

dir.

(;t)k (/1 + k)pl = (/1);” (/1 + pl)k

Ispat: Pochhammer semboliiniin a¢ilimindan,

() (A+k)y =AA+1)...(A+k=1)A+k)...A +k + pl = 1)

= AA+1)...(A+k+pl-1)

=AHA+1)...(A+pl=1)A+pl)...(A+ pl +k 1)

= (ﬁ“)m (/1 + pl)k

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

(5.11)

Teorem 5.3. (Lee et al. 2000) {An }::O dizisi kompleks sayilarin uygun bir dizisi olmak

lizere, {®(p’ﬁ)(z)}:=0 fonksiyon dizisi asagidaki gibi tanimlansin;

n

,(AeC , peR")

Ayrica Kummer doniistimii olarak bilinen,
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Flasysz)=e* F(y-a;y:-2) (5.13)

doniisiimii verilsin. Bu durumda,

A —u+ pk,
0 tk 0 Zk
ZE;;“ @ﬁp’”(z)ﬁzetz(j)k F ~“thg (5.14)
ok B A+ pk, '
dir.

Ispat: (5.14) esitliginin sol tarafina A denir ve (5.12) esitligi dikkate almirsa,

w( )k C A ' t*
M Gy Tk

olur. Burada (5.11) esitligi kullanilirsa,

© ( )k tk ZI
g(ﬂfpl)k k_!}'_!

elde edilir. | yerine k alinirsa teorem ispatlanir.

(5.12) ile verilen ifadenin bir g-genislemesini vermeden once gerekli olan bir lemmay1

verelim.

Lemma 5.2.
(2.0) (29, a), = (2.0), (19", q), (5.15)

dir.
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Ispat: (4.1.3) esitliginden,

(2,9) (29%,q), = (1= 21 - 29)...(1= 2g** J1 - 29" )...(1- 2g*")
= (1-A)1-4q)...(1 - Ag** ")
=(1-2)..(1- 29" J1- 29" )...(1 - 2g™*")
= (2,0), (20", q),

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Teorem 5.4. (Lee et al. 2000) (5.12) ve (5.13) esitliklerinin g-analoglart;

E = 3 ,(zeC , peR") (5.16)
Z(ﬁq )y (@, q)
A
a, 0, l’
1 (04
P, q,2 _W @, g,z (5.17)

2 b

seklinde tanimlansinlar. Bu durumda (5.14) ifadesinin bir g-genislemesi,

g
i E| ) U i o | Lt Z (5.18)

c Z;q) d, .
= ( "0.9), o), &%), e (0,9),

seklindedir.

Ispat: (5.18) esitliginin sol tarafina A denir ve (5.16) esitligi dikkate alinirsa,

A:éé ki(}t A z' t

) & (2a*,a), (0.q), (a.9),

olur. Burada (5.15) esitligi kullanilirsa,
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tk

A=§(L {Z}(qu',q) (q,q)k}(qsq)u

bulunur. (5.2) esitliginden yukaridaki esitlik,

Hs 0, |
Z

(A
A= o ot —
IZ(;(/I’q)N P /,i«q pl (q’ q)|

seklinde de yazilabilir. Burada (5.17) esitligi uygulanirsa,

Aq”

A:z A 1P, q, pt (
|

= (2,9), (t.), a.q),

elde edilir. | yerine k alinirsa teorem ispatlanir.
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6. GENELLESTIRILMIS q-HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR ICIN
DOGURUCU FONKSIYONLAR

Bu kisimda oncelikle Laguerre polinomlarinin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden
tanim1 verilecek ve bu polinomlar i¢in bir dogurucu fonksiyon elde edilecektir. Daha
sonra genellestirilmis g-hipergeometrik fonksiyonlar i¢in iki dogurucu fonksiyon

verilecektir.

Tamm 6.1. (Lee et al. 2000)

a basamak ve n € N olmak iizere, Laguerre polinomlar;
nN+o
L(n“)(x):[ )IFI(—n;a-kl;x) (6.1)
n
seklinde tanimlanir.

Lemma 6.1.

(~a—n), (n+a—k)=(a+nj(—a——j)k 62)

(a—k+1), n n ) (a+1),

J

dir.

Ispat: (6.2) esitliginin sol tarafi,

(-a-n), (n+a—k}_ (~a-n), (n+a-k)

(05—k+1)j n _(a—k+1)j n!(a—k)

_(a-nf-a-n+1)..(ca-n+k-1)12..(n+a—k)
(a—k+1 a—k+2)...(a-k+j) n'12..(z—k)

dir. Esitligin sag tarafi (a—k+1Xa—k+2)...a ile carpilip boliiniir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,
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ﬂ(f“ra—k}: (1) (a+nfa+n=1)..(a+n-k+1)...1
(@-k+1); n n'1.2..(a—kfa—k+1)...a

X(a—k+1Xa—k+2)...(a—k+ a-k+j+1)...a
(a—k+1Xa—k+2)...(a—k+ J)

bulunur. Esitligin sag tarafinda gerekli sadelestirmeler yapilir ve (a+1) ; 1le carpilip

boliiniirse,

(—a—n), (nﬂx—kJ: (a+n)!(_1)k (a—k+j+l)a-k+j+2).. .ala+]). . (a+])

(@ —k+1), n nla! (@+1),
:(“:”j(_l)k 1) (a- 8”(1—)]05— jrk-1)
e

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 6.1. (Lee et al. 2000)

L&“ik)(x) Laguerre polinomlari i¢in bir dogurucu fonksiyon;

g(— Olk—! n)k L&a—k)(x)tk _ (1 _t)a L(na)(x(l —t)) ’ (|t|< 1) 63)

dir.

Ispat: (6.3) esitliginin sol tarafina A(X,t) denir ve (6.1) tanimi1 dikkate alinirsa,

k=0 =0

R =

dir. Burada (— n) ifadesi j=n+1,n+2,... igin sifir oldugundan toplam, j=0 dan

j

j =n e kadar yazilabilir. Ayrica (6.2) esitligi yukarida kullanilir ve diizenlenirse,
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i=0 (a+1)J J' k=0

olur. [Z(_ak—ij)ktk] ifadesi yerine Binom Teoreminden esiti yazilirsa,
k=0 .

A(X,g:(“mi((—n)j X e

a+1); j!

(1 —t)”‘(n i “jj” En); xa-vy

= (a+1), !
== Lx-t) L (fg<)
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi genellestirilmis g-hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bir dogurucu fonksiyonu elde

etmeden Once ispatinda kullanilacak lemmalar verilecektir.

Lemma 6.2.
ql_k (jaqj (2’9 q)k
) o
n > Mk
dir.

53



=) -aa-a)H{-a'Ja-a*)...a-q"") |

ln

olur. Esitligin sag tarafi (ﬁ —q"! ) .. (/1 - q“) ile carpilip boliiniirse,

oo ) et e-ate-a).-a)
(qu - 7—q ) (i—q")
) {(2g*" —1)...(/1q—1)(1—1)}{(1—3)(1—‘ﬁ}..@-q;j}

. ke[ A o[ A
(qk 1_,.q)q k 1(an+1 _1],..q ((]n_l]

v 18 1]
qk"(l— qnﬂkﬂ)...(l_;j

(j:q) (ﬁ“q)k
— n q—kn
(a7, a),

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Teorem 6.2. @, genellestirilmis g-hipergeometrik fonksiyonlar igin bir dogurucu

fonksiyon;
Apyennn t,a,,...,a
- (ﬂ/’q)k 12 sUro ) (},t’q) s U1 s Uy
rq)s+ g,z v =-———= r+ q)s+ g,z
200, " g CETRRAS
_T,ﬂl,...,ﬂs, ] O’Z’ﬂl""’ﬂs’
max{|t|,|q| }< 1 dir. (6.5)
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Ispat: (6.5) esitliginin sol tarafina A(Z,t) denir ve Tanim 5.2 dikkate alinirsa,

[ ] (e,,0), -..(2,.0), gk
e (‘k,anwiq)n'..<ﬂ?,q>n<q,q>n |

olur. Burada (6.4) esitligi kullanilirsa,

Azt)= :ZO{(— 1)’ q;n(nl)}m ( j (:a ? ;q)(a?/i .a),

x[i(/l,q)k (297".q), qk”tk] "

(a.9),

bulunur. [quk"tkj ifadesi yerine q-Binom Teoreminden esiti yazilirsa,
k=0 qv q k

B e

olur. (q“t, q)w ifadesi (1-t)1-tq).. .(1 —tq”‘l) ile ¢arpilip boliiniirse (t.q). elde

edilir. Bu da yukarida yerine yazilirsa;

Az,t)= i{(—l)”q;n(n_l)}z_r+s ( (@,0), --(@,9),  (it.q), (), z"

n= t’ 0 > n
’ gqj (8,,0), ---(B,.0), (o) (@.0)
t,a,....,a
(/,lt,q) b 1° 9 ro°
A v A VL'
(t,q) r+l1 S+2 q,Z

0,%aﬁ1a-~'aﬁsa

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
g-hipergeometrik fonksiyonlar icin baska bir dogurucu fonksiyonu vermeden once

gerekli olan lemmalar1 verelim.
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Lemma 6.3.

(2,Q)yi = (2,0), (10", q), (6.6)
dir.

Ispat: (4.1.3) esitliginden,

(@) =(1=2)...(1= 29" N1 = Aq" )...(1— 2q™*)

=(2,9), (29", q),

elde edilir ki bu ise istenilendir.

Lemma 6.4.

i, Tk
o) e e 67)
dir.

Ispat: (4.1.3) esitliginden,

@)k _ (=g Ni-a")..-qg"*)
(g.9), (9.9),

[
_ -qfi-gm). fi-g"*)

qnqn—l.“qn k+1(1 q)(l qn kxl qn k+1)“.(1_qn)

e g
 (a.9),.

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Lemma 6.5.

(6.8)

dir.

Ispat: (4.1.4) esitliginden,
(ﬂq”t, q)w = (1 - atg* )(1 — Atg**! ) ..
dir. Bu esitligin sag tarafi (1 - /1t). . .(1 - ﬂtqZH) ile ¢carpilip boliiniirse,

e (1= At).(1— atg™ N1 - Atg™)...
e*t.a). = (1-at)...(1- atg*)

(At,q),

- (/H’CI)zk

elde edilir. Bu ise istenilendir.

Lemma 6.6.

(V2.q),(-~2.a), (V2a.q). (- v4a.q), 6.9)

(2,9),

dir.

Ispat: (4.1.3) esitliginden,

(2.Q)z = (1= 2)1-40)...(1- 297 J1 - 29™")

(V2N + VA1~ aa N+ y2a)... (Vg fu+ g fi - Aga ! Ju+Aga )

2D o )N ) )
o))

= (\/7 q)k (‘ V2, q)k (\/ﬂ_q Q)k (‘ NEE Q)k
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elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 6.3.  ,®. genellestirilmis g-hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bir dogurucu

fonksiyon;
q",A4q", a,....a,,
c n n /,i’ti 0
z r+2 qazq t = ((t qq))
" ﬂl""’ﬂs’ T
Oaﬁa_\/za\/Ea_\//l—a Ay Ay
X5 Doy q,zt (6.10)
Nat =t agt—Jaat,  B,.... B,
dir. Burada max{ }<1 dir.

ispat: (6.10) esitliginin sol tarafina A(z,t) denir ve (5.2) tanim dikkate alinirsa,

0

azt)= 5 e[| a7 a) e ) @), s
-3 Z{( Vg } Gaho o,

dir. Burada (q - ,q)k ifadesi Kk =n+1,n+2,... i¢in sifir oldugundan toplam, k =0 dan

k=n e kadar yazilabilir. Ayrica (6.6) ve (6.7) esitlikleri yukarida kullanilir ve

diizenlenirse,

1
o n lk(k—l)}_l_ws (_ l)kqgk(k—l)q_nk
Z t = k ﬂ“’q n+
Z { (0, ), oo

(al’q) ( r’q)k n YK,
Gt o oy )

olur. (2.5) esitliginden yararlanilarak n yerine n+Kk yazilirsa,

71t)= N (LK %k(kfl) o (ﬂ“a )n+2k (al’q)k"‘(ar’q)k Sk
A at)—ZZ{( U'q } (9.9), (8,9),---(8.9) (a,9), t
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bulunur. (6.6) esitligi kullamlarak (2,0), ., = (4.0)y (49°.q), esitligi yukarida yerine

yazilirsa,

L) Y PERY %k(k—l) o (@, 9); (e, ), 7t ) w—(lqzk’q)” "
A ’t>—2{( Va } o) poaaa, ) L g,

yazilabilir. t" ifadesi yerine g-binom teoreminden esiti yazilirsa,

0 (ﬁquk’q)n

(9.9),

L) SYPERY %k(k—l) o (anq)k"'(ar’q)k 7 kM
Al ’t)‘z{( V' } R TR )

elde edilir. Burada (6.8) esitligi kullanilir ve diizenlenirse,

oo el &[] (@na) (o) (a) (e
Aet)= (t.a), kzé{( Ua } (8.0), --.(8..9), (a.q), (ﬂt,q)ZK(t)

bulunur. (6.9) esitliginden dolayz,

o A, & [y ke 7 (a,,9), . (a,,09),
Aet)= (t.g), kz(;{( V' } (8.0), --.(8..9), (0. q),

y (\/Zq)k (‘ ﬁ’q)k (\M—q’q)k (_ JAq, q)k (2t)
(m’q)k (_ \/ﬂﬂ)k (\/th’q)k (_ \/thaq)k

elde edilir. Baska bir ifadeyle,

ONZ TG0, @,

A(z,t):M D g, zt

t, r+5 = s+4
(t.a). NETENTaN TN T S S

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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7. q-JACOBIi POLINOMLARI iCiN BIR DOGURUCU FONKSiYON

Tanmm 7.1. a>-1, f>-1 ve —1<x<1 olmak iizere,

Jacobi Polinomlari,

P.(#)(x) = Li(” N “I” ’ ﬂ)(x +1)(x-1)"" ,n=012,...

2" =0k n—k

olarak tanimlanirlar.

Tamm 7.2. g-Jacobi polinomlart ise,

seklinde tanimlanirlar. Burada ,®, (5.2) ile tanimlanan g-hipergeometrik

fonksiyondur.

Teorem 7.1. P, (.h )(Xq” , q) g-Jacobi polinomlar1 i¢in bir dogurucu fonksiyon,

2 a,Bq q n (a.8) aﬁqt q)
P
% (c0,9), bar,a" = (ta),

Oa \ OK,Bq T\ aﬂq > q@ﬂ_qw’

x D, 0. xqt ||t
o, \/aﬂqt 5_\/amt ’ q\/aﬂt a_q\/aﬂt 5

dir.

Ispat: Teorem63te r=s-1=0 ,f =aq ,A=affq ve z=Xxq alnisa,
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(7.1)

(7.2)

(7.3)



i (aﬂqﬂ q)n zq)l q’ an+1 tn — (aﬂqt7 q)oo

= (a.0), - (t.q).
Oa v Olﬂq s\ am s q@’_qwa
X D g, xqt

o, afat,—/efat, gt —a o,

elde edilir. Esitligin sol tarafi (ozq,q)n ile carpilip boliiniir ve (7.2) esitligi kullanilirsa

ispat tamamlanir.
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