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OZET

SOLITON DALGA SURECLERININ MATEMATIKSEL MODELLERI VE
NUMERIK COZUMLERI

TEKIN, Ramazan
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Gabil AMIRALI
Subat 2006, 28 sayfa

Bu calisma non-lineer dalgalar olarak bilinen soliton dalgalarinin niimerik
coziimleri iizerine yapildi. 1884 yilinda ilk defa Iskogyali miihendis John Scott
Russel tarafindan fark edilen soliton dalgalarinin ¢6ziimii i¢in sonralar1 bir ¢ok bilim
adamu farkli ¢ézlimler ortaya koymustur.

Yapilan caligmada 1965 yilinda Zabusky ve Kruskal tarafindan ortaya
konulan niimerik ¢ozlimler, Korteweg-de Vries (KdV) denklemi igin Split Step
Fourier ve modifiye edilmis KdV esitligi i¢in Sonlu Fark Semalar1 kullanilarak,
bilgisayar ortaminda simiilasyon yapildi. Simiilasyonda tek dalga ilerleyisi ve iki
dalganin etkilesimleri gosterildi. Niimerik ¢oziimler, gercek c¢oziimlere yakin
degerler bulmak amaci ile uygulanmaktadir. Yapmis oldugumuz “Soliton dalga
siireclerinin matematiksel modelleri ve niimerik ¢oziimleri” isimli tez ¢alismasi
da bu amaca hizmet etme gabasindadir.

Yapilan ¢alisma sonunda soliton dalgalarin etkilesimlerinde 6zelliklerini
kaybetmeden bir birleri iginden gegebildikleri ve farkli baslangic degerlerine bagl
olarak farkli niimerik ¢6ziimlerin meydana geldigi fark edildi.

Anahtar kelimeler: Kismi diferansiyel denklemler, Niimerik ¢oziim,
Solitonlar, Ters yayilim doniigiimleri



11



ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELS AND NUMERIC SOLUTION OF SOLITARY
WAVES PROGRESS

TEKIN,Ramazan
MSc, Mathematical Science
Supervisor: Prof. Dr. Gabil AMIRALI
February-2006, 28 pages

The present study was carried out on solution of non-lineer waves that
known as solitary waves.

Solitary waves was first noticed by Scottish engineer John Scott Russel,
However, later many different solution on the solitary waves has been put forward
by other researchers. Present study simulated with using simulation model, for KdV
equation Split Step Fourier model and for modified KdV equation, Finite Difference
Scheme were used, that was produced by Zabusky and Kruskal in 1965. One wave
advancing and two waves interaction were demonstrated via simulation. Numerical
solution has been used to find out the approximate value to reel solution. The present
study was aimed to help this target.

As a result, it has been shown that the interacted solitary waves pass from
inside of each other without loosing their identity and different numerical solutions
was produced with different initial conditions.

Key words: Partial differential equation, Numeric solution, Solitons,
Inverse scattering transform
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ONSOz

Bizim dalga hareketinde ilk algiladigimiz olay beklide suyun yiizeyinde
gozledigimiz dalgalardan ileri gelmektedir. Bu ayn1 zamanda dogal diinyadaki bizim
zihinsel modellerimizin biiyiik bir kismini olusturmaktadir. Ancak biz bu olagantistii
olayin (fenomen) zamanina donebilir ve dalga yayilimlarmin farkli formlarinin
algilanmasimi saglayabiliriz. Su dalgalarinin en géze carpan Ozelligini havuzda
oynayan c¢ocuklardan gemideki denizcilere kadar ¢ogu insan nitel olarak fark
edebilmektedir. Bu olay dalgalari seyreden herhangi birinin merakini uyandirir.
Beklide bu yiizden su dalgalarinin nicel olarak anlagilmasi hala sinirli kalmaktadir.
Bu alandaki bilgimiz ¢okta belirgin olmayan ve gdz Oniinde olan dalgalarin
hareketinde saklidir. Bizim burada amacimiz, dogrusal olmayan durumlarin
¢ozlimiinden yola ¢ikarak niimerik analizlerle gergek ¢oziimleri bilgisayar ortaminda
yazilacak bir uygulamayla karsilastirmaktir. “‘Soliton Dalga Siireclerinin
Matematiksel Modelleri ve Niimerik Coziimleri’’ adli ¢alismamiz da ayni amaca
yonelik olarak 6nem tagimaktadir.

Bu konuda bana caligma fikri veren ve yiiksek lisans g¢alisma siiresince
yardimlarin1 esirgemeyen tez yoneticisi kiymetli hocam Prof. Dr. Gabil
AMIRALI’ye bana verdikleri destekten &tiirii aileme tesekkiirlerimi sunarim.

Ramazan TEKIN
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1. GIiRiS

Solitonlar sekil ve hiz dzelliklerini kaybetmeden yayilan ve herhangi bir
carpisma esnasinda kendilerine has ozelliklerini koruyabilen dalgalardir (Wadati,
1983). Soliton dalgalar olarak ta bilinen bu dogrusal olmayan hareketli dalgalar 150
yildir bilim adamlarinin dikkatini ¢ekmistir. Solitonlar 1834’te fizigin yeni bir alam
olarak ortaya cikti. Bu kavramu ilk olarak ortaya atan Iskogyali miihendis olan John
Scott Russell’dir. Solitonlarin ilk kesfi olarak ta bilinen ve Russell’in kanal
botlartyla yapmig oldugu deneyin hikayesi oldukca ilging ve etkileyicidir (Russell,
1845).

Cogu dogal sistem non-lineerdir ve bu ylizden non-lineer sistem
denklemleri ile modellenmistir. Lineer ve lineer olmayan denklemler arasindaki fark
lineer sistemleri basit siiperpozisyon ilkeleri karsilamaktadir. Bu, lineer sistemlerin
herhangi iki ¢6ziimii (birbirine eklenmesi) ayn1 denklem i¢in yeni ¢éziimii olusturur
(Bullough 1988). Bu ¢6ziim lineer olmayan problemler i¢in gegerli degildir. Lineer
problemlerin ¢dziimiinii igeren bu siiperpozisyon ilkeleri pargalara ayrilabilir ki
bunlar daha sonra bagimsiz olarak ¢dziilebilirler.

“Ben cift beygir giiciiyle giden bir botun, dar bir kanaldan gecerken,
hareketini gozliiyordum. Bot aniden durunca kanalda hareketli olan su kitlesinin
birikmedigini gordiim. Bu su kitlesi, botun u¢ kismimin etrafinda birikti. Ve daha
sonra aniden arkaya dogru yayidi. Biiyiik bir hizla 6ne dogru tek basina bir su
dalgasimin meydana geldigini fark ettim. Bu yuvarlanmig belirgin su kiitlesinin
hizimin azalmadan ve formunun degigsmeden kanal boyunca ilerleyisine devam
ettigini fark ettim. Onu at sirtinda takip ettim, ona yetistigimde saatte yaklasik 8-9
mil hizla ilerleyisine devam ettigini gordiim. Onu 1-2 mil takip ettikten sonra
kanalin doniisiinde kaybettim. Boylece 1834 ’iin Agustos ayinda benim Translasyon
Dalgasi olarak adlandirdigim ilk goriigiimii tanitma sansim oldu.”

Russell, yaptig1 seri ¢aligmalarla bu dalgalarin anlamini ortaya koydu.
Russell’dan 6ncede gelgit olaylarinda meydana gelen bu dalgalarin kimse farkina
varmamuistl. Russell hayati boyunca bu su dalgalarinin énemine inanmistir. Ancak
bilim adamlar1 19. ve 20. ylizyillarda bu dalgalarin farkli 6zelliklerini kesfedebilmis,
dalgalarin yayilis ve birbirleri icinden gecis Ozellikleri iizerinde durmuslardir.
Russell, su dalgalarmin kendi icinde yeterli dinamizme sahip oldugunu ve bu
dalgalarin nesne pargalarinin ozelliklerinden dolayi ortaya ¢iktigina inanmistir.
Suan, halen 1960’larin ortasinda degiliz. Russell’in degerli fikirleriyle baslayan
dogrusal olmayan dalgalarin ¢6ziimleri i¢in glinimiizde modern bilgisayarlar
kullanilmaktadir (Wolfram, 1999).

Russell dalga hizinin (c), dalga genisligine (A), suyun derinligine (h) ve
yergekimine bagli oldugunu sdyledi. Buna gore:

c=4g(4+h) (1.1)

Hizin dalga genisline bagl oldugu gergegi oldukca 6nemlidir. Ciinkii bu,
dalga denkleminin lineer olmadigimi gosterir. Klasik lineer dalga denklemiyle
karsilastirildiginda lineer olmayan dalga denkleminin farkli oldugu kolayca
goriilebilir.
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Buradan da agikga goriilebilecegi gibi, Russell’in dalgalari igin gelistirdigi
dalga denklemi lineer olmayan bir 6zellige sahiptir. Bilim adamlar1 lineer olmayan
ozelliklerinden dolay1 bu dalgalart Soliton olarak adlandirmislardir. Bu kavram
lineer olmayan dalgalarin karakteristik Ozelliklerinden ileri gelmektedir (Drazin,
1983). Russell’in kesfinden 60 yil sonra Alman matematikgiler olan Korteweg ve
de Vries nihayet soliton dalga denklemlerini agik¢a ortaya koymuslardir. Bugiinde
KdV denklemi olarak bilinen teoremi ortaya koymuslardir (Korteweg ve de Vries,
1895).

u,(x,t) + 6u(x,Hu (x,t)+u_ (x,t)=0 . (1.3)

xxx

Bu formiilde x ve ¢ degiskenlerine bagli olan u fonksiyonu agiklanacaktir.
u(x,t), x boyutunda ¢ zamaninda dalganin yiiksekligini ifade etmek i¢in kullanilir.

Burada kullanilan 6 faktorii sadece ¢oziimii daha basit yapabilmek i¢in kullanilan bir
sabittir.

Buradaki amag analitik ¢dziimlerin niimerik ydntemlerle dorusal olmayan
Kismi Diferansiyel Denklemlere (KDD) uygulanmasini agiklamaktir. Russell
tarafindan agiklanan olayda, dorusal olmayan parca degisimlerini ifade etmektedir.
Kisaca KDD; farkli degisken fonksiyonlar ile yonlenen, birden fazla bilinmeyenli
farkli fonksiyonlara sahip olan matematiksel bir denklemdir. Bu farkh
fonksiyonlardan birinin aciklanmasi i¢cin KDD’in pratik uygulamalarinin, zamani
nitelendiren (t) ve diger degiskenleri (x,y,z) lizerine bir uygulama yapilirsa,
uygulamanin basit olabilmesi i¢in tek bir degisken boyutta (x) diisiinmek gerekir. Bu
yiizden yalniz x ve ¢ degiskenlerine bagli olan u fonksiyonunu bulmak i¢in KdV’in
basit formu olan:

u(x,t) = f(x—ct) , (1.4)

formunda diisiinmemiz gerekir (burada ¢ dalganin hizini niteler) (Fermi ve ark.,
1955). Burada iki yonde de hareketi ifade edebilmek igin:

f(x—ct) ve f(x+ct) formu kullanilir.

Bu formiillerden yola ¢ikarak dalganin daha biiyiik ilerleyisleri i¢cin daha
yiiksek genislige sahip olmasi gerektigi ortaya konabilir. Bu degisimi sahildeki su
dalgalarinin tepe kisminin 6nde giden ¢ukur kismindan daha hizli hareket ettigi
durumda gozleyebiliriz. Cukur kisim ile tepe kismi baslangigta beraber hareket
ederler. Onde giden tepe kisim yiikselir ve u¢ kisim genisler ve sonunda cukur kisim
icinde dagilir. Ancak ilerleyis devam ettigi zaman arkadan gelen dalganin dniindeki
dalgayla karsilasmasindan sonra her iki dalganin da sekillerini kaybetmedikleri ve
ayn1 hizlariyla ilerleyislerine devam ettikleri goriildii bu durum sahilde ardi ardina
giden dalgalarda ve gelgit olaylarinda rahatlikla goriilebilir. Yukariya dogru yayilan
ve daha sonra yiikselise sebep olan bu olay1 dagilim olarak nitelendirmek yanlis olur
¢linkii bu olay normal dalga dagilimi ile ters bir durumdur. Dogal olarak bu iki
etkenin birbiri i¢cinde sonme durumu akla gelir. Ancak bu olay da klasik
dalgalardakinden ¢ok fakli bir olaydir. iste KdV denklemi de lineer olmadan



ilerleyen her iki dalga teriminin hesaplanmasini kapsamaktadir. Lineer dalgalardan
farkli olan bu olay, Russell’in dalgalarinda oldugu gibi soliton dalgalarin kendilerine
has 6zelliklerinin sonucudur. KdV denkleminde soliton dalgalarin ¢oziimiiniin ilging
bir yonii de birbirleri ig¢inden gectikleri zaman herhangi bir sekil ve anlam
degisikligine ugramamalaridir.

Bugiin solitonlar ¢ogu yerde kullanilmaktadir. Herhangi bir sinyal
iletiminde, sinyalin zarara ugramadan ve yeterli bilyiiklikte hedefe ulasmasi
onemlidir. Normal sinyallerin durumlar1 degisebilir ve genisliklerinde farkliliklar
olabilir. Bu lineer dalgalar etrafa yayilabilir ve sinyalleri zayiflayabilir.
Elektromanyetik dalgalari otomatik olarak yineleyen aletlere ihtiya¢ kalmayacaktir.
Ciinkii solitonlar siradan dalgalara gore genisliklerini degistirmeden sabit
tutabilmektedirler. Soliton dalgalar ile 10.000 km’ ye kadar 6zellikleri degismeden
basariyla sinyal iletilebilmektedir. Bununla birlikte ¢arpistiklarinda birbirlerinden
etkilenmemekte ve sinyaller optik fiberler boyunca her iki yonde iletilebilmektedir.
Sinyaller, gidecegi yere orijinal durumlarinda ve yeterince anlasilabilir bilyiikliikte
ulastirilabilir (Vvedenskii, 1992).

Siiperpozisyon ilkeleri yoklugu ile meydana gelen zorluktan dolay1 son 40
yilda non- lineer sistemlerde devrimsel islemlerin oldugu goriilmiistiir. Bunlara,
deneylerdeki ilerlemeler, non-lineer sistemlerin bilgisayar simiilasyonundaki
olaganiistli basarilar ve hamilton sistemleri {izerine yapilandirilmis metotlarla, ters
spectral transformlarin da kullanildigr yeni matematiksel analitik araglar onciiliik
etmistir. Olaylarin tam olarak anlasilabilmesi i¢in teorik bilgisayar ve deneysel bilim
arasindaki sinerji, yeni arastirmalar1 beraberinde getirecektir

Dogal sistemler {lizerindeki arastirmalar genelde, sivi dinamiginde yapilan
denemelerden, materyal bilimi ve sivilarin kimyasal aktivitelerinden tiirevlenen tek
kisitmli PDE’ler ile baglamistir. Bunlarin ¢ogu non-lineer dalga ¢oziimleri veya
soliton ¢odziimleri olarak bilinir. Bu sinirli bilgiler daha sonralart niimerik
simiilasyonlarla genisletilmistir. Modeller, dagilma, ilerleme terimleri veya
baslangigta ihmal edilen etkilerinde katilmasi ile daha da zenginlestirilmistir.
Gilinlimiizde bilgisayar bu iglemlerin ¢dziimiinde en biiyiik role sahiptir, analitik ve
deneysel aragtirmalara onciiliik etmektedir.



2. LITERATUR BILDiRiSLERI

Bu giine kadar Soliton dalgalarin ilerleyisleri ve etkilesimleri iizerine
degisik bircok calisma yapilmistir. Lineer olmayan alanlardaki ¢aligmalarda son
zamanlarda biiyiik gelismeler kaydedilmistir. Ozellikle lineer olmayan dalga
yayilimiyla , fiber optik iletisim sistemleri gibi yeni uygulamalarin baglatilmasi ve
stvilari dinamiginde ¢oziilmemis bir ¢ok klasik uygulama alaninda yeni veriler elde
edilmistir.

KdV denklemi belirli yapidaki su dalgalarinin yayilimmi agiklayan bir
model olarak ortaya atilmistir. Bu esitlikte; U =uU(X,t) terimi dalga genisligini, t
zaman dilimini X ise mesafeyi ifade etmektedir. x ile birlikte dalganin yayilim yonii
artmakta ve dalga ilerlemektedir. Bu denklem degismeden ayrilan solitary dalga
denklem ciftlerinin lineer olmayan etkilesim sonuglar1 6zelligine sahip olan dalga
¢Oziimii olarak kabul edilmektedir. Bu yiizden soliton &zellikleri iizerine ilk defa
nlimerik ¢alismalarin Zabusky ve Kruskal tarafindan yapildigi soylenebilir ve bu
calismalarin kaniti olarak KDD denklemlerinin ¢éziimii i¢in kullanilan ters yayilim
metodunun basarisi gosterilebilir (Zabusky ve Kruskal, 1965).

Su dalgalar1 igin alternatif bir modelde Peregrine ve ark. tarafindan ortaya
konulmustur (Pregrine, 1966).

u, +u, +u*, +u, =0, 2.1

bu model solitary dalga ¢6ziimii olarak kabul edildi.

KdV denklemi yiizeysel su dalgalarmin kesintisiz olarak yayilisini
aciklayan ilk model olarak ortaya atilmistir. Daha sonra plazmadaki iyon ses
dalgalari, plazmadaki manyetohidrodinamik dalgalar, elastik ¢ubuklarda boylamsal
dagilan dalgalar, sivi-gaz baloncuk karisimlarindaki basing dalgalari, tiiplerdeki
asagtya dogru doniis hareketi, lineer olmayan ses dalgalar1 ve 1sisal hareketlerde
kullanildig: gériildii (Scott ve ark., 1973).

Son zamanlarda Benjamin, Bona ve Mahoni alternatif bir denklem iizerinde
tartigtilar. Bu diizenlenmis uzun dalga denklemi (RLW) olarak adlandirildi:

u, +u, +uu, —u,, =0. (2.2)

RLW denklemiyle KdV denklemi yaklasik olarak ayni bilgisel yapilar
icermektedir. RLW denklemi, KdV denkleminin problemsel yonlerine engel oldugu
ve genel olarak daha fazla matematiksel 6zelliklere sahip oldugu ileri siiriilmistiir
(Benjamin ve ark., 1972).

KdV denklemindeki yorumlanabilir farklar Vliegenthart tarafindan
tartistlmistir (Vliegenthart, 1971). RLW denklemi i¢in yorumlanabilir farklar ise
Peregrine tarafindan One atilmis ve aymi zamanda Hammack tarafindan da
kullanilmistir (Hammack, 1973).

1970’lerin baginda Zakharov ve Shabat, Kaup ve arkadaslari lineer olmayan
KDD’lerin genis bir alaninda kullanilan ters yayilim metodunu gelistirdiler. Bu
gelisme yogunlasmis madde fizigi ve elementer parga fiziginden lineer olmayan
optiklere kadar farkli bilim dallarinda kabul edildi. Kismen de olsa solitonlar klasik



ve kuantum fizigi alaninda ayrica optik iletisim aletlerinde sayisiz uygulamalar
gosterdi.

1974°te soliton dalgalar1 alaninda meydana gelen gelisim basamaklarindan
biride tamamuyla integre edilebilir soliton denklemleridir. Bu periyottan 6nce lineer
olmayan denklemlerdeki kapsamlar ters yayilim metotlarinin uzaysal ¢oziimleri i¢in
smirlayict olmaktaydi. 1974 ve 1975’te ters yayilim metodu periyodik KdV
denklemlerinin kuasi periyodik yayilimla karsilastirilmas: sonucu gelistirildi. Bu
yeni yaklasim kismen ters yayilim teorisine kismen de cebirsel metotlar {izerine
kuruldu. Bu gelismelerden sonra bu alanda hizli gelismeler yasandi. Bu gelismeler,
integre edilebilir sistemlerin goriis agisini degistirdi (Zakharov ve Shabat, 1979).

1980’lerin baslarinda integre edilebilir denklemlerin kuasi periyodik
fonksiyonlarinda gergek & fonksiyonunun bulunusu bu alanda yeni cebirsel
geometrik teknikler iiretmistir. Bununla birlikte bu yeni etkili sonuglar cebirsel
geometride oldugu kadar dogrusal olmayan KDD’lerin ¢dziimiinde de etkili
olmustur (Moerbeke, 1994).

Soliton denklemlerinin ¢dziimii i¢in kullanilan bazi modeller; ¢coklu soliton
¢coztimleri, KDD ile agiklanan akigin degisim hiyerarsisi, ters yayilim teorisi, ters
yayilan gecisler, farkli boyutlardaki periyodik solitonlarin cebirsel geometrik
aciklamasi, Lax ciftleri, Backlaund doniistiiriiciisii olarak sayilabilir.

Bécklaund, KdV ¢o6ziimiini kendi gelistirdigi doniisim ile yeniden
olusturdu ve bu teknik dogrusal olmayan siiperpozisyonlarda kullanildi. Bugiin
niimerik analizlerin sonuglari Bécklaund doniisiimii ile yorumlanarak gergek
solitonlarla karsilastirma yapilmaktadir (Beals ve Sattinger, 1993).

Lineer olmayan sistemlerin doniim noktast bundan 40 yil 6nce Los
Alamosta gerceklesmis ve bunun Onciiligiinii Fermi , Pasta ve Ulam’in niimerik
simiilasyonlar1 olusturmustur. Bundan 10 yil sonra, bu c¢alisma tam olarak integre
edilebilir sistemlerin motivasyonunu saglayan Zabusky ve Kruskal’in yaptig1 temel
ilerlemeyi baglatmistir. Bu anlamda 1997°nin mayisinda Los Alamos dogal
laboratuarlarinda Lineer olmayan caligmalar merkezi (CNLS) tarafindan organize
edilen fiziksel sistemlerde non-lineer dalgalar iizerine konferans diizenlenmistir.
Konferansta yapilan uygulamalar &6zel bir say1 olan physica A dergisinde
toplanmustir. Bu say1 konferanstaki 6zel galismalara katkida bulunma amaci ile
yayinlanmustir.

Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’nin 1967 de ilan edilen yayimlarinda
simdi KdV’nin baglangi¢ deger problemini ¢6zmek i¢in kullanilan ve ters dagilim
transformu (IST) olarak bilinen bir metodu tanitildi. Bu metot, y (x,0) baslangic

degeri bir sabiti yeterince hizli bir sekilde x — +oo yaklagtirdigini kabul etmektedir.

Solitary dalgalarn yayinlanan ilk incelemesi iskogya’da s1g bir kanalda
kayikla ilerleyen John Scott Russel tarafindan  yapilmistir. Ancak dalga
yayilimindaki belirgin degisikleri tam olarak fark edemediginden 10 yil siiren uzun
denemeler sonucu iinlii yaymi olan “dalgalar {izerine kayitlar” adli derlemelerini
1844°te yayimladi. Onun yaymindan kisa bir siire sonra ¢aligmasi biiyiik oranda fark
edildi ve bilimsel c¢evrelerde bazi durumlarin yeniden olusturulmasi zorunlulugu
ortaya c¢ikti. Bu c¢aligmalarin referansinda lineer olmayan dalgalar konusunda
derlemeler yapilmaya baslandi. KdV esitligi Korteweg ve de Vries tarafindan 1895
yilinda yaymlandi. KdV esitligi genel yonsiiz formlar i¢in yazilmistir.



u,+u, +uu, +u, =0 . (2.3)

1960’larin ortalarinda Zabusky ve Kruskal’in ¢alismalari tim non-lineer
dalga modelleri paradigmasinda yerini aldi. O zamanda bilgisayar uygulamalar1
onlarm ilk bilimsel arastirmalarinin ortaya ¢ikmasimni sagladi ve ilgili matematik
dalindaki en 6nemli donemeg deneysel bilimdeki fonksiyonlarin gelisimi oldu. Onlar
bu solitary dalganin baska bir solitary dalgasiyla ¢arpistiginda degismedigini ortaya
¢ikardilar.

KdV ve BO modellerinde oldugu gibi esitlikler integre edilebilirse ters
dagilim doniisiimii (Inverse Scattering Transform) solitary dalgalarmin ¢oziimleri ve
Ozelliklerinin analitik agiklamalar igin biiyiik fayda saglayacaktir (Toland, 1981).
Iki yonlii yayilimi agiklamak isteyen sistemler igin ise durum tatmin edici degildir.
Zaten 1871’lerde Boussinesq’un ¢aligmalart da bu alanda olmustur ve bunu takip
eden yiizyilda da fazla galisma yapilmamistir. Bugiin ise spesifik bir sistem olan
Boussinesq tipi sistemler i¢in bazi global sonuglar vardir (Bona ve ark., 1996). Tek
yonlii yayilim durumlarinda tiim sistemlerin tahmini olugu gercegi vardir.
Parametrelerin Euler esitleri tahminidir ve bunlarin ger¢ek soliton dalga esitlikleri
oldugu varsayilir.

+u, +(nu), +au,, —bny =0,
{77[ X (77 )X XXX 77)()([ (2.4)

u,+n,+uu, +cnp, —du, =0.

xxt

Burada x € R yayilim hattindaki uzunlugu, t>0 zamani, 7(X,t) dalganimn
yiiksekligini, u(X,t) yatay hizi a,b,c ve d € degerine bagl sabit parametreleri ifade

eder. Farkli modellerde elde edilen farkli parametrelerin hepsi tahminidir (Focas,
1996).
Bona Smith sistemi:

771 +ux +(77u)x _luxxt :07
3 (2.5)

1

ut +77x +uux _E(ut +77x)xx :0

Bu sistemde Couchy problemleri i¢in tam bir kabul bulunmamaktadir ve
standart olmayan niimerik yaklagimlar Winther tarafindan analiz edilmistir
(Winther, 1982).

Spektral kodlar periyodik fonksiyonlar1 igermekte ve periyodik ¢oziimleri
hesaplamaktadir. Ancak pratik olarak bu Couchy problemlerini tam olarak ortaya
koymamaktadir. Yapilan ¢aligmada dalga formlari iyi lokalize olmus ve sifira dogru
hizli bir sekilde ilerlemektedir. Bu yilizden bilgisayar kullanilarak periyodik
uzunluklar ve tahminlemeler igin spektral sahneler kullanildi (Schonbeck, 1981).
Periyodiklik araliklarinda hesaplanan periyodik ¢6ziimler orijinal Couchy
probleminin ¢dziimiine uygun yaklagimlardir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Zabusky ve Kruskal’in Calismalar:

Solitonlarin giiglii etkilesimlerin iistesinden gelebilmelerinin 6l¢iisii , dalga
tepesini olugturan lineersizlige dogru egim ve dalganin diizlesmesine yol agan lineer
yayilim arasindaki ince dengeden ileri gelmektedir. Dengenin bu tipinin olusumu
stvi mekaniginde oldukca yaygindir.

Biz non-lineer ortamda, solitary dalga yayilimlarinin etkilesimleri gézledik
ve bu fenomenin KdV esitligindeki niimerik ¢dziimlerini analiz ettik.

u, +uu, +6%u, =0. 3.1

Bu esitlik tek boyutlu sig su dalgalart i¢in agiklanmustir (Stoker, 1957).
Buna ilave olarak KdV’in uzaysal, periyodik ve niimerik ¢dzlimleri momentumun ve
enerjinin korunumu ile elde edilmistir (Gardner ve ark., 1960). Ancak 1.0 genislikte
ve kiicik 67 ye gore uyarlanmg farkll baslangic sartlar1 icin bu fenomenin
hesaplanmasi ii¢ zaman araliginda Zabusky ve Kruskal’a gore agiklanmuistir.

L. Baglangigta KdV esitliginin yalnizca ilk iki terimi gegerli olmakta
ve klasik olusum goriilmektedir. Burada u negatife dogrudur.
II. Ikinci basamakta ise u belirgin bir diizeye geldikten sonra,

esitlikteki 3. terimde Oonem kazanmakta ve siireklilik formunun
onlenmesini saglamaktadir. Kiiciik dalga boylarmin ilerleyisi 6n
tarafin solundan gelismeye baslar. Bu yayilisin genisligi zamanla
biiyiir ve nihayet her bir yayilim belirgin bir genislige ulasir ki bu
gelisim soldan saga dogru lineer olarak artar. Sonug olarak KdV
esitliginin tek solitary dalga ¢oziimiinii agiklayan formuna sahip
olur.

1. Son olarak her bir  “solitary dalgasi” veya bilinen adiyla
“solitonlar” genislikleriyle orantili olarak belli oranda muntazam
bir sekilde hareket etmeye baslarlar. Buradaki U 'nun degeri dalga
sinyaliyle iligkilidir. Boylece periyodiklik iki veya daha fazla
solitonun uzaysal olarak birbirleri {izerinden atlamalarini ve non-
lineer olarak etkilesimlerinden dolay1 solitonlar birbirlerinden
ayrilmaya baglarlar. Kisacast etkilesimlerinden sonra bile
solitonlar 6l¢ii ve sekilleri etkilenmeksizin tekrar ayni sekilde
ortaya c¢ikarlar. Bagka bir ifadeyle solitonlar bir digerinin i¢inden
gecerken Ozelliklerini kaybetmezler.

Bizim yapacagimiz ¢aligmada da lineer olmayan fiziksel bir islem islenecek
ve bu islemin niimerik analizi yapilacaktir. KdV esitligindeki ¢ hizli sabit
¢ozlimlere bakildiginda

u=U(x-ct), 3.2)



formiilii ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklem bize dalga ilerleyislerinin periyodik
¢Oziimlerini verir. Ancak biz burada sonsuzdaki asimtotik sabit ¢oziimler ile
ilgilenmekteyiz.

X=2100 da u=u,
Boyle bir hesaplamanin ¢6ziimii ise ;
u=u, +(u, —u,)sech’[(x—x,)/A], (3.3)

Burada u,, u_ ve X, rasgele kullanilan sabitlerdir. Buradan

A=6[(u, —u, )/ 12]"*, (3.4)
ve
c=u, +(u, -u,)/3, (3.5)

Bu formiillerde 6nemli olan ve ¢dzlimler de ayirici olan dalga sinyallerinin
¢ok yakin araliklarla olusturulmasina ragmen dalgalarin formlarimi ve 6zelliklerini
kaybetmemesidir. Bu fenomendeki niimerik hesaplamalar 6 =0.022 degeri ile
hesaplanmis ve periyodik baslangig sartlar

uj, = coszx. (3.6)

Kabul edilmistir. Boylece baslangic olarak max|52um =0.004

/max|qu

oldugundan egsitlikteki 3. terim ihmal edilebilir ve u, +uu, =0 esitligiyle islem
yapilabilir. Bu formiilin niimerik ¢oziimii tam bir iligkinin elde edilmesiyle
¢Oziilebilir.

u=cosz(x—ut), 3.7

ve sonug olarak X :% ve t=Tg= 1/ 7 durumunda u siireksizlige dogru yonelir.

Hesaplanan tim bu formiilasyon sistemlerine uygun olarak bilgisayar
ortaminda yazilan kodlarla olay simiile edilmeye ¢alisilmistir.
Simiilasyonda; kullanilan KdV fonksiyonun niimerik semas:

Uit =y _AtUiJ;rl+Uij+Uij—lUiil_Ui{l
' ' 3 AX
— 5*At Uij+z -2U ij+1 +2U ijfl _Uij—z (3.8)
A%y’

Burada i=0,1,..,N-1, U/

i+N

=U/ ve U/ =u(iAx, jAt) kosullari kabul
edilmistir. Ayrica periyodik sinir sartt 0 < X <2 olarak kabul edildi.

Parametreler;

Ax=L/N, At =0.1(Ax) /52,

N=128 ve L=2 olarak alind1.



3.2. Split Step ve Sonlu Fark Semalari

3.2.1. Split step semasi

Bu boliimde KdV esitligi i¢in Split-Step semasi agiklanmistir. Bu sema
fiberlerdeki optik yayilim modelinde kullanilan Non-lineer Schroedinger (NS)
(Agrawal, 1995) esitliginin bir varyasyonudur. KdV esitligi asagidaki formda
yazilabilir

ou=(L+N)u, (3.9
operatorler ise;

L=-8, -0’ (3.10)

N=-udu. (3.11)

Her bir zaman aninda yayilim ve dagilim eszamanli olarak etkendir. Operatorlerin
ayrilma fikri, yayilimin ve dagilim bagimsiz olarak etkilendigi durumlarda kismi
basamaklarin sekanslariyla, her bir integral basamaginin yer degistirmesinden ileri
gelmektedir.

ou=Lu, (3.12)
ou=Nu. (3.13)

Yayilim animi (AL) takip eden dagilim anmi (&AN) bulundugu en basit spliting

semasi, &” sirasinda lokal olarak &t sirasinda global olarak hata gdstermektedir.
Bu yiizden bu sema pratik uygulamalar i¢in yeterli degildir. Herhangi bir yar1 adiml
yayitlimi (StL/2) takip eden non-lineer adim (A&N) ve diger bir yarim adimh
yayillim (&L/2) ile, lokal hata (&) ve global hata (&*) olur. Buna Simetrik

Spliting semas1 denmekte ve bizim kodlarimizda buna dayanmaktadir.

A. Dagilim Ani
(3.12) deki esitlik lineer oldugundan bunun ¢6ziimii i¢in Fourier doniigiim
metodu kullanilabilir. Baglangi¢ dalga genisliginin doniistimii

u(0,k) =F[u(0,x)], (3.14)

burada F doniisim operatoriinii ifade eder. (3.12) deki esitligin doniistiirilmiis
versiyonunun ¢oziimii

u(at, k) =u(0,k) exp[-ia(k)A], (3.15)
yayilim fonksiyonu

ok)=k -k’. (3.16)
son dalga genisligi

u(dt, x) = F ' [a(, K)] . (3.17)
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bu metodun niimerik uygulamalarinda F farkli bir Fourier doniisimiinii ifade
etmektedir (DFT). DFT teorisi Press ve ark. (1992) tarafindan agiklanmistir. Biz bu
yayilim semasini (3.12) deki esitligi kullanarak test ettik. Baslangi¢ degeri olarak,

u(0,x) =aexp(-x*/21%), (3.18)

test isleminde | ve t igin belir sabit degerler segilerek baslangi¢ ve son dalga
genislikleri gosterilmeye calisildi.

B.Yayilhim am

Runga-Kutta (RK) semalar1 genellikle (3.13) teki esitligin NS versiyonunu
¢ozmek icin kullanilmigtir. Ancak RK semalar1 (3.13) deki esitlige uygulandiginda
kararli olmamaktadir. Bu nedenle esitligin ¢6ziimii i¢in U’nun degerinin karakteristik
dalgalarda yer degistiren {i¢ noktali Lagrange formiilii kullanildi. Suan, bizim i¢inde
gerekli olan bu noktalar Eulerian grid noktalari olarak bilinmektedir. Bu sema
Characteristic-Interpolation (CI) olarak isimlendirilmektedir.

Bazilar1 CI semasin1 lineer yayilim esitliklerinin uygulamalarinda
degerlendirebilir.

ou+o,u=0. (3.19)

U degerinin it zamaninda XJE = joX Eularian pozisyonunda bir deger oldugunu

varsayalim. Daha sonra u degeri (i +1)&t zamaninda XjL =XJE + & Lagrangian

Lout ove ut

LU O T.,X" ve X', Lagrangian

pozisyonunda olur. Simdi U i-0 X; j+1

sirasiyla X

pozisyonlarinda u degerini ifade etmelidir. X[, <X <X}, zaman araliginda birileri u

degerini iig-noktali polinominal interpolasyon ile tahmin edilebilir.

u- —ut ut —2ut+ut Y Ix=xt
u“%x):uﬁ(%}(x—xf){ - 5X§ "J( 2')2- (3.20)

(3.20) deki esitligi takiben X7 =X; — & arasindaki iliski

u' =u —cful, —u', )2

j j j+

-2u! +u},l)/2’ 3-21)

+c* (u!

j+l

Burada C=a/X yayilim sayisidir. Zaten bizim ¢dziim metodumuzda Lax ve

Wendroff metotlarindan (Press ve ark., 1992; Hoffman, 1992) ayridir. (3.21) deki
esitligin kararlilik analizini yapmak icin

u' oc r' exp(ikjox) (3.22)
burada k dalga sayisidir. (3.22 ) deki esitlik formiiliiniin (3.21) de yerine konmasiyla
r=1-c’[1-cos(kox)] —icsin(k&) . (3.23)

ve bunu takiben
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f|" =1-4c*(1-c*)sin’ (ke¥/2). (3.24)

Boylece c<1 icin CI semast kararhidir. c=1 gibi 6zel durumlarda (3.21) deki
i+ _ ui

formill u;” =u;, gercek formiiliine donistiiriilebilir. (3.24) teki formiilden yola

cikarak 7 biyikligi 1 den (kéx)4 sirasina kadar farklilik gosterebilir. Dalga
sayisiin iyi bir ¢6ziimii i¢in bu farklilik g6z ardi edilebilir (kok <<1). (3.23) deki

formiilde r = exp(— ia)ci) degeri yerine konursa

sin(od) ~ ¢ sin(koX) (3.25)
ve boylece
o ~k-[1-c*)o¢ 6. (3.26)

Boylece ¢ <1 i¢in CI semasi zayif bir yayilim gosterir. ¢ =1 6zel durumunda ise
CI semas1 yayilim gostermemektedir.

Daha oOnceki analizler non-lineer yayilim esitliklerine  direkt
uygulanamamaktaydi. Bunun sebebi lineer ve non-lineer esitlikler arasindaki

benzerliklerden kaynaklanmaktadir. Bazilar1 CI metodunu |u|c <<1 durumunda ve

|u| en biiylik dalga genisligindeyken kararli olmasimi umabilir. Bu beklentiler

niimerik olarak ta dogrulanmaliydi.

3.2.2. Sonlu farklar semasi

Ust kisimdaki sonuglar split step semasiin ¢ok iyi ¢alistigini gostermistir.
Bu semanin en biiylik dezavantaji Fourier doniisiimiinii kullanimina has olan
periyodik sinirlayict faktorlere ihtiyag duymasidir. Bu boliimde periyodik ve
aperiyodik sinirlayici sartlarin kullanimini agiklayan sonlu fark semasi agiklanmustir.

A. Crank-Nicholson semasi
KdV esitligi dagilan dalga yayilimda model oldugundan beri bu esitligin
¢ozliimii i¢in (Press ve ark., 1992; Hoffman, 1992) Crank-Nicholson (CN) semasini
kullanilmigtir.  CN  semasmi  lineer KdV  esitliklerine  uygulayarak
degerlendirilebiliriz. Bu esitligin sonlu farklar versiyonu
U el —up )4 d (U —2up v 2up —uit )/

=u —c(ui —u‘H)/4—d(uij+2 —2ui, +2ul, —u )/4’

j+l j-2

(3.27)

burada yayilim sayis1 ¢ =3t/ ve dagilim sayis1 ¢ =&/ X’ . Ansatz ‘i (3.21) deki
formiilii (3.26) daki formiile uygulandiginda
_ 1—icsin(kox)/2 — id [sin(2kdx) — 2 sin(kdx)]/2
1+ icsin(kéx)/2 + id [sin(2kdx) — 2sin(k&x)]/2

(3.28)

bu durumda CN semasi herhangi bir sart olmadan kararlidir. Bu o6zellik CN
semasinin avantajidir. Ancak asil dnemli olan CN semast ile iliskili olarak niimerik
dagilimm elde edilmesidir. r =exp(—iwdt) degerinin (3.28) de yerine koyulmasiyla
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csin(kdX) + d sin(2kox) — 2d sin(kdk)

sin(@dt) = —.
1+ [csin(kdx) + d sin(2kéx) — 2d sin(ksx) | /4

(3.29)

iyi ¢6ziimlenmis bir dalga sayisi elde edilebilmesi i¢in (kok <<1) (3.29) esitligi
o~k-k -[2+c)o/ 12 . (3.30)

esitlik (3.30) deki zayif niimerik dagilim c’nin her bir degeri icin CN semasiyla

olusturulmustur. Bu gercek olmayan dagilimin asil nedeni (3.27) deki esitligin
yayillim terimidir. Bunun yani swra c~1 ile dagilim katsayisinin biyikligi
sinirlanabilir. Hatta bu zayif dagilim bizimde ilgilendigimiz uzun zaman
degerlerinde dalgayr degistirerek bozabilir. Bu 06zellikse CN semasimin
dezavantajlarmi ortaya koymaktadir. Bunun yaninda CN semasi kesin oldugundan,
non-lineer yayilim terimi iceren KdV esitliklerinin uygulama alanlar1 i¢in daha fazla
calisma gerekmektedir.

B. Leap Frog semasi
Alternatif olarak Leap-frog (LF) semasi kullanilabilir. KdV fonksiyonun

dUu+ou+a. u=0. (3.31)

XXX

sonlu farklar versiyonu

i
j+l

u)-d(u, —2u!

j-1 -2 “Hija

+oul —u ). (3.32)

i+l __ i1
ut =u —c(u i

(3.22) deki Ansatz’in ifadesini (3.34) teki esitlikte r —1/r =—2isin(ow&) gercekligi
kullanilarak yerine koyarsak

sin(@d) = ¢ sin(k&x) + d[sin(2k&k) — 2 sin(kéx)] . (3.33)

yayilimin olmadigi (d = 0) durumunda, LF semas1 (3.33) teki esitlige bagl olarak
€ <1 igin kararhdir. (3.31) deki esitligin yayilim terimlerinde iyi ¢6ziimlenmis dalga
sayilar1 i¢in

w~k-[1-c)oc 6k’ (3.34)

c=1 gibi 6zel durumlar i¢in niimerik dagilim yoktur ve (3.30) daki esitlik

ult —ul, =—(uij+, —uij’l) olur, ki bu uygun olan gergek formiildiir. Yayilimm

olmadigi (c=0) durumlarda d £2/ (3\/5) icin LF semas1 karalilik gdstermistir.
(3.31) deki esitlikte dagilim teriminin dalga sayisini ¢oziilmesi igin

w~—k*. (3.35)

(3.34) ve (3.35) teki esitliklerden sonra LF semastyla iligkili niimerik dagilim
elemine edilebilir. Bunun yani sira LF gemasi kesin oldugundan onun non-lineer
yayilim esitliklerine uygulanmasinin bir 6nemi yoktur. Bu 6zelikler onun
avantajidir. Bunla birlikte ikinci kararlilik sartlariyla iliskili ot deki sinirlamalar LF
semasinin elverissiz kullanilmasina yol agmaktadir.
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C. Hibrit sema

Tekrar hatirlamak gerekirse sivi hareketlerinden tiirevlenen KdV esitligi,
dalga genisliginin kiigiik ve dalga uzunlugunun fazla oldugu durumlarda
gerceklesmistir. Bu kabullenmeyle birlikte 0,u~—-0 U ile KdV esitliginin fiziksel

esitligi
(1-02)pu+0,(u+uz/2)=0. (3.36)
(3.36) daki esitlik modifiye edilmis KdV esitligi olarak bilinir. Yayilim terimlerine
LF semasmin uygulanmasi miimkiindiir. Bu semanin tiim esitliklere yayilmasinin

diisiiniilmesi modifikasyonlardaki avantajlari ortaya koyar. ilk olarak, &’  terimi

CN semasinda oldugu gibi LF semasim kesin hale getirmektedir. ikinci olarak,
(3.27) deki pentadiagonal esitlik sistemini tridiagonal sisteme doniistiirmektedir.
Modifiye olmus KdV esitliginin sonlu farklar versiyonu

—eult +(1+2eu!" —eul = —eul’ +(1'+ 2el’” feu};‘l (337)
—effi) - ful)]

burada e=1/%> ve f(u)y=u+u’/2.(3.21) deki Ansatz fonksiyonunu (3.35) deki
esitligin lineer versiyonun da yerine koyarsak

sin(ad) = — sk (3.38)

1+ 4esin’®(kdx/2)

dogru ¢6ziimlenmis dalga sayilari i¢in
o~k-k’=[1-c")ox[6]k’. (3.39)

bdylece (3.37) deki formiille iliskili niimerik dagilim elemine edilebilir ve elverisli
zaman adimlar1 eszamanl olarak siirdiriilebilir. Bu 6zellik hibrit semasinin ti¢iincii
avantajidir.

(3.35) deki formiil semanin iki adimmi da agikladigindan ilk adim igin
ayrici bir formiile ihtiyag¢ vardir. Kesin formiil olarak

U =ut—cffue,) - e p]/2—d e, —2ul, +2u0 —u’,)/2, (3.40)
bu formiil orijinal KdV esitliginin sonlu farklar versiyonudur.

E. Periyodik Olmayan Simirlayici Sartlar

Sonlu farklar semasinin temel avantaji periyodik olmayan sinirlayici sartlar
ile de kullanilabilmesidir. (3.36) deki esitlikte goriildiigii gibi KdV esitligi ile
modellenen fiziksel dalgalar soldan saga dogru ilerler. Dolayisiyla sol sinirlayicida
kullandigimiz sart

ut =u, i+ 1) , (3.41)
burada u, istege bagl bir fonksiyondur. Sag sinirlayicilarda KdV esitligini lineer

yayilim esitlikleriyle (6‘ + 6X)u =0 yer degistirdik ve zaman igindeki ileriki farklar
ve gecmisteki mesafe farklarini sonlu farklar esitligini elde etmek i¢in kullandik
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i+l

u =ul —cfu! —u',). (3.42)

¢ =1 oldugu zaman (3.42) teki esitlik modeli tamamiyla lineer yayilim gosterir. Bu
modifikasyonlarla, (3.37) deki esitlikteki sistem tridiagonaldir.
Benzer bir ¢ok simirlayict sart Durran tarafindan ortaya konulmustur. KdV
esitliginde oldugu gibi fiziksel dalgalar saga dogru ilerlemesine ragmen (3.37) deki
esitlikle hesaplanan dalgalar sola dogru hareket eder. (3.37) ve (3.42)
esitliklerindeki dagilim iligkisi bunu gostermektedir. Fiziksel dalgalar ilerlediginde
enerjilerin bir kismui sola dogru yayilim gdsteren hesaplanabilir dalgalara transfer
edilir. Sol sinirlayicilarda hesaplanabilir dalgalarla birlesen enerji (3.42) deki sartla
fiziksel dalgalara transfer edilir ve yansima islemi devam eder. Eger sinirlayici
sartlar secilir ve diizgiin bir sekilde yerine getirilirse tutulan enerji olay enerjisinin
kiigiik bir fraksiyonu olabilir ve bu zamanin degismeyen fonksiyonudur.

3.3. Program Kodu

Calismamizda, java gelistirdigimiz Applet’te onceki boliimlerde
bahsettigimiz semalar1 kodlayarak modellerin dogrulugu lineer yayilim ve
dagilimlari, non-lineer yayilimlari ve solitary dalga ilerleyisleri bilgisayar ortaminda
simiile edildi. Bu uygulamada kullanilan program kodlarinin bir kismi asagidaki
gibidir;

Uygulamada kullanilacak parametrelerin hazirlandig: kodlar;

double xmin = 0.0;
double xmax = 2.0;

dx = (xmax - xmin)/grid;

// dt = 0.01*dx*dx*dx/ZKKdVeq.delta/ZKKdVeq.delta;
// dt = 0.02*dx*dx*dx/ZKKdVeq.delta/ZKKdVeq.delta;
// dt = 0.05*dx*dx*dx/ZKKdVeq.delta/ZKKdVeq.delta;
dt = 0.1*dx*dx*dx/ZKKdVeq.delta/ZKKdVeq.delta;

kdv_eq = new ZKKdVeq(grid, dx, dt);
setDataSine(kdv_eq.u);
kdv_eq.setlInitialvValues();

this.data = new double[num_data][grid+1];

Siniis dalgas;
public void setDataSine(double u[]){
for(int i=0; i<=grid; i++){
u[i] = Math.cos(2*Math.PI*i/grid);
}
¥
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Gauss;
public void setDataGauss(double u[]){
for(int i=0; i<=grid; i++){
u[i] = Math.exp((double)-(i-grid/2.)*(i-grid/2.)/400.);
3

Soliton baglangic sartlart;
for(inti = 0; i <= grid; i++){
double x = dx * (i-(double)grid/2);
double D = delta / Math.sqgrt(p/12.);
double e = Math.exp(x / D);
double s = 2.0/ (e + 1.0/e);
ulil]=p*s *s;
}
}

Zabusky ve Kruskal ¢aligmalarina gére U *nun hesaplandigi kodlar;

for(inti = 0O; i <= grid; i++){ u2[i] = ul[i]; ul[i] = ulil; }
double a = (1./3.)*dt/dx;
double b = delta*delta*dt/dx/dx/dx;
u[0] = u2[0] - a*(ul[1]+ul[O]+ul[grid-1])*(ul[1]-
ul[grid-1])
- b*(ul[2]-2*ul[1]+2*ul[grid-1]-ul[grid-

2));
u[1l] = u2[1] - a*(ul[2]+ul[1]+ul[O])*(ul[2]-ul[O])
- b*(u1[3]-2*ul[2]+2*ul[0]-ul[grid-1]);
for(inti = 2; i <= grid-2; i++){
uli] = u2[i] - a*(uifi+1]+ul[i]+ul[i-1]D)*(ul[i+1]-ul[i-1])
- b*(ull[i+2]-2*ul[i+1]+2*ul[i-1]-ul[i-2]);
}
u[grid-1] = u2[grid-1]
- a*(ul[grid]+ul[grid-1]+ul[grid-2])*(ul[grid]-
ul[grid-2])

- b*(ul[1]-2*ul[grid]+2*ul[grid-2]-ul[grid-3]);
u[grid] = u[0];
Time++;

CI semasina gore U 'nun hesaplandigi kodlar;

for(inti = O; i <= grid; i++){ u2[i] = ulli]; ul[i] = ulil; }
double a = dt/dx;

double b = a*a;

u[0] = u2[0] - a*(ul[1]-ul[grid-1])
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— b*(ul[2]-2*ul[grid-1]+2*ul[grid-1]-
ul[grid-2]);
u[1l] = u2[1] - a*(ul[2]-ul[O]) - b*(ul[3]-
2*ul[0]+2*ul[0]-ul[grid-1]);
for(inti = 2; i <= grid-2; i++){
uli] = u2[i] - a*(ui[i+1]-ul[i-1])
+ b*(ul[i+2]-2*ul[i-1]+2*ul[i-1]-ulfi-2]);
b
u[grid-1] = ul[grid-1]
- a*(ul[grid]-ul[grid-2])/2
+ b*(ul[grid]-2*ul[grid-1]+ul[grid-2])/2;
u[grid] = u[0];
Time++;

LF semasina gore gore U *nun hesaplandigi kodlar;

for(inti = O; i <= grid; i++){ u2[i] = ul[i]; ul[i] = ulil; }
double a = 1;//dt/dx;
double b = dt/(dx*dx*dx);
u[0] = u2[0] - a*(ul[1]-ul[grid-1])
- b*(ul[2]-2*ul[grid-1]+2*ul[1]-ul[grid-
2]);
u[l] = u2[1] - a*(ul[2]-ul[O])
— b*(ul[3]-2*ul[0]+2*ul[2]-ul[grid-1]);
for(inti = 2; i <= grid-2; i++){
uli] = u2[i] - a*(ulf[i+1]-ul[i-1])
- b*(ul[i+2]-2*ul[i-1]+2*ul[i+1]-ul[i-2]);
}
u[grid-1] = u2[grid-1] - a*(ul[O]-ul[grid-2])
- b*(ul[1]-2*ul[grid-2]+2*ul[0]-ul[grid-
3D;
u[grid] = u[0];
Time++;



4. BULGULAR

[k calismamiz olan Zabusky ve Kruskal’in ¢aligmalari igin;
KdV fonksiyonun niimerik ¢6ziimii kullanilan sema,

Uit =y i _AtUin+Uij+Uij71 Uiil_Ui{l
' ' 3 AX
_52Atuij+2_2Uij+1+2uij71_uijfz ’ ‘1)
(A%)*

Bu calismada elde edilen sonuglar tek boyutta ve sig su dalgalart igin
gegerlidir. Buna ilaveten KdV’nin uzaysal, periyodik ve niimerik ¢6ziimleri
momentumun ve enerjinin korunumu ile elde dilmistir. 1.0 genlikle ve kiigiik 52 ’ye
gore uyarlanmisg farkli baslangi¢ sartlari igin 3 zaman araligi incelendi.

1. Baglangigta, KdV esitliginin ilk iki terimi etkin olmakta klasik olay
olusumu gozlenmistir. Burada u negatife (-) dogrudur.

Similasyon
an

20

oo

on 03 10 13 an

Sekil 4.1. Soliton dalga olusumlarinin baslangi¢ formu.

2. Ikinci basamakta, u belirli bir diizeye geldikten sonra esitligin KdV
denkleminin 3. terimi onem kazanmakta siireksizlik formunu engellemektedir.
Kiigiik dalga boylarmin ilerleyisi 6n tarafin solundan gelismeye baslar. Bu yayilisin
genisligi biiyiir ve nihayet her bir yayilim sabit bir genislige ulasir (bu sagdan sola
dogru lineer artar). Son olarak, KdV esitliginin Solitary dalga ¢6ziimiiniin seklini
alir.
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Similasyon
an

20

oo

an (1] 10 13 20
Sekil 4.2. Kiiciik dalga formlarinin ortaya ¢ikis ani.

3. Son adimda, her bir “solitary-dalga sinyali” veya soliton belli oranda
muntazam bir sekilde (genislikle orantili olarak) hareket etmeye baslar. Bu
solitonlarm farkli yayilim géstermesini saglar. Periyodik olarak, iki veya daha fazla
soliton uzaysal olarak birbirleri lizerinden geger ve non-lineer sekilde etkilesirler.

Similasyon
an

zn

on

an 03 i i3 20
Sekil 4.3. Soliton dalga formunun son basamaktaki ilerleyisi.

Solitonlar etkilesimlerden sonra 6l¢ii ve sekillerinde degisim olmaksizin
tekrar ortaya cikarlar. Bagka bir ifadeyle bir digerinden gegerken o6zdesliklerini
kaybetmezler.
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Similasyon
an

an

an

an a3 10 15 20

Sekil 4.4. Soliton dalgalarinin ilk etkilesim anlari.

[lk etkilesim anlarinda dalga hizlarinda bir degisim olmadig1, tam olarak
birbirleri iginden gegerken dalga genisligi ve yiliksekliginin etkilestigi dalga
boyutuna gore farklilastig1 gézlenmistir.

Similasyon
an

2n

an

oo 0s 10 13 20
Sekil 4.5. Soliton dalgalarin etkilesimden sonraki durumlari.

Soliton dalgalarinin etkilesimden sonra tekrar eski formlarini kazanarak
ilerleyislerine devam ettigi ve her etkilesimde sahip olduklari formlarin degismedigi
fark edilmistir.
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Sekil 4.6. Soliton dalga formunun zamana bagli gelisimi.

Sekilde A egrisi baslangi¢ degerlerini, B egrisi ise Tg zamanindaki
fonksiyonunu gosterir X <1/2 igin yayilim yapisi yaklagik ¢6ziime ulasabilmek igin
ihmal edilen 3. tiirevden ileri gelmektedir. t=3.6Tg zamaninda C egrisi yayilimdan
gelisen 1 den 8’e kadar numaralandirilmis soliton dizilerini gosterir. Bu ¢éziimlerin
aciklanamayan dzellikleri, dalga sinyallerindeki genisligin lineer degisimlerinden
kaynaklanmaktadir.

Cizelge 4.1. Solitonlarin gézlenen ve hesaplanan degerleri (& = 0.022,
t:36TB)

Gozlenen
Sinyal Genlik Genislik Hiz (¢)
no -u, u, —u, Gozlenen Hesaplanan Gozlenen Hesaplanz
1 325 1739 0.0445 0.0456 227 254
2 401 1597 0.0475 0.0476 110 131
3 491 1485 0.0492 0.0493 0 4
4 544 1318 0.0522 0.0516 -99 -105
5 574 1115 0.0567 0.0568 -169 -202
6 584 885 0.0636 0.0639 -273 -289
7 558 610 0.0769 0.0767 -361 -354
8 453 302 0.099 0.109 -443 -353

Cizelgede sinyallerin genigligini onlarin gdzlenen ve hesaplanan enleri
verilmektedir. Tabloda goriildiigii gibi ilk 7 soliton i¢in dalga genislikleri ve hizlari
birbirleri ile uygunluk gdstermektedir.
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Gozlenen degerler (c disinda) t=3.6Tg de u ve U, ’in niimerik
degerlerinden elde edilmistir. u, her bir sinyalin gézlenen maksimum degeridir;

U, —u, (vebdylece u,)ve A, U, inelde edilen minimum degerinden elde
edilmistir.

minu

XX

/4
A oo = (2452 ) , 4.2)

X=X,

Uy —U, =1267/A - (4.3)
Sonraki galismalarimiz olan Split Step ve Sonlu Fark semalar1 igin;
Split-Step semasmin tamamini kontrol edebilmek icin KdV esitligini

nlimerik olarak ¢oziimledik. Solitary dalga ¢oziimleriyle iliskili baslangic degerleri
icin (44) a=0.1 ve t=1320 olarak alindi. Baslangi¢ ve sonraki dalga
genisliklerinin goriintimleri asagida Sekil 4.7, Sekil 4.8 ve Sekil 4.9 da
gosterilmistir. Bunun yani sira split-step semastyla elde edilen niimerik dalga hizinin
gercek dalga hizindan ¢ok az bir farkta olsa (1+a) diisiik oldugu gdzlenmesine
ragmen dalga profili ¢cok iyi korundu.

Simdlasyan

1
0 !
. R
- IR
p [T
- TR

=20
-40
-B0
-B0
-100
=120

Sekil 4.7. Lineer yayilim dalgasinin t = 0 anindaki goriiniimd.
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Simulasyon

10
o0
an
60
40
]

-20
-40
-60
-80
-100
-120

Sekil 4.8. Lineer yayilim dalgasinin t = 15.72 anindaki goriinimdi.

Simulasyon

120

100
il
Gl
0

Sekil 4.9. Lineer yayilim dalgasinin t = 51.42 anindaki goriiniimii.

Bizim hibrid sonlu farklar semasini test etmemiz igin, 3.2.1 kismindaki
periyodik sinirlayict sartlar kullanilarak yapilan testleri tekrarladik. Bununla birlikte
bu sartlar (3.37) deki esitlikle iliskili tridiagonal sistemi periyodik hale getirdi.
Bunu Thomas algoritmasina basit modifikasyonlar uygulayarak (Hoffman, 1992;
Durran 1999) ¢bzebiliriz. Ilk testte aymi veri nokta sayisii ve aymi baslangic
sartlarin1 kullandik. Sonraki testte ise ayni veri nokta sayisini ancak modifiye
edilmis ti¢ baglangic sartt kullanildi. Ciinkii modifiye edilmis KdV esitliginin
solitary dalga ¢6ziimii

u(t,x) =3asech’(k&), 4.4)
burada k = (a/4v)”,& = x—ut ve v =(1+a). Eger modifiye edilmis solitary dalga

modifiye edilmemis solitary dalga ile ayni genislige sahip olsayd: ayni hizla
yayilirdi, ancak genislerdi. Son dalganin genisliklerinin goriiniimii Sekil 4.10 ve
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Sekil 4.11 de gosterilmistir. (a)Lineer dagilim ve iletim, burada analitik ve niimerik
ilerleyisler arasinda belirgin farklar bulunmasina ragmen sonlu farklar sema modeli
lineer yayilim ve dagilim i¢in uygundur. (b) solitary dalga ilerleyislerinin testi; sonlu
farklar semasi ile iliskili nliimerik dalga hiz1 gercek dalga hizindan biraz daha fazla
olmasma ragmen bu semada da dalga profili oldukga iyi korunmaktadir. Hepsinin
otesinde sonlu farklar semasi iyi ¢alismaktadir.

Similasyan

A
o0 A
ED Jr
B0

20

-0
-40
-B0
-BO
-100
-120

Sekil 4.10. Lineer yayilim dalgasi.

Simulasyon

i
120
100 \

-100
-120

Sekil 4.11. Soltary dalga.

Son olarak (3.41) ve (3.42) teki smirlayici sartlari test etmek igin solitary
dalgalarini (4.4) deki esitlik ile sol smir1 t=-96 dan baslattik. Diger simiilasyon
parametreleri Sekil 4.10 ve Sekil 4.11 de kullanilan parametrelerle aynidir. t =0
aninda dalga resmin tam ortasinda diizgiin bir bi¢imde bulunmaktadir. t=96
zamantyla birlikte dalga sag sinirlayiciya dogru gidis gostermektedir. Bu anda

enerjinin yansimasi 0.7X107° °dir. Son olarak yansima 10~ degerinin altinda
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kalabilir. Sinirlayici sartlarin basitliginden dolayr dalga gelisimi ve gecisleri bizim
amaglarimiz dogrultusunda yeterli derecede iyi ¢alismaktadir.



S5.TARTISMA ve SONUC

Zabusky ve Kruskal’in ¢alismalarinda goriildii ki belirli bir Tr zamaninda
tiim solitonlar hemen hemen ayni duruma ulagmakta ve non-lineer etkilesimlerden
sonra baslangi¢ durumlarini ve formlarii korumaktadir. Bu olaganiistii doga olayini
anlagilmasi i¢in 1987’deki Los Alamos laboratuarlarindaki ¢alismalardan, giiniimiize
kadar bir ¢ok arastirict benzer problemlere farkli ¢oziim yollar1 ortaya koymaya
calismislardir. Biz bu olay1 anlayabilmek icin solitonlarin etkilesimleri iizerinde
yogunlagsmaya calistik. Bu etkilesimler bilgisayar ortaminda simiile edilerek
Zabusky ve Kruskal’in formiilleri kullanilarak numerik ¢6ziimlere ulasildi. Yapilan
simiilasyonlar Zabusky ve Kruskal’in formiilasyonlari ile uygunluk gostermektedir.

u|O = cO0Ss 71X U =cos (X —ut) u,+uu, =0

Baslangi¢ degerleri formiile uygun olarak

max|5 U,

/max|uuX

=0.004 X :% t=Tg=1/7 degerleri dikkate alind1.

Burada 6nemli olan (Fermi ve ark., 1955) belirtikleri gibi solitonlarin birbirleri ile
etkilesimleri esnasinda farkli formlara sahip olmalarina ragmen girisimden sonra
tekrar aynit durumlarmi korumalaridir. Buna ilave olarak Benjamin ve ark.’larinimn
belirtikleri gibi solitonlar stabil bir durum gostermektedir.

Diger calismamiz da non-lineer olarak yayilan dalgalarmn ilerleyisleri iki
niimerik sema ile simiile edilmistir. ilki KdV esitligi icin Split-Step fourier
semasidir, ikincisi ise modifiye edilmis KdV esitliginde sonlu farklar semasidir. Her
bir semanin kararlilig: tartisildi ve her bir semadaki modellerin dogrulugu lineer
yayilim ve dagilimlari, non-lineer yayilimlar1 ve solitary dalga ilerleyisleri ¢alisildi.
Tiim bunlarin 6tesinde her iki semada iyi bir sekilde ¢alisti. Split Step sema modeli
dagilim ve yayilimin sonlu farklar semasindan daha diizgiin oldugu gortildii. Ancak
bu sadece periyodik simnirlayict sartlar i¢in kullanilabilmektedir. Bunun yani sira
sonlu farklar semas1 hem periyodik hem de periyodik olmayan sinirlayici sartlar i¢in
kullanilabilmektedir. Sonlu farklar semasi i¢in gecisteki sinirlayici sartlarin ortaya
konmasi kisaca tartigildi. Bu basit semalar non-lineer dagilim gdsteren dalgalari
iceren farkli fizik iglemleri iginde kullanilabilir.

Yapilan tiim ¢alismalar 1844’de John Scoot Russel’in kanalda yaptig1 basit
gozlemler ile baglamis ve 1895°te KdV denklemi olarak bilinen teorem ile devam
etmistir (Korteweg ve de Vries, 1895).

u, (x,t) +eu(x,t)u (x,t)+u (x,t)=0 .

XXX

Bu formiilde x ve t degiskenlerine bagli olarak. u(x,t), X boyutunda t

zamaninda dalganmn yiiksekligini ifade etmek i¢in kullanildi. 6 faktorii ise sadece
¢Oziimii daha basit yapabilmek i¢in kullanilan bir sabittir.

Tim bu gelismelerden sonra solitonlarin ¢6ziimii icin olusturulan tiim
denklemler bu formiilden tiiretilmis ve bir ¢ok arastirici farkli baslangic degerleri
icin farkli formiiller ortaya atmustir.
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Biz non-lineer olarak yayilan dalgalarin iizerine yapilan c¢alismalar
acgiklamaya g¢alistik Bu ilkin sularda fark edilen ve solitary dalgalari olarak bilinen
dalgalardir. Belirgin olusumlari, kararlilig1 ve bu dalgalarin etkilesimlerinin yan1 sira
carpistiklarinda derinligin degisimi analitiksel bilgisayar ve deneysel olarak caligildi.
Bu ii¢ uygulama arasindaki etkilesim ¢ok etkileyicidir. Ayn1 goriiste olmasalar bile
faydali sonuglar ortaya ¢ikmasini saglamakta ve yeni yaklasimlar olugmasina neden
olmaktadir.

Bugiinkii matematik okyanus dalgalarinin geligimlerini anlayarak bilimsel
yapilarinin stabilitesinin agiklanmasina yonelik olarak kullanilabilir. Bizler bu dalga
ozelliklerindeki sistemi termalizasyonda, enerjinin normal modlarda tam olarak
yayilmasi, fiber optik iletisim sistemlerinde iletimlerin kesintisiz ve tam olarak
hedef bolgeye iletilmesi gibi bircok alanda kullanilacagi umudu ve inancindayiz.

Bugiin modern perspektiften bakildiginda, bilimde dalga sistemlerinin
kompleks dinamik durumlarmin formiile edilebilmesi i¢in yapisal elementlerin ve
bununla iliskili bir¢ok etkenin varligi fark edildi: hidrodinamiklerden dogrusal
olmayan optiklere, plazmalardan sok dalgalarina, kasirgalardan Jiipiter’in
etrafindaki miithis kirmizi noktalara, maddenin elementer pargalarindan sesin
elementer pargalarina, su dalgalarindan optik fiberlere kadar birgok alanda farkli
ozelliklerinin var oldugu gorildii.

Yapilan tim g¢aligmalar ve denemeler soliton dalgalarinin gergek
degerlerine ulagabilme amaci ile yapilmistir. Doga olaylarinin matematiksel olarak
¢oziim yollarin anlagilmast bize bu olaylar1  teknolojinin gelisimde nasil
kullanacagimiz konusunda fikir verecegi kanaatindeyiz.
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