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Bu tez c¢alismasinda daha Once tanimlanmis olan deterministik tiimor hiicresi-
bagisiklik gbézetim modelleri incelenmis bu modellerin  temel bilesenleri tek tek
tanimlanarak bilimsel literatiire uygun, yeni bir timor hiicresi-bagisiklik gdzetim modeli
olusturulmustur. Kinetik analiz yontemiyle olusturulan bu modelin temelinde, bagisiklik
gozetiminden kagan tiimor hiicrelerinin ve herhangi bir kagma mekanizmasi gelistiremeyen
tiimor hiicrelerinin (saf tiimor hiicreleri) zaman igerisinde gostermis olduklar1 gelisim
incelenmektedir. Bagisiklik gozetiminden kagan tiimdr hiicreleri vahsi tiimor hiicresi olarak
adlandirilmistir.  Oncelikle timér hiicrelerinin - bagisiklik  gdzetiminden kagmadig
varsayilarak saf tiimor hiicresi bagisiklik gozetim modeli tanimlanmistir. Bu modelin
biyolojik olarak anlamli olabilmesi i¢in model degiskenlerinin pozitif ve siirli oldugu
durumlar incelenmistir. Saf tiimor hiicresi modeline bagli olarak yazilan denklem sisteminin
denge noktalar1 bulunmus, tlimorsiiz denge noktasinin temel lireme sayis1 (R,) bulunarak
timorsiiz denge noktasindaki asimptotik kararlililk ve global kararlilik durumlar

incelenmistir. Diferansiyel denklem sisteminde tiimdr hiicresi ile bagisiklik etkilesimi
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sonucunda tanimlanan parametreler, normal dagilim ve genellestirilmis beta dagilimi altinda
rastgele etki terimleri ile yeniden tanimlanmis ve elde edilen rastgele etkilesim modeli ile
timor hiicresi bagisiklik etkilesim siireci incelenmistir. Ayrica deterministik ve rastgele
modeller i¢in elde edilen sonuglar, stokastik etki sonucunda elde edilen modelin sonuglari
ile karsilastirilarak modelin yorumlanmasi saglanmaistir. Son olarak, bagisiklik hiicrelerinden
tiimor kacis1 ongoriilerek vahsi tiimdr hiicresi bagisiklik gdzetimi modeli olusturulmus ve
model bilimsel varsayimlara dayali olarak modellenen parametreler kapsaminda incelenerek

yorumlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Denge noktasi, Kararlilik, Rastgele etki, Stokastik etki, Temel iireme
sayist (R,), Tiimdr hiicresi bagisiklik gdzetimi modeli
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In this thesis, the deterministic tumor cell-immune surveillance models that were
previously defined were examined and the basic components of these models were identified
one by one and a new tumor cell-immune surveillance model was created in accordance with
the scientific literature. This model is based on the kinetic analysis method, which examines
the development of tumor cells that escape from immune surveillance and tumor cells that
fail to develop any escape mechanism (pure tumor cells) over time. Tumor cells that escape
immune surveillance have been called wild tumor cells. A pure tumor cell immune
surveillance model has been defined, primarily assuming that tumor cells do not escape
immune surveillance. In order for this model to be biologically meaningful, the conditions

in which model variables are positive and limited have been studied. The equilibrium points
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of the equation system, written in relation to the pure tumor cell model, were found and the
basic reproduction number (R,) of the tumor-free balance point and the asymptotic stability
and global stability States of the tumor-free balance point were examined. In the system of
differential equations, the parameters defined as a result of immune interaction with tumor
cell were redefined with random effect terms under normal distribution and generalized beta
distribution, and the process of tumor cell immune interaction with the resulting random
interaction model was studied. In addition, the results obtained for deterministic and random
models were compared with the results of the model obtained as a result of stochastic effect
and the interpretation of the model was provided. Finally, a wild tumor cell immune
surveillance model was created by predicting tumor escape from immune cells, and the
model was studied and interpreted under parameters modeled based on scientific

assumptions.

Key Words: Equilibrium point, Stability, Random effect, Stochastic effect, Basic
reproductive number (R,), Tumor cell immune surveillance model
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

2016 yilinda diinyada toplam 57 milyon 6liimiin %71 ini (yaklasik 41 milyon) bulasici
olmayan hastaliklar olusturmustur. Bunun igerisinde kanserli hastalarin 6liim orani %22
(yaklasik 9 milyon)‘dir. Kanser hala diinya capinda en biiylik 6liim nedenlerinden biridir.
Diinya Saglik Orgiitii'ne (WHO) gore yeni kanser vakalarinin sayisimin dniimiizdeki 20 yil
icinde %70 oraninda artmasi beklenmektedir (WHO, 2015). Son birkag yildir belirli kanser
tiirlerinin tedavisinde kaydedilen ilerlemelere ragmen, kanser i¢in kesin bir iyilesme hala
bulanamamustir.

Bir hiicrenin cesitli nedenlerle kanser hiicresine doniisiimii ¢ok basamakli bir
stirectir. Bu siirecte, hiicrede genetik degisiklikler meydana gelmektedir. Bu genetik
degisiklikler, hiicrelerde kontrolsiiz cogalmaya ve birikime neden olarak tiimorii meydana
getirmektedir.

Kanser hiicrelerinin viicuda zarar vermeden Once, bagisiklik sistemi tarafindan
etkisizlestirilmesine bagisiklik gézetimi denir (Mahasa vd, 2016). Burnett adl1 arastirmaci
yillar 6nce, immiin gozetim fikrini olusturmus ve tiimor hiicrelerinin bagisiklik sitemi
tarafindan tanindigini ileri stirmiistiir (Burnet, 1969). Yapilan arastirmalar bagisiklik
sisteminin timorli hiicreyi imha edebildigini gostermektedir (Dunn vd, 2004; Mahasa vd,
2016). Ayrica bagisiklik sistemi tarafindan izlenmesine ragmen, bagisiklik sistemi
varliginda tiimorlerin gelistigi gosterilmektedir (Mahasa vd, 2016). Ek olarak, ¢alismalar,
tiimor hiicrelerinin bagisiklik gézetiminden kagmak icin ¢esitli mekanizmalari kullandiklart
bilinmektedir (Dunn vd, 2002; Dunn vd, 2004; Al-Tameemi vd, 2012; Mahasa vd, 2016 ).

Kanser bagisikligindaki son gelismeler ve kanser tedavilerinde kaydedilen
ilerlemeler, bagisiklik sisteminin tiimorlerle miicadelede 6nemli bir rol oynadigini ve
dolayistyla kanseri onlemek veya tedavi etmek igin bir arag olarak kullanilabilecegini
gostermektedir. Bu gelismelere ragmen, tlimor-bagisiklik sisteminin dinamiklerini tam
olarak anlamak zor olmaktadir. Tiimor-bagisiklik etkilesimlerinin yapisinin ¢ok boyutlu
olmasindan dolay1 temel biyolojinin daha ger¢ek¢i dinamiklerini yakalamak i¢in disiplinler
aras1 yaklagimlardan yararlanilmisgtir. Bu yaklasim ile kanser biyolojisi matematikle
birlestirilerek bu alanda ¢esitli modellemeler yapmaya imkan saglanmistir (Pillis vd, 2014;

Eladdadi vd, 2014).



Bu tez calismasinda daha Once tanimlanmis olan deterministik timor hiicresi-
bagisiklik gozetim modelleri incelenmis bu modellerin  temel bilesenleri tek tek
tanimlanarak, bilimsel literatiire uygun yeni bir tiimor hiicresi-bagisiklik gbzetim modeli
olusturulmustur. Bagisiklik gézetiminden kacgan tiimdr hiicrelerine vahsi timor hiicreleri ve
herhangi bir kagma mekanizmasi gelistiremeyen tiimor hiicreleri ise saf(naif) tiimor hiicresi
olarak adlandirilmaktadir (Mahasa vd, 2016; Al-Tameemi vd, 2012). Modelde vahsi timor
hiicrelerinin bagisiklik bilesenlerinden birden fazla kacgisi kinetik analiz modeli ile

tanimlanarak simiilasyonlar yardimi ile yorumlanacaktir.

1.1.1. Matematiksel Modelleme

Matematiksel modelleme, bir sistemin isleyis siirecini ve sistemin davranisini
denklemlerle incelenmesidir. Matematiksel modelleme; fiziksel, kimyasal, biyolojik ve tibbi
stireclerin yan1 sira sosyolojik, ekonomik siireclerin daha iyi anlasilmasi i¢in olusturulan
denklem veya denklemler sistemidir. Deney ve gozlemlere dayali olarak olusturulan
matematiksel modellemeler daha cok diferansiyel denklem sistemi olarak karsimiza
cikmaktadir.

Bir bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinden birini veya birden fazlasini birbirine
baglayan denkleme diferansiyel denklem denir. Tek bagimsiz degiskeni bulunduran
diferansiyel denklemlere adi(bayagi) diferansiyel denklem; igerisinde iki ve daha fazla
bagimsiz degiskeni bulunduran diferansiyel denklemlere kismi diferansiyel denklem adi
verilir. Diferansiyel denklem ile olusturulan modellemeler birbirine bagli olup olmadigina
gore lineer (dogrusal) ve nonlineer (dogrusal olmayan) diferansiyel denklem; modelin
rasgele etkiler altinda incelenip incelenmemesine gore deterministik ve stokastik (rastgele)
diferansiyel denklem olarak adlandirilirlar. Ayrica diferansiyel denklem sistemlerinin
zamana bagli olarak degisim gosterip gostermeme durumuna goére dinamik ve statik sistem
olarak ayrilirlar. Av-aver modeli, popiilasyon (niifus) modeli, salgin hastalik (SIR) modeli,
diferansiyel denklem sistemi kullanilarak olusturulan modellerden bazilaridir.

Diferansiyel denklem sistemi kullanilarak olusturulan modellerden biri de tiimor
bagisiklik sistemi modelidir. Calismamizda bagisiklik tepkisinde timor biiylimesinin
tanimlanmas1 ve tiimdr hiicrelerinin bagisiklik gdzetiminden kacisina dair yeni bir model

tanimlanacaktir.



1.1.2. Tiimér Hiicresi Biiyiime Modeli

Matematiksel modelleme, deneyleri dogrulamak ve karmagik sistemlerin
dinamiklerini anlamak i¢in kullanilan giiclii bir aragtir. Diferansiyel denklem modelleri ve
hiicre etkilesim modelleri, kanser biyolojisini daha iyi anlamamiza yol agmistir (Enderling
ve Chaplain, 2014). Burada, bu tiir modellerin nasil elde edildigine ve tiimdr biiylimesini
nasil kullanilabilecegine dair bir giris yapacagiz.

Bir tlimor-bagisiklik modelinin olusturulmasindaki en onemli adim, bagisiklik
hiicreleri veya normal hiicreler tarafindan rekabetten dolay1 biiyiimeyi sinirlayici etkenleri
dikkate almadan, tek basma timdr hiicresi popiilasyonunun biiyiimesinin dinamiklerini
anlamaktir (Pillis vd, 2014; Eladdadi vd, 2014).

Bir kanser hiicresinin sayisini, zamandaki siirekli degisimler nedeniyle tahmin etmek
zordur. Timor hiicreleri ¢ogalabilir, sakin halde kalabilir veya o6lebilir. Canli hiicrelerin
sayist sadece hiicreler ¢ogaldiginda veya hiicreler dliirken degismektedir (Enderling ve
Chaplain, 2014). Dolayisiyla belli bir zaman igerisinde hayatta kalan hiicre sayisi, zaman

aralig1 icinde olusturulan ve 6ldiiriilmiis hiicre sayisina esittir. Bunu siradan bir diferansiyel

denklemle aciklayalim:
dT(t
d—i)=uT(t) = BT(®) (1.1)

Burada p ve f sirasiyla boliinen ve 6lmekte olan hiicre sayisi oranini ifade eder. Denklem
tek parametre problemine indirgenebilir. Net hiicre popiilasyon biiylime oranina a dersek

a = u — [ olur. Buradan zaman igerisinde hiicre popiilasyonu degisim oranini tanimlayan

diferansiyel denklem

dT(t)

——=aT 1.2
— = ar(® (1.2)

olur. (1.2) Diferansiyel denklemin ¢oziimii

T(t) = T(0)e® (1.3)



seklinde olur. Burada a = 0 ise popiilasyon sabit; a > 0 ise popiilasyon sinirsiz bir sekilde
biiyiimekte; a < 0 ise popiilasyon azalmakta ve sifira yaklasmaktadir. Popiilasyon biiylime
orani olan a Malthusian sabiti olarak da adlandirilmaktadir (Malthus, 1798).
Pierre-Francois Verhulst isimli arastirmact 1838 yilinda insan popiilasyonu iizerine
calismalar yapmustir. Pierre-Francois Verhulst niifusun sanal artigi lilkenin biliytkligi ve
dogurganligi ile siirli oldugunu ve niifusun istikrarli bir duruma yaklasacagini séylemistir
(Smith, 1977). Verhults, niifus artis1 ve iilkelerin niifusu tagima kapasitesine bagl olarak

(1.1) denklem modelini gelistirerek;

ar() T(t)
7 = aT(t) (1 - T) (14)

lojistik denklem modelini tanimlamistir. Denklem hiicre popiilasyonuna uyarlanirsa a, hiicre

poplilasyonu biiylime oranini K, hiicre popiilasyonunun tasima kapasitesini ifade etmektedir.

(Allen, 2006) Denklemde b = % oldugunda denklem

% = aT(t)(1 - bT (L)) (1.5)

seklinde olur. Denklemin T =0 ve T = %olmak tizere iki kritik noktas1 vardir. T = 0 kritik

noktasinda kararsiz, T = % kritik noktasinda kararlidir. Eger T(0) = T, olarak segersek
denklemin ¢6zimii
Toe™ 1

1 1.6
T¥bTo(e®—1) b ' (16)

T(t) =

seklinde ifade edilmektedir. Eger T, <% oldugunda T(t), %'ye kadar artacak, T, >%

oldugunda ise T (t), %’ ye kadar azalacaktir (Sekil 1.1).
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Sekil 1.1. Tiimor hiicresi biiylime teriminin kritik noktadaki kararlilig

Literatiire baktigimizda yaygin olarak kullanilan biiylime modeli lojistik biiyiime
modelidir (Kuznetsov vd, 1994; Pillis ve Radunskaya, 2003a; Matzavinos vd, 2004; Pillis
ve Radunskaya, 2006; Al-Tameemi vd, 2012; Pillis vd, 2014; Sharma, 2015; Mahasa vd,
2016; Liu ve Liu, 2017). Bunun yaninda yaygin olarak kullanilan modeller arasinda; iistel
biliylime, VonBertalanffy biiylimesi ve Gompertz biiylimesi bulunmaktadir (Eladdadi vd,

2014). Bu biiytime modelleri ve ¢dztimleri Tablo 1.1'de yer almaktadir.

Tablo 1.1. Yaygin olarak kullanilan hiicre popiilasyonu biiyiime yasalar1t (T timor
hiicrelerini  temsil eder, t zaman, a,b ve c parametrelerdir. Her durumda
baslangi¢ kosulu T'(0) = T, dir)

Bilyiime Yasasi Denklem Coziimii
1
/a-b)
N dT T.1-b
Ustel — =aqaTP? = - 0
i T(t) ((1 b).(at + 1= b)
1
Lojistik i aT(1 — bT) (Tio + b) e-at + p
G . dTr - ( 1 ) A e(-at)
ompertz — = — _p(0
P ar = “ et @ =5(3)




Tablo 1.1. (devami)

T(t) = T

S| =

T
VonBertalanffy % = aT((bT)° — 1)

e—act) 1/C

(To°(1 = emaet) + 2

Diefenbach'in tiimor hiicreleri sayisinin artis1 ile ilgili fareler iizerinde yaptigi
deneylerde lojistik biiylime denkleminin tiimér hiicresinin biiylimesinde deney sonuglarina
yakin sonuglar verdigi goriilmektedir (Diefenbach vd, 2001). Olusturulacak yeni modelde

lojistik biiyiime terimi kullanilacaktir.

1.1.3. Tiimor Hiicresi ve Efektor Hiicre Etkilesim Modelleri

Bagisiklik sistemi kanser hiicrelerine karsi viicudu korumaya calisir. Enfekte olmusg
veya mutasyona ugramis hiicrelerin 6ldiiriilmesini saglayan bagisiklik sistemi, ¢ok ¢esitli
hiicrelerden olugmaktadir. Bagisiklik hiicreleri kemik iliginde olusturulur ve insan
viicudunda dokularda ve kanda bulunabilir. Kandaki bagisiklik hiicresi, beyaz kan hiicresi
olarak bilinir ve insan viicudu her giin ortalama 10° tane beyaz kan hiicresi iiretmektedir
(Eladdadi vd, 2014). Viicutta bulunan yabanci maddelerin varligina karsi olusan bagisiklik
hiicreleri, genel olarak efektor hiicre olarak adlandirilir. Lojistik tiimor biiylime modeli,
insan popiilasyonu temel alinarak olusturulmustur. Efektoér hiicre ve tiimor biiylimesi
arasindaki etkilesimi tanimlamak i¢in popiilasyon konularinda yapilan c¢aligmalardan
faydalanilmistir.

Alfred Lotka adli arastimaci matematiksel demografi alaninda ¢alismalar yapmistir.
Lotka’nin demografi alanindaki ¢aligmalar1 1907°de baslamis 1939’a kadar siirmiistiir.
Lotka niifus, epidemiyoloji, kimya ve biyoloji alaninda birgok makale yayimnlamistir. Bu
makalelerin ¢gogunu popiilasyon konularinda yazmistir. Lotka 1920°de avci (yirtict) ve av
arasindaki popiilasyon degisimini anlamaya yonelik bir matematiksel model gelistirmistir
(Lotka, 1920). Diger taraftan 1925’te Vito Volterra adl1 aragtirmaci Adriyatik denizindeki
balik popiilasyonlarinin gelecegini belirlemek icin kendi olusturdugu av-aver iligki modelini
kullanmistir (Volterra, 1926). Lotka ve Volterra’nin av-aver etkilesim modellerinde belli
farkliliklar olmasina ragmen iki modelin de periyodik salinimlara neden oldugu goriilmiis

ve bundan dolay1 iki tiiriin etkilesimindeki periyodik salinim denklemleri, Lotka-Volterra



denklemleri olarak adlandirilmistir (Anisiu, 2014). Lotka-Volterra denklemi kimyasal

etkilesimleri ve av-avei etkilesimini tanimlamak i¢in asagidaki gibi modellenmistir:

dx

— =ax — ¢ xy

dt (1.7)
dy

P —dy + c;xy

Burada a, ¢4, ¢,, d pozitif parametrelerdir. Belirtilen diferansiyel denklem sisteminde x av
popiilasyonunu, y ise avci(yirtici) popiilasyonunu gostermektedir. Birinci denklemdeki ax
pozitif terimi av poplilasyonunun {iistel biiyiimesine karsilik gelir. Yirticilarin avi 6ldiirmek
icin eklenen terim ise —cyxy’dir. Av olmadan yirticilar hayatta kalamayacagindan ikinci
denklemdeki —dy negatif terimi, yirticinin dogal 6liimiine karsilik gelir. Yirticilarin avi
yedikten sonra ¢ogalmasini gosteren terim ise +c,xy’dir. Bu terimlerdeki a parametresi
avin biliylime oranini, c; parametresi yirticilarin avi oldiirme oranini, d parametresi
yirticilarin 6liim oranini, ¢, parametresi ise avi yedikten sonra yirticilarin iireme oranini
gostermektedir (Doust ve Haghighifar, 2011). Buna gore Lotka-Volterra yirtici-av
popiilasyonu

1- Avct yoklugunda av biiyiir

2- Avci-av arasindaki etkilesimler av i¢in zararli, yirticilar i¢in yararhidir. (Yirticilar

av1 yerler ve buna bagli olarak yirticilarin tireme orani artar ve av sayisi azalir)

3- Ortamda av olmadiginda yirticilar 6liir.

4- Avcilar ile av arasindaki karsilagma sayisi, iki poptiilasyonun iiriinii ile orantilidir.
varsayimlarina dayanmaktadir (Lotka, 1920; Eladdadi vd, 2014).

Biyolojide etkilesimli dinamiklerin ¢ogu, hiicreler arasi iliskilerle ilgilidir. Bu
dinamikleri anlamak icin matematiksel modelleme yonteminden faydalanilmaktadir. Bu
boliimde Lotka-Volterra denklem sistemi kullanilarak efektor hiicre degiskenlerine lojistik
timor biiyiime terimi ekleyip iki boyutlu diferansiyel denklem sistemi olusturulacaktir.
Tiimor biiylimesi sisteminde efektor hiicreler avcr (yirtict), tiimor hiicreleri ise av
rollindedir. T tiimor hiicreleri popiilasyonunu, E ise efektor hiicre popiilasyonunu géstersin.
Timor popiilasyon biiylimesini lojistik biiylime fonksiyonuyla agiklarsak iki boyutlu timér

efektor hiicre popiilasyon modeli



dT
T aT(1 —bT) — ¢, TE

dE (1.8)
E = _dE + CzTE

seklinde olur. Buradaki a,b,cy,c,,d pozitif parametrelerdir. Birinci denklemdeki
aT (1 — bT) lojistik biiyiime terimidir. Efektor hiicrelerin tiimor hiicresini 6ldiirmek i¢in
biiylime denklemine eklenen negatif terim ise —c;TE'dir. Tiimor olmadan efektor hiicre
hayatta kalamayacagindan (Lotka-Volterra denklemine gore) negatif —dE terimi efektor
hiicrelerin dogal o6limiinii gosterir. Efektor hiicrelerin tiimorleri yedikten sonra (veya
parcaladiktan sonra) efektor hiicrelerin ¢ogalmasini gosteren terim +c,TE‘dir. Bu
terimlerdeki a parametresi tiimor hiicresini biiyiime oranini, b tiimor hiicresinin tagima
kapasitesini, ¢; efektdr hiicrelerin tiimor hiicresini 6ldiirme oranini, d efektor hiicresinin
Olim oranini, c, Efektor hiicrelerin tiimor hiicresini yedikten sonra lireme oranini
gostermektedir (Mishkin, 2013).

Lotka-Volterra denkleminde avcilarin avi yedikten sonra iiredikleri varsayilmaktadir
(2. Madde) Fakat efektor hiicreler bu sekilde calismamaktadir. Efektor hiicrelerin yapisinda
bulunan bazi proteinler tiimor hiicresini yok etmeye programlanmustir. Bu proteinler, timor
hiicresinin zarini delerek tiimdre zarar vermektedirler. Fakat efektor hiicreler, bu proteinleri
sinirlt bir sekilde tirettikleri i¢in her etkilesim gelecekte 6ldiirme yeteneklerini azaltacaktir.
Dolayisiyla tiimor ile efektor hiicre arasindaki etkilesim, her zaman efektor hiicreye fayda
saglamayacaktir. Bununla birlikte viicudun efektor hiicreleri liretmesinin bir sinir1 vardir. Bu

ylizden oran denkleminde verilen dogrudan iliski yanlistir. Efektor hiicre denkleminde

L TE , C .
+c,TE terimi yerine + % sinirli iireme terimi (michaelis-menten denk.) yazilacaktir.

Lotka-Volterra denklemi ortamda av olmadiginda yirticilarin  6ldiigiini
varsaymaktadir (3.madde). Fakat Efektor hiicreler belli bir tehtidin varliginda bile viicutta
bulunmaktadir. Bagisiklik hiicreleri kemik iliginde olusturulur ve zararli maddelerin
arastirilmasi i¢in kana, organlara ve dokulara dagilir. Bu yiizden efektor hiicreler tamamen
timor hiicresine bagimli degildir viicutta herzaman firetilir ve belli bir degerin altina
diismezler. Bu nedenle efektor-tiimor modelinde efektor hiicreler sabit bir kaynak orant
igcermektedir. Bu yiizden efektor hiicre denklemine o kaynak orani eklenecektir. Bu terimleri

ekledigimizde olusan tiimor-bagisiklik etkilesim modeli



dT
— =aT(1 — bT) — ¢,TE

dt

(1.9)
dE _ . PTE
dat C T g+T

seklinde olur. +Z% teriminde T sonsuza yaklagtiginda biiylime faktorii yaklasik + pE

olacaktir. Vucutta efektor hiicrelerin iiretimi sinirli oldugundan bu terimde E’nin artis1 belli

bir doygunluk seviyesine kadar ulasacaktir (Eladdadi vd, 2014; Mishkin, 2013).

_ 1.2
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Sekil 1.2. Efektor hiicrelerin iireme teriminin doygunluk seviyesi
grafigi (Ureme terimi doygunluk seviyesine ulasir. Bu tiir
terimler, oranlarin sonsuz olamayacagi biyolojik ve fiziksel
modellerde siklikla gortiliir.)

Vladimir A. Kuznetsov isimli arastirmact efektor hiicrelerin tiimorii yok etmesinin
yani sira timor uyusukluguna bagli olarak efektor hiicreler tarafindan tiimoriin sizmasini
da hesaba katmis ve bilimsel arastirmalardan yararlanarak ilk kez efektdr immiin hiicrelerine
kars1 bir saldir1 olasiliginin olabilecegini varsayilmis ve buna bagli olarak bir matematiksel
model gelistirmistir (Kuznetsov vd, 1994). Efektor hiicreler (E) ile timdr hiicreleri (T)

arasindaki etkilesime bagli olarak olusturulan kinetik sema



__~E+ T

O

k-1 ky T E* 4+ T

Sekil 1.3.  Efektor hiicre tiimor hiicresi Kuznetsov vd (1994)
modelinin kinetik semasi

seklindedir. Burada E, T, C, E*, T*sirasiyla efektdr hiicrelerin, tiimdr hiicrelerinin,
efektor hiicre-tlimor hiicre kompleksini, aktif olmayan efektor hiicreleri ve 6ldiiriicii timor
hiicrelerini belirtir. k_;, ki, k,, k5 pozitif sabitlerdir. k_; ve k; EC'nin TC'ye baglanma
oranlarin1 ve EC'nin TC'den hiicrelere zarar vermeden ayrilmasini tarif eder.k,, EC — TC
etkilesimlerinin geri doniisiimsiiz olarak T'C'yi 6ldiirmesi i¢in programladigi ve k5, EC — TC
etkilesimlerinin EC'yi etkisiz hale getirdigi orandir.Bu kinetik semaya bagli olarak

olusturulan nonlineer diferansiyel denklem sistemi asagidaki gibidir.

dE

E =s+ F(C,T) - dlE - klET + (k—l + kz)C
dT

E == aT(l - thOt) - klET + (k_1 + k3)C

dc

dE" )

W = k3C - dzE

ar” )

F = kZC - d3T

Burada TC hiicrelerinin toplam popiilasyonu Ty, = T + C'dir. s, olgun EC kompleksinin
TC bolgesine akisimi gosteren hiz oramidir ve d,, d,, d; parametreleri E, E*, T*
hiicrelerinin 6liim oranini temsil eden pozitif sabitlerdir. a, TC popiilasyonunun maksimum
biiyiime hiz1, b~ ise maksimum tasima kapasitesidir. F(C, T) fonksiyonu tiimdriin varligina
bagli olarak tiimdr bolgesinde (T'C) efektor hiicrelerin biriktirdigi orani tarif etmektedir. Bu

fonksiyonun agik formu asagidaki gibidir:

10



F(C,T) :gf% (1.11)

Burada f ve g pozitif sabitlerdir. Hiicresel komplekslerin (C) olusumu ile gecen zaman,

ayrigmasi ile gecen zaman arasindaki fark neredeyse birbirine esit olmaktadir (Kuznetsov

vd, 1994). Bundan dolay1 dC/ dT =~ 0.’d1r. Buna gore

k ET

C =~
(k_y +ky + k3)

(1.12)

olur. Burada K = kl/(k_l +ky + k) denilirse C =~ KET elde edilir. T* ve E*

degiskenlerinin birbirleri veya sistemdeki diger degiskenler iizerinde higbir etkisi yoktur.
EC — TC komplekslerinin ise tiimor hiicresinin ¢ok kii¢lik bir boliimiinii olusturdugundan

Ttot~T olacaktir. Bu varsayimlar altinda yeni diferansiyel denklem sistemi

dE pET
—=5+—F7—-—mET —dE
dt g+T
(1.13)

ar _ T(1-bT) ET
i n

seklinde olur. Buradaki parametreler p = fK, m = Kk;, n= Kk, ve d =d,’dir
(Kuznetsov vd, 1994). Kuznetsov ve arkadaslart model iizerinden dallanma analizi yapip
parametre tahminlerinde bulunmuglardir.

Anastasios Matzavinos isimli aragtirmaci timor infiltre edici lenfositlerin (TICL'ler)
timor gelisimini etkili bir sekilde ortadan kaldirilabilecegini ve TICL'lerin sitotoksik
lenfositler (CD8+ hiicreler) ve dogal dldiiriicii benzeri (NK-benzeri) hiicreler olabilecegini
ifade etmistir. Matzavinos Kuznetsov modelinde basitlestirilmis kinetik sema ile tarif
edilebilen TICL'ler (efektor hiicreler) ile tiimor hiicreleri arasindaki lokal etkilesimleri

dikkate almistir.

11
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Sekil 1.4. Efektor hiicre tiimor hiicresi Matzavinos vd (2004)
modelinin kinetik semasi

Kinetik sema ile belirtilen k_;, k; ve k, parametreleri negatif olmayan kinetik
sabitlerdir: k;ve k,, TICL'lerin timor hiicrelerine baglanma oranini ve TICL'lerin hiicrelere
zarar vermeden timoér hiicrelerinden ayrilmasini tarif eder; k,, TICL'lerin tiimdor
hiicrelerinden ayrilma oranidir. Kuznetsov vd (1994) modelinden farkli olarak p ile tiimér
hiicrelerinin 6lmesi olasiligin1 (veya TICL’lerin aktif olarak hayatta kalma olasiliini),
(1 —p) ile timor hiicrelerinin hayatta kalmasi olasiligini (veya TICL’lerinin aktif olmasi

olasiligini) gosterir. Kinetik semaya gore diferansiyel denklem sistemi;

dE fC

E =S +m_ dlE - klET + (k—l + kzp)c

dT

dc

E: klET_ (k—l +k2)C (1'14)
dE* )

ar k(1 —p)C — dyE

dT” )

F = kzpC - d3T

seklinde olur. Matzavinos daha sonra TICL'ler ve tiimor hiicreleri i¢in go¢ mekanizmalarini
incelemistir. Lokositler tarafindan salgilanan, bagisiklik sistemi hiicrelerinin kemotaksisini
(Hiicrelerin kimyasal bir uyanciya karst olumlu ya da olumsuz tepkimeleri) uyaran kiigiik
proteinler ailesinin (kemokin); rastgele hareketinin meydana getirdigi yayilma-dagilma
(diflizyon) durumunu hesaba katmistir. Hiicre go¢ii mekanizmasi ve kemokinlerin nonlineer
olmadigini1 varsayarak; tiim rastgele hareketlilik, kemotaksive diflizyon katsayilarini sabit

kabul etmistir. Kemokin, rastgele hareketlilik, kemotaksi ve difiizyon terimlerini modeline
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ekleyerek yeni bir diferansiyel denklem modeli olusturmustur. Bu modele bagl olusturulan
terimler yeni olusturacagimiz kinetik modelde kullanilmayacaktir.

Mohannad Al-Tameemi adl1 aragtirmaci Matzavinos’un ¢alismasini gelistiren yeni bir
fikir ortaya atmistir. Al-Tameemi bir efektor hiicre ile karsilagan ve hayatta kalan timor
hiicresinin efektor hiicrelerinin gelecekteki tiim saldirilarina karsi daha direngli oldugunu
ifade etmistir. Gelismis tiimor hiicrelerinin (daha once efektor hiicrelerle karsilasan tiimor
hiicreleri) fenotip (tiimoriin kalitsal yapisinin distaki goriiniir ifadesi) 6zelliklerinin * naif ”
timor hiicrelerinden (daha once efektor hiicre ile karsilasmayan tiimor hiicresi) farkl
olacagini belirtmistir. Al-Tameemi ek varsayimlarda bulunmustur;

e Tiimor hiicresinin oldiiriilme olasilig1 (daha 6nce p ile ifade edilmisti) daha
kiiciiktiir. Ayrica bununla birlikte komplekslerin varligi ile uyarilan efektor
hiicrelerin ¢ogalma oraninin da daha kiigiik oldugu kabul edilmistir.

e Tiimor hiicresinin taninma olasilig1 ve efektor hiicre ile kompleks(C) olusturma
olasilig1 (daha 6nce k; ile ifade edilen) daha kiigiiktiir.

Naif{saf) tiimor hiicreleri T ile naif olmayan tiimor hiicreleri ise T; ile gosterilmistir.
Burada i, efektor hiicre ile Onceki karsilagmalarin sayisini gostermektedir. Timor
hiicrelerinin giiciinlin maksimum sayida N’ye ulagtigi varsayimigtir. Bu da tiimor
hiicrelerinin Ty, Ty, Ty, ..., Ty siniflarinda toplam 1+ N tane oldugunu gostermektedir.
Tiimor hiicrelerinin, efektor hiicrelerin ve komplekslerin zamansal dinamiklerine bagl

olarak olusturulan kinetik sema;

K" k P .
E + T; - = C; —E + T,
k_
lk[ﬁl_pl}
(1 — 6) O,
E" + T, E™ 4+ T

Sekil 1.5.  Genisletilmis lokal efektor hiicre-kanser hiicresi etkilesiminin
sematik diyagrami
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seklindedir. Kinetik semaya bagli olarak olusturulan lokal kinetiklerin ve degiskenler
arasindaki diger etkilesim terimlerinin (kaynak orani, efektdr hiicrelerin ¢ogalma orani,

dogal 6liim orani) eklenmesi ile ifade edilen diferansiyel denklem sistemi;

lojistik biytume

dT N lokal kinetik
T =T\ =B ) T |~ IGET + (e 4 k(L= 60— po))Go

Jj=0

lojistik biiytiime

N

dT lokal kinetik
—tl =nT; <1 - b1 Z 7}) —k}ET; + (k= + k(1 — 0)(1 —p))C; + kB;_1 (1 — p;i_1)Ci_y

(1.15)

j=0
lokal kinetik

dc; - —
E:kl ETl_(k +k)Cl

cogalma lokal kinetik

dE  keynak ’W dogal slim N
—= 3T —-E Zkf+ Zk G|+ ka]
dt g+ Z _ =

biciminde yazilir. Burada i = 1,...,N ve [ = 0,1, ..., N olur. Tiimor hiicresi biliylime orani
r;, tasima kapasitesi f;’dir. Semada belirlenen gegis oranlarinin ve olasiliklarinin
modellenmesine iliskin varsayimlar asagida (1.16), (1.17) ve (1.18) gibidir.

e Komplekslerin olusma orani olan k;'; sabit veya i indeksinin artisina bagh olarak

azaldig1 ve ky, = 0 olacak sekilde gegis oran1 modelinin
i
ki+=k5“+(k;f,—ka’)ﬁ, 0 <kf<kd (1.16)

oldugu varsayilmaktadir. kj; = 0 olursa k;" = k¢ (1 — %) olacaktir.

e {’inci smifinin timor hiicresi 6ldiirme olasiligi olan p;; i indeksinin artisina bagl

olarak azaldigi, py = 0 olacak sekilde olasilik oran1 modelinin

i
pi=po+(p1v—po)ﬁ, 0<py<Dpo (1.17)

oldugu varsayilmaktadir.
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e | indeksi durumunda T; — T;,4 gecisinin olasiligt olan 6;, 0 < i < N —1 igin
arttig1, N timdr hiicrelerinin siniflar1 kabul edildigi i¢in 8y = 0 olacaktir. Olasilik orani

modelinin

0, = 0y + (Brmax — 60) i=0,.,N—1 (1.18)

i
N-1’
Oy = 0, Oy = 106,
oldugu ve baslangig¢ degerlerinin yeterince kiigiik olmas1 (107> < 8, < 1073) gerektigi

varsayilmaktadir.
1.1.4. Dogustan ve Uyarlamah (Adaptif) Bagisikhik Hiicresi Modelleri

Onceki boliimde bagisiklik sistemi efektdr hiicre ile gosterilip timér ve bagisiklik
hiicresi modelleri olusturulmustur (Kuznetsov vd, 1994; Matzavinos vd, 2004; Al-Tameemi
vd, 2012; Pillis ve Radunskaya, 2003a; Eladdadi vd, 2014). Bagisiklik sistemi yanitinin
sadece “efektor” olarak adlandirilmasi olusturulan modellerin karmasikliini azaltmis daha
basit modeller ortaya ¢ikarmistir. Bagisiklik sisteminin basitlestirilmesi timor uyusuklugu,
tiimor boyutundaki salinimlar ve tiimor gerilemesi gibi klinik olarak gézlemlenen tiimor-
bagisiklik davranislarini modellemede iyi ¢alismistir. Fakat bagisiklik sistemi igerisinde
bulunan farkli bilesenlerin tiimor hiicresi tizerindeki rollerini agiklamada yetersiz kalmistir
(Eladdadi vd, 2014).

2

Bagisiklik sisteminde bulunan hem “dogustan gelen” hem de “sonradan kazanilan
(adaptif)” bilesenlerin tiimor hiicresi lizerinde farkli etkileri vardir. Dogustan gelen yada
dogal bagisiklik yanit1 olarak adlandirilan hiicreler dogal 6ldiiriicii hiicreleri (Natural Killer,
NK) igerir. T hiicreleri olarak adlandirilan CTL (sitotoksit T lenfositleri) veya CD8+ T
hiicreleri adaptif bagisikligin bir parcasidir. Hem NK hiicreleri hemde CD8+ T hiicreleri
aktive edildikten sonra efektor hiicre olarak adlandirilmigtir. NK hiicreleri ve CTL hiicreleri,
timor hiicrelerini 6ldiirmek i¢in ile temas halinde olmaktadir. NK hiicreleri higbir uyariya
ihtiyac duymazlar, siirekli devriye yaparlar ve tiimor hiicrelerini yabanci oldugunu
anladiginda oldiiriirler (Pillis vd, 2014).

Lisette G. de Pillis ve Radunskaya (2003a), dogal oldiiriicii hiicreleri (NK), adaptif

bagisiklik hiicreleri (CTL) ve tiimor hiicresi etkilesimlerini igeren diferansiyel denklem
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modeli

gelistirmistir.  Pillis modelinin gelisiminde ¢esitli biyolojik varsayimlardan

yararlanmistir. Bu varsayimlar hem bagisiklik sisteminin gorevleri hakkinda kabul edilmis

bilgileri hem de Diefenbach vd (2001), Dudley vd (2002) ve Donnelly (2003)

calismalarindaki sonucglara dayanmaktadir (Pillis ve Radunskaya, 2003a). Pillis modeli

asagidaki varsayimlara dayanmaktadir:

1.

Bir tiimor hiicresi bagisiklik yanitinin yoklugunda biiyiir bu biiytime faktorii lojistik

biliylimedir.

. Hem dogal oldiiriici hiicreler(NK) hemde CD8+ T hiicreleri tiimor hiicresini

6ldiirme yetenegine sahiptir.

. Hem NK hiicreleri hemde CDS8+ hiicreleri sitolitik aktiviteyi artirarak timor

hiicresine tepki verir.

. NK hiicreleri dogustan gelen bagisiklik yaniti oldugu igin tiimor hiicresi bulunmasa

bile viicutta bulunurlar.

. Bagisiklik yanitinin bir pargasi olan CD8+ T hiicreleri ancak tiimor hiicrelerinin

varliginda viicutta ¢ok sayida bulunurlar.

. NK ve CD8+ hiicrelerinin bir kismi1 tiimor hiicresiyle karsilastiktan sonra inaktif

hale gelir.

Denklemde {i¢ hiicre popiilasyonu sdyle ifade edilir:

T(t), t zamaninda tiimor hiicresi popiilasyonu
N(t), t zamaninda dogal 6ldiiriicii hiicre etkinliginin toplam seviyesi

L(t), t zamaninda edinsel CD8+ T hiicre etkinliginin toplam seviyesi

Yukaridaki varsayimlar kullanilarak her bir denklemin biiylime ve 6liim orani, hiicre-

hiicre oldiirme orani(bagisiklik hiicrelerinin tiimor hiicrelerini 6ldiirmesi veya tiimor

hiicrelerinin bagisiklik hiicrelerini 6ldiirmesi), efektor hiicrelerin ¢ogalma orani ve efektor

hiicrelerin inaktivasyon orani agisindan popiilasyon degisim hizin1 veren ii¢ boyutlu

diferansiyel denklem sistemi tanimlanmuistir.

TUmor hiicre popiilasyonunun degisim orant =

(Biiyiime ve 6liim orant) + ( hiicre — hiicre 6ldirme orant)

Efektor hiicre popiilasyonlarimin degisim orant =

(Biiytiime ve 6liim orant) + (¢cogalma orant) — ( Inaktivasyon orant)

Tiimdr ve bagisiklik hiicre popiilasyonlari i¢in biiyiime ve 6liim terimlerinin kaynagi

(1), (3) ve (4) maddelerindeki varsayimlara, hiicre-hiicre 6ldiirme terimi (2) maddesindeki
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varsayima, efektor hiicresinin ¢ogalma terimi (6) maddesindeki varsayima ve efektor
hiicresinin 6liim terimi ise (5) maddesindeki varsayimlara dayandirilmaktadir. (Pillis ve
Radunskaya, 2006)

Efektor hiicre ¢ogalma terimi Michaelis-Menten formu oldugu kabul edilir. Michaelis-
Menten dinamikleri timdr hiicreleri tarafindan bagisiklik hiicrelerinin ¢ogalmasina yonelik
olarak elde edilmektedir. Bu dinamikler, bir efektor hiicre bilesenini iceren matematiksel
tiimdr modellerinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Cilinkii Michaelis-Menten formu efektor
hiicrelerin belli bir doygunluk noktasina kadar ulagsmasini saglamaktadir (Sekil 1.2°de
belirtildigi gibi). Biiylime, 6liim ¢ogalma ve inaktivasyon terimleri eklenerek olusturulan ii¢

boyutlu diferansiyel denklem

T
= aT(1 — bT) — ¢cNT — DT

dt

dN gT?

=g - — 1.19

o = 0~ SN+ N —pNT (1.19)
in?2

Ez—mL+k+D2L—qLT+rNT

seklinde olur. Burada a,b,c,f,g,p,m,j,q,vr parametre degerleri deneysel sonuglarla
belirlenen pozitif sabitlerdir. CD8+ T hiicreleri, tiimor hiicreleri ile NK hiicrelerinin bir
kisminin etkilesimi sonucunda uyarilir. Bu uyarim denklemde +7NT ile temsil edilir. —f N
ve —mlL sirastyla NK ve CD8+ hiicrelerinin dogal 6liim oranlaridir. NK hiicreleri dogustan
gelen bagisiklik yaniti oldugu i¢in viicutta her zaman bulunmaktadirlar. Bu durum sabit
kaynak orani o ile temsil edilir. Gelistirilen modelin en 6nemli bilesenleri tiimdr hiicreleri
ile NK hiicreleri veya tiimor hiicreleri ile CD8+ T hiicreleri arasindaki rekabeti tanimlayan
terimlerdir. NK hiicresinin tiimor hiicresi lizerindeki etkisini gosteren terim —cNT, CD8+ T
hiicresinin tiimor hiicresi lizerindeki etkisini gosteren terim —DT dir. Tiimor hiicrelerinin

NK ve CD8+ T hiicreleri iizerindeki etkisini gosteren terimler —pNT ve —qLT dir. Bu

2

2
g7 N ve + L terimleri

. ; o D
terimler NK ve CD8+ T hiicrelerinin inaktivasyon oranidir. + — k]+D2

sirastyla NK ve CD8+ T hiicrelerinin ¢ogalma oranidir (Pillis ve Radunskaya, 2003a; Pillis
ve Radunskaya, 2006; Pillis vd, 2009; Pillis vd, 2014).
NK hiicrelerinin tiimér hiicresini 6ldiirme terimi (—cNT), NK hiicre popiilasyonu

biiytlikliigii ile orantili oldugu varsayilmaktadir. Bu varsayim Pillis tarafindan incelenen tim
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verilerle tutarl ¢itkmistir. Ayni varsayim CD8+ T hiicrelerinin verileriyle tutarli ¢gitkmamustir.
Bu nedenle CD8+ T hiicrelerinin tiimor hiicrelerini 6ldiirme teriminde (—DT) ifade edilen D

rasyonel formu Pillis tarafindan

(1.20)

seklinde ifade edilmistir (Pillis ve Radunskaya, 2003a; Pillis vd, 2005; Pillis ve Radunskaya,
2006; Pillis vd, 2009; Pillis vd, 2014). A bileseni 6liim oraninin bagisiklik-tiimor oranina
nasil bagh oldugunu gosterir. s parametresi timor boyutu egrisinin maksimum degerinin
yarisina ulastig1 degerdir ( Sekil 1.2°deki gibi diklik katsayisi olarak degerlendirilebilir). Bu
nedenle artan s degeri egimi saga kaydirir. d parametresi ise maksimum hiicre 6liim oranint
verir (Pillis vd, 2014). Pillis olusturdugu bu model (1.19) iizerine immunoterapi ve
kemoterapi terimleri eklemis, deneysel olarak bulunan parametre degerlerine gore sayisal
analiz yontemlerini kullanarak bu tedavi yollarinin timdr hiicresi iizerindeki etkisini
incelemistir (Pillis ve Radunskaya, 2006; Pillis vd, 2009; Pillis vd, 2014). Pillis efektor
hiicre bilesenlerinin (CD8+ T hiicreleri ve NK hiicresi) tiimor hiicresi lizerindeki etkisini
gosteren matematiksel model tanimlamis fakat tiimor hiicrelerinin bagisiklik sistemi
bilesenlerinin bir veya iki kolundan nasil sizdigim1 ve tiimdr hiicrelerinin bagisiklik
gozetiminden kagtiktan sonra nasil gelistigini gostermemistir.

Bagisiklik gozetiminden kagan tiimor hiicreleri gelecekte karsilasacaklar1 bagisiklik
saldirilarina karsi c¢esitli savunma mekanizmalart gelistirmektedir. NK yada CD8+ T
hiicreleri(CTL) ile karsilastiktan sonra kagan tiimor hiicresi, sonraki etkilesimlerinde
bagisiklik saldirilarim1 azaltacak kimyasal salinimda bulunurlar (Mahasa vd, 2016).
Khaphetsi Joseph Mahasa, daha 6nce agiklanan Kuznetsov vd (1994), Pillis ve Radunskaya
(2003a), Matzavinos vd (2004), Pillis vd (2005), Al-Tameemi vd (2012), modellerini
gelistirerek bagisiklik sistemi bilesenlerinin bir veya iki kolundan kagan tiimor hiicrelerinin,
gelisimini ve bagisiklik sistemi bilesenleri ile etkilesimini agiklayan kinetik semay1

asagidaki gibi ifade etmistir.
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Chs

.0, C, ainT] piLT, LBiC,

alC, -

b tv.ﬂ. C,
o pt
.

L)
c, C,
Chi O
Dogal ¢ Cn CDs-

Oldiiriicd Naif Vahsi Tip Vahsi Tip Vahsi Tip T Hiicresi
Hicre Timér Tiimor Hieresi Tiimdr Hiieresi Timor Hiicresi Hiiere
Hiicresi  (N'den kagan)  (L'den kagan) (Nvel'den Kompleksleri
kagan) (bilegimleri)

Sekil 1.6. Timor hiicreleri ile dogal Oldiiriicii hiicreler ve CD8+ T
lenfositleri arasindaki  etkilesimi gdsteren sema

Sekil 1.6’da CD8+ sitotoksik T lenfositleri L ile dogal dldiiriicti hiicreler N ile temsil
edilir. Tiimor hiicrelerinden T°, naif (saf) timér hiicrelerini (bagigiklik hiicrelerine karsi
kagis mekanizmasi gelistirmemis tiimor hiicreleri) Ty, T2, Ty, ise vahsi tip timdr hiicrelerini
(belirli bir bagisiklik saldirilarindan gizlenebilen tiimor hiicresi) temsil eder. T’nin
tizerindeki O naifligi (saflig1), 1 ise vahsiligi ifade eder. Bunun yaninda Cy kompleksi NK
ile naif tiimor hiicresi arasindaki bilesimi, C; kompleksi CTL ile naif tiimor hiicresi
arasindaki bilesimi, CY; kompleksi CTL’lerden kagan NK hiicresi ve vahsi tipli tiimor
hiicresi tarafindan olusturulan bilesimi, C%; kompleksi ise NK’den kagan CTL ve vahsi tipli
tiimor hiicresi arasindaki bilesimi temsil etmektedir.

Mahasa vd (2016), bagisiklik hiicresi ve tiimor hiicresi etkilesiminde Pillis ve
Radunskaya (2003a) modelinde aciklanan varsayimlari modelinde kullanmigtir. Mahasa vd
(2016) modelinin temelini Pillis ve Radunskaya (2003a) modelinin varsayimlari
olusturmasina ragmen modelinde timor hiicrelerinin bagisiklik sistemi bilesenlerinin bir
veya iki kolundan nasil sizdigini ve tiimor hiicrelerinin bagisiklik gézetiminden kagtiktan

sonra nasil gelistigini agiklamamistir. Bundan dolay1 bu varsayimlara ek olarak
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. Bir tlimor hiicresi NK hiicresi gdzetiminden kagarsa, tekrar NK ile karsilagsmasinda
NK aracili 6ldiirmeye karsi tiimor direnci artar. Ayni benzetme CTL gozetimi ic¢inde
gecerlidir.

. NK aracili 6ldiirme isleminden kagip kurtulan vahsi tipli tiimor hiicresi tekrar NK
ile karsilagsmasinda kompleks olusturma olasilig1 ¢ok kiigiiktiir veya sifirdir. (Al-Tameemi
vd, 2012)
varsayimlari kabul edilmistir (Mahasa vd, 2016). Sekil 1.6’daki kinetik semaya ve
yukaridaki varsayimlara bagli olarak bagisiklik hiicresi (NK ve CTL) ve tiimor hiicresi
arasindaki etkilesimleri tanimlayan model, asagida dogrusal olmayan adi diferansiyel

denklemleri tarafindan verilmektedir:

v _ N FNTO ~C FNTE L Ch
- S TN —ay +ovanly —ap NI + ya, Ly
kaynak  dogal lokal kinetik (T° ile) lokal kinetik(T}ile)
sliim
dL

S [CT) — gyl — BT+ PG, — BALTA + 6. Chy
cogalma  dogal lokal kinetik (TO ile) lokal kinetik(Ty ile)

olim
dTO 0 0 + 0 + 0
—— =aT°(1 = bT% — afiNT® — B}LT
lojistik buyiume lokal kinetik  lokal kinetik
(N ile) (Lile)
1 (1.20)
dTy 1 1 — + 7 ml
—— =aTy(1 = bTy) + prayCy — PByLTy
lojistik biytume N'den kagis  lokal kinetik
(L ile)
dT}
—-=aTl(1=bTD + qrfiC, — aiNT!
lojistk biyime  L'den kagis  lokal kinetik
(N ile)
dTy, _ _
- aTy, (1 = bTy,) + §7By Chiy, + mrap O,
lojistik bliytiime L'den kagts  N'den kagts
(1.20) modelindeki S, Uy, Uz, a, b, ay, ay, B, B, ait, ar, By, BN, Py DT

4L, qr,7TN, TTr, &, &7 parametreleri pozitiftir. s parametresi kaynak orani, u; ve u, ise
sirastyla NK hiicrelerinin 6liim orani1 ve CTL hiicrelerinin 6lim oranidir. a parametresi
tiimor hiicresi biiylime orani, b ise tiimor hiicresinin tagima kapasitesidir. Bu parametreler
disinda kalan ay, ay, B, Br, ar, ar, By, By, Pn» Pr Qi 97N, 7, &1, &7 parametreleri ise

bagisiklik hiicresi-tiimor hiicresi etkilesimine bagli olarak olusan baglanma, ayrilma ve
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birlesme oranlaridir. Bagisiklik sistemi sinirsiz bir sekilde CD8+ T hiicresi iiretemediginden
modele eklenen f(C,T) ¢ogalma terimi belli bir doygunluga kadar ulasacaktir. Boylelikle f
fonksiyonu Kuznetsov vd (1994) ve Matzavinos vd (2004) modellerinde oldugu gibi

L
FC,T) = TchO N 7’2CNL1
g+T g+Ty (1.21)
Naif timorlere yanit olarak Vahsi tipli tumorlere yanit olarak
CD8+ T hiicrelerinin ¢cogalmast CD8+ T hiicrelerinin ¢ogalmast

olarak yazilabilir. Burada ry, , ve g parametreleri pozitiftir. r; parametresi, CD8+ T hiicresi
ile naif tiimor hiicresi kompleksi neticesinde olusan CD8+ T hiicresinin ¢ogalma orani, 7,
parametresi ise CD8+ T hiicresi ile vahsi tipli timdr hiicresi kompleksi neticesinde olusan
CD8+ T hiicresinin ¢ogalma oranidir. r; ve r, parametreleri r; = r, = 0 seklinde ifade
edilmektedir. Bunun nedeni bagisiklik hiicresiyle etkilesime giren tiimor hiicresinin sonraki
karsilagsmalarinda bagisiklik sistemine karst direng gostermesidir. g parametresi,
Immiinojenik (bagisiklik olusturan) tiimér hiicrelerine yamit olarak ¢ogalan maksimum
CDS8+ T hiicresi oramdir. T° ve Ty, CD8+ T hiicresi ile etkilesime girerek kompleks
olusturan(C,ve Ck; komplekslerini) tiimdr hiicreleridir (Mahasa vd, 2016).

Hiicre kompleksleri ile sonuglanan tiimor-bagisiklik etkilesimleri sekil.3’de tiiretilen
kinetikler tarafindan ifade edilmektedir. Bu nedenle kompleksler i¢in denklemler su sekilde

verilmektedir.

dc
= atNT® — ayCy

dt —_
N ve T%arasindaki kompleks form
dc,
— + 0 -
dt - L LT — ﬁL CL
Lve T%arasindaki kompleks form
N (1.22)
dCny _ +n71 - N
T ay NT, — a; Cyy,
L ve Tlarasindaki kompleks form
dck
NL _ +771 —rL
dt - IBN LTN - ﬁN CNL

L ve Ty arasindaki kompleks form

(1.20) denklem sistemi, (1.22) kompleks hiicrelerin olusturdugu denklem sistemi ile
birlikte toplam on boyutlu diferansiyel denklem modeli elde edilmistir. Bu modelin

baslangi¢ kosullari
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N(0) = Ny, L(0) = Lo, T(0) = ToTy(0) = T;(0) = Ty, (0) =0,
Cn(0) = €,(0) = €y (0) = C,.(0) = 0,

seklinde olmaktadir. Bir NK hiicresi veya CD8+ T hiicresi ile tiimor hiicresi arasinda olusan
komplekslerin olusumu ile gecen zaman, ayrigmast ile gecen zaman arasindaki fark
neredeyse birbirine esit olmaktadir (Kuznetsov vd, 1994). Bundan dolayr (1.12)

dac, _dcf, _ acl,

denkleminde de belirtildigi gibi 2N =
dt dt dt dt

~ 0 ‘dir. Buna gore kompleks

hiicre hiz denklemlerinin sifira esitlenmesiyle olusan kompleks hiicreler

_ (o 0. _ (BL 0. N _ (%L 1. L _ (BN 71
Cy = (al_v) NTO: ¢ = ﬁz) LTO Y. = (az) NTE: Chy = ( ﬁ;,) LT} (1.23)
olur. Bu kompleks hiicre esitlikleri (1.21) cogalma teriminde ve (1.20) denklem sisteminde
yerine yazildigi taktirde bagisiklik hiicresi (NK ve CTL) ve tiimor hiicresi arasindaki

etkilesimleri tanimlayan alt1 boyutlu model, asagida dogrusal olmayan adi diferansiyel

denklemleri ile ifade edilmektedir (Mahasa vd, 2016).

dN

dar s =N — (1 —py)ayNT® — (1 — my)af NT}

dL + 0 + 1

dt =f(C,T) —ppL — (1 —q ) LT — (1 = §,)BN LTy

dT®

—— = aT°(1 = bT%) — afNT® - BF LT

i (1.24)

— = aTi(1 — bTR) + praf;NT° By LTy

dT} — aT1(1 — pT2 +770 a7l

W—a i (1 —=bT;) + qrf LT — af NT;,

AT _ T (1 — bT} ENTS FLTR
@ v (1 —bTy,) + &y NTy + mraf LT}

Sayisal sonuglart deneysel verilerle uyumlu olan (1.7), (1.8), (1.9), (1.10), (1.13),
(1.14), (1,15), (1.20) ve (1,24) modelleri 15181inda tiimor-bagisiklik godzetim modeli

olusturulacak ve modelin sayisal analizi yapilacaktir.
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1.2. Literatiir Ozeti

Tiimor-bagisiklik etkilesimleri ile ilgili matematiksel c¢aligmalar tiimor hiicresi
bliylime modelinin olusturulmasi ile baslamistir. Tiimor hiicresi ile bagisiklik sistemi
arasindaki iliski tammlanirken popiilasyon dinamiklerinden faydalanilmistir. Ingiliz
matematikg¢i ve iktisatct Thomas Malthus 18. yy. sonlarinda “Niifus ilkesi Uzerine Bir
Deneme” adli ¢aligmasinda niifus biiyiime hizinin niifus biiytikliigii ile orantili oldugunu
varsaymistir (Malthus, 1978). Bu biiylime orani iistel biliyiime olarak tanimlanmistir.
Belcikali matematik¢i Verhults ise 1938°de iistel bilylime denkleminin genellestirilmis hali
olan Lojistik biiyiime denklemini tanimlayarak niifus artisinin {ilkenin biiyiikligii ve
dogurganligi ile sinirli oldugunu ve niifusun istikrarli bir duruma yaklagsmasi gerektigini
belirtmistir (Smith, 1977; Forys ve Marciniak-Czochra, 2003; Bacaér, 2011). Lojistik
biiylime denklemi tiimor hiicresi popiilasyon modeline uyarlanmis ve bu kapsamda tiimor
hiicresinin biiyiimesi ve ¢ogalmasina yonelik matematiksel modeller gelistirilmistir (Admon
ve Maan, 2017).

Timor hiicresi ile Efektor (bagisiklik) hiicre arasindaki iligkiyi anlamak igin
poplilasyon konularindaki av-aver iligkisi ele alinmistir. 1920°de Alfred Lotka ve 1925°te
Vito Volterra isimli arastimacilar av-avcr arasindaki etkilesimi modelleyen c¢aligmalar
yapmiglardir. Avel yoklugunda avin biiyiiyecegini, av-avci arasindaki etkilesimlerin av igin
zararli avcilar(yirticilar)  i¢in - yararli  olacagimi  belirtmistir. Hiicre popiilasyonu
modellemelerinde tlimor hiicresi av, bagisiklik hiicresi ise avci olarak kabul edilmis ve bu
sayede tiimor bagisiklik arasindaki iligki anlagilmaya calisilmigtir (Adam ve Bellomo, 1997;
Bellomo ve Preziosi, 2000; Brauer ve Castillo-Chavez, 2012; Israel ve Gasca, 2013; Addison
vd, 2017). Literatiirde tiimor-bagisiklik etkilesimleri en fazla deterministik olarak karsimiza
cikmaktadir. Baz1 deterministik modellerin stokastik ve rastgele etki altinda tekrar
modellenip yorumlandigini1 gérmekteyiz.

Bir tiimore kars1 bagisiklik tepkisi, genellikle dominant bir rol oynayan sitotoksik T
lenfositleri (CTL) ve dogal 6ldiiriicti (NK) hiicreleri ile hiicre aracilidir. Bagisiklik sistemi
ile biiyliyen bir tiimor arasindaki etkilesimlerin bircok matematiksel modeli gelistirilmistir
(Merrill, 1982; Merrill ve Sathananthan, 1986; Perelson ve Macken, 1984). Bu modellerde
biyolojik olarak onemli parametrelerin sayisal tahminleri elde edilmis, bir takim parametre
tahminleri yapilmistir. Rus matematik¢i Viladimir A. Kuznetsov tarafindan 1994 yilinda

yayinlanan “Nonlinear Dynamic of immunogenic Tumors: Parameter Estimation and Global
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Bifurcation Analysis” isimli makalesinde timor hiicresi ile efektor hiicre (bagisiklik
hiicresi) arasindaki etkilesimi kinetik sema ile agiklayarak tiimor-efektor hiicre etkilesim
modelini olusturmustur. Bu model, tiimor bagisiklik etkilesimine baglh olarak olusturulan
diger bir¢ok deterministik modelin de temelini olusturmaktadir. Viladimir A. Kuznetsov
1994 yilinda yaptig1 calisma sonucunda olusturdugu model bundan 6nce ki modellerin
cogundan farkli oldugu anlasilmaktadir. Clinkii Kuznetsov bu modelde efektor hiicrelerinin
inaktivasyonunun yami sira efektor hiicreler tarafindan tiimoriin diger hiicrelere de
yayillmasini hesaba katmistir. Modelde dallanma teorisi kullanilarak sistemin nitel
davraniglar1 incelenmistir. Ayrica deneysel verilere uygun olarak parametre tahminlerinde
bulunulmustur (Kuznetsov vd, 1994). Olusturulan kinetik model birgok modelin temelini
olusturmustur (Callewaert vd, 1988; Pillis ve Radunskaya, 2003a; Matzavinos vd, 2004;
Chaplain ve Matzavinos, 2006; Pillis ve Radunskaya, 2006; Pillis vd, 2009; Al-Tammemi
vd, 2012; Pillis vd 2014; Malinzi vd, 2018; Mahasa vd, 2016).

Olusturacagimiz modelin en 6nemli kisimlarindan biri bagisiklik hiicresinden kacan
tiimor hiicrelerinin nasil gelistigini ve hayatta kaldigini agiklamaktir. 2016 yi1linda Khaphetsi
Joseph Mahasa yaptig1 calismada tiimor hiicresi ile bagisiklik gozetimi arasindaki iligkiyi
aciklayan yeni bir model sunmustur. “Mathematical of tumor—immune surveillance” ismi
ile yayimladig1 makalesinde tiimor hiicrelerinin, dogal katil (NK) hiicreleri ve aktive edilmis
CD8+ sitotoksik T lenfositlerinin (CTL'ler) aracilik ettigi bagisiklik sistemi ile kisa siireli
karsilagmasini nasil gelistirdigini ve hayatta kaldigin1 agiklamistir. Model, immiin lenfositler
ve ¢esitli tiimdr hiicre popiilasyonlar1 arasindaki etkilesimi agiklayarak tiimdrlerin her iki
konake1 bagisiklik kolundan (dogustan gelen ve uyarlanabilir bagisiklik) nasil kactigini
gostermek i¢in tasarlanmistir. Kagma girisiminde bulunan tiimor hiicrelerinin zaman
icerisinde bagisiklik sistemine karsi nasil direng gosterdigi de agiklanmaktadir. Ayrica tek
bir bagisiklik hiicre ¢esidinin timorii etkisiz hale getirmede yetersiz kaldigi ve NK
hiicrelerinin kaynak oraninin artirilmast CTL’den kagan tiimor hiicrelerini azaltabilecegi
goriilmiistiir (Mahasa vd, 2016). Literatiirde tasarlanan modeller incelendiginde genellikle
deneysel verilere uygun parametre se¢imi ve tiimor hiicresini inaktif hale getirmek igin
hedeflenen parametre degerleri iizerinde durulmustur. Timor hiicresini yayilmasini
engellemeye yonelik uygulanan kemoterapi, immunoterapi ve viroterapi tedavi
yontemlerine bagli olarak da birgok model tanimlanmistir. Son 10-15 yillik siirece
baktigimizda tedavi yontemlerine bagl olarak tasarlanan modellerin parametre tahminlerini

yapmanin yani sira tiimorsiiz denge noktasinda ve endemik denge noktalarinda kararlilik
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durumlarinin da incelendigini gormekteyiz. (Glendinning, 1994; Pillis ve Radunskaya, 2006;
Sarkar, 2006; Ghaffari ve Nasserifar, 2009; Karaoglu, 2010; Agarwal ve Bhadauria, 2011;
Starkov ve Krishchenko, 2013; Khanjanchi, 2013; Laaroussi vd, 2014; Valle vd, 2016;
Sharma ve Samanta, 2016, Rozova ve Bratus, 2016; Admon ve Maan, 2017; Liu ve Liu,
2017; Malinzi vd, 2018)

Lisette G. de Pillis, Ami E. Radunskaya ve Charles L. Wiseman tarafindan 2005
yilinda ortaya konulan kombinasyon tedavilerin tiimor hiicresi iizerindeki etkilerini
inceleyen “Mixed immunotherapy and Chemotherapy of Tumors: Modeling, Applications
and Biological Interpretations” calismada tiimor-bagisiklik etkilesimlerini iceren model
degiskenlerine as1 ve kemoterapi tedavileri gibi hiicre popiilasyonu seviyesinde kanser
bliytimesini diizenleyen yeni degiskenler ekleyip matematiksel bir model gelistirilmistir. Bu
modelin denge noktalar1 bulunarak kararlilik 6zellikleri incelenmis, catallanma analizi
yapilarak diferansiyel denklem sisteminin dinamikleri karakterize edilmistir. Sistemin en
onemli Ozelligi kombinasyon tedavilerinin timor tiizerindeki etkilerini arastirmaktir.
Deneysel arastirmalar sonucunda ulasilan hem fare deneyleri hem de insan deneyleri
tizerinden elde edilen parametreler kullanilarak karma kemo-immuno ve as1 terapilerinin
sayisal simiilasyonlar1 incelenmistir. Calisma sonunda kombinasyon halindeki terapilerin
tiimori ortadan kaldirabilecegi goriilmiistiir (Pillis vd, 2005). Lisette G. de Pillis ‘in tedavi
yontemlerinde kullandigr model iizerinde baz1 c¢alismalar yapilmistir (Liu ve Liu, 2017).
Pung Liu isimli arastirmacinin yaptig1 calismada 2017 yilinda yayinlanan “Dynamics of a
Tumor-Immune Model Considering Targeted Chemotherapy” bashikli makalesinde
hedeflenen uygun kemoterapi doz miktarin1 géz Oniine alarak matematiksel bir timor
bagisiklik sistemi modeli olusturmustur. Model degiskenlerinin ¢dzlimlerinin pozitifligini
ve siirliligini incelemis modelin denge noktalar1 bulunarak asimptotik kararlilik ve global
kararlilik gibi nitel analizler yapilmistir. Analitik sonuglarin dogrulugunu gostermek igin ise
bazi simiilasyonlara yer vermistir. Baz1 modellerde R, temel lireme sayis1 hesaplanarak buna
gore kararlilik analizi yapilmistir. Hastaliksiz denge noktasi ve endemik denge noktalarinin
asimptotik kararli veya global kararli olup olmadiklar1 R, degerine gore yorumlanmistir
(Sastry, 1999; Lejeune vd, 2008; Laaroussi vd, 2014).

Tiimor bagisiklik modellerinin deterministik olarak kararlilik ve dallanma analizine
yonelik yapilan ¢aligmalarin disinda modellere stokastik etki terimi eklenerek olusturulan
stokastik diferansiyel denklemlerle ilgili de bir¢ok ¢alismanin mevcut oldugu goriilmektedir.

Stokastik diferansiyel denklemlerin temeli Brown Hareket siirecine dayanmaktadir. Winner
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stireci olarak da adlandirilan Brown Hareket siireci Robert Brown tarafindan 1827°de genel
olarak Brownian hareketi olarak adlandirilan rasgele davranisi temsil eden matematiksel bir
yapidir. Stokastik diferansiyel denklemlerle ilgili detayli stokastik analiz yapilmasi 1940
yilinda japon matematikci Kiyoshi Ito’nun ¢aligmalari ile baglamistir (ito, 1944). Stokastik
analizin geligsmesi ile birlikte stokastik diferansiyel denklemlere bagli olarak stokastik
integral, stokastik kontrol, stokastik kararlilik hesaplamalar1 yapilmis ve yaklasik ¢6ziim
yontemleri elde etmek i¢in Stokastik Euler-Maruyama, Stokastik Milstein, Stokastik Runge-
Kutta gibi Stokastik sayisal ¢oziim yollart gelistirilmistir (Salleh, 2010). Stokastik
diferansiyel denklemlerin gelisimine paralel olarak literatiirde stokastik modellemelerle
ilgili birgok ¢aligmaya rastlamak miimkiindiir. Saglik, tip, biyoloji, finans gibi bir¢ok alanda
stokastik modellemeler kullanilmaktadir. Stokastik modellemeler biyoloji alaninda tiimor
bagisiklik etkilesimi sonucunda ortaya ¢ikan modellerde de kullanilmaktadir. Biyoloji
alanindaki stokastik modelleme calismalarinda deterministik modeller ile ortaya ¢ikan
sonuglar karsilagtirilarak model hakkinda yorumlama yapilmasi siklikla karsilagilan
caligmalar arasinda yer almaktadir (Mukherjee, 2003; Sarkar ve Banerjee, 2005; Li ve
Cheng, 2017; Ofomata vd, 2017; Wang, 2017).

Deterministik diferansiyel denklem modellerindeki terimlere rastgele etki eklenerek
olusturulan denklem rastgele diferansiyel denklem olarak adlandirilmaktadir. Literatiir
incelendiginde deterministik ve stokastik modellerin aksine, rastgele modellerle ilgili
caligmalarin smirli oldugu goriilmektedir. Son dénemde bu alanda yapilan en 6nemli
caligmalardan biri 2017 yilinda Mehmet Merdan tarafindan yapilan “Deterministic Stability
and Random Behavior of a Hepatitis C Model” baslikli ¢aligmada Hepatit C modelinin temel
tireme sayisi(R) bulunarak kararlilik analizi yapilmis ve model normal ve simetrik ticgensel

dagilimina sahip rastgele etkiler altinda incelenmistir (Merdan, 2017).

1.3. Kararhhk ile flgili Tanimlar

Tamm 1.1. (Denge Noktasi): D c R" bolgesinde f: D — R™ Lipschitz 6zelligini saglayan

bir doniisiim olmak {izere,

x=f(x), x(0)=x, (1.25)
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sisteminde f(x*) = 0 sartin1 saglayacak sekilde x* € D varsa x*’¢ (1.25) sisteminin denge
noktas1 veya kritik noktast denir. Sistemin kritik noktasina bakilarak kararlilik hakkinda
yorum yapilabilir. Dogrusal sistemlerde bir tane kritik nokta (denge noktasi) bulunurken
dogrusal olmayan sistemlerde ise birden fazla kritik nokta bulunabilir. Daha sonra da ifade
edilebilecegi gibi bir¢ok kararlilik problemi denge noktalarina gére ¢oziimlenebilmektedir.
Simdi dogrusal olan sistemler ve dogrusal olmayan sistemlerle ilgili temel kararlilik

tanimlarini verecegiz.
1.3.1. Dogrusal Olmayan Sistemlerde Kararhhk

Dogrusal olmayan bir dinamik sistem genellikle

x = f(x 1), (1.26)

seklindeki dogrusal olmayan denklem ile gosterilir. Burada f,n X 1 boyutunda dogrusal
olmayan vektor degerli bir fonksiyon ve x,nx1 boyutunda durum vektoriidiir. (1.26)
denkleminin ¢oziimii olan x(t), genellikle durum uzaymdaki bir egriye karsilik gelir.
Dogrusal olmayan sistemlerde sistem matrisinin zamana gore degisip degismedigine gore
simiflandirilirlar. Zaman icermeyen sistemlere otonom sistem, zaman igeren sistemlere ise

otonom olmayan sistemler denir. (1.26) otonom olmayan sistemi
x = f(x) (1.27)

seklinde otonom sisteme doniistiiriilebilir.

Herhangi bir dogrusal olmayan denkleminin denge noktast x* = 0 olsun.
Tamm 1.2. (Kararhhk): Eger herhangi bir € > 0 igin t > 0 olmasi sartiyla ||x,| < & iken
[lx(t)|| < € olacak sekilde bir § > 0 varsa x* denge noktasi kararlidir.
Tanim 1.3. (Kararsizhik): x* denge noktasinda kararli degilse kararsizdir denir.
Tamm 1.4. (Asimptotik Kararhhk): Kararli x* = 0 denge noktasinda |[x,|| < § iken
th_)rg [lx(t)]| = 0 olacak sekilde 6§ > 0 bulunabiliyorsa x* = 0 denge noktasinda (1.27)

sistemi asimptotik kararlidir. Ayrica t > T olmak sartiyla € > 0 oldugunda ||x(t)|| < ¢
olacak sekilde T > 0 vardir.
Tanim 1.5. (Global Asimptotik Kararhhk): Kararli x* = 0 denge noktasinda (1.27)

sisteminin x(0) = x, baslangi¢ kosulu igin tlimllx(t)ll =0 oluyorsa x* =0 denge
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noktasinda global asimptotik kararlidir. Ayrica M > 0 ve € > 0 igin t = T olmak sartiyla
[xoll < M iken ||x(t)|| < € olacak sekilde T > 0 vardr.

1.3.2. Dogrusal Sistemlerde Kararhhk

Dogrusal sistemlerin dinamigi

x = A()x (1.28)

bi¢gimindedir. Burada A(t) n X n boyutunda bir matristir. Sistemde x(0) = x, baslangi¢

kosulu i¢in ¢6ziim
x(t) = eftx,

seklinde olur. Dolayisiyla orjin sistemin denge noktasi olacaktir.

Herhangi bir dogrusal sistemin denge noktasi x* = 0 olsun
Tanmim 1.6. (Kararhhk): Herhangi bir x(0) = x, baslangi¢ kosulu i¢in t > 0 olmak sartiyla
x|l < yllxoll sartin1 saglayan pozitif bir y sabiti varsa dogrusal sistem x* = 0 denge
noktasinda kararhidir.
Tanmm 1.7. (Kararsizhk): Dogrusal sistem x* = 0 denge noktasinda kararli degilse
kararsizdir.
Tamm 1.8. (Global Asimptotik Kararhlik): Herhangi bir x(0) = x, baslangi¢ kosulu i¢in
t > T olmak sartiyla ||x(t)|| < ullxoll sartim saglayan u > 0 igin T > 0 var ise x* = 0

denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

1.3.3. Dogrusallastirma ve Kararhhk

Dogrusal olmayan sistemin kararliligi hakkinda degerlendirme yapmak igin
Lyapunov’un dogrusallastirma yontemi kullanilacaktir. Bu boliimde dogrusal olmayan
sistemler dogrusallastirilarak denge noktasi yapisi ve bu denge noktasindaki kararlilig
incelenecektir. Oncelikle dogrusallastirmanim tanimimi verelim.

Tanim 1.9. (Dogrusallastirma): (1.27) otonom sistemi gdzoniine alalim. f(x) fonksiyonu

stirekli, tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Dogrusal olmayan sistemin dinamigi
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= (%)Hx + £, () (1.29)

seklinde yazilabilir. Burada f,, (x) yiiksek dereceli terimleri gostermektedir. Dikkat edilirse

(1.29) denklemi taylor agilimindaki birinci terimdir. f(0) = 0 oldugundax = 0 denge

noktasi olmaktadir. A katsay1 matrisi ve x = 0 f'nin jakobian matrisini ifade ettigine gore

A= (%)xzo (1.30)

olacak sekilde dogrusal olmayan sistemin x = 0 denge noktasindaki dogrusallastiriimasi

&= Ax (1.31)

seklinde olur.

Simdide dogrusallastirilmis sistemin kararliligin1 A katsayilar matrisinin 6zdegerleri
tizerinden acgiklayalim.

Tamm 1.10. (Lyapunov’un Dogrusallastirma Yontemi ve Kararhlhk):

e Dogrusallastirilmis sistem kesinlikle kararli ise(yani A nin tim 6zdegerleri sol yar1
karmagik diizlemde ise) dogrusal olmayan sistemin denge noktasi asimptotik olarak
kararlidir.

e Dogrusallastirilmig sistem kararsiz ise (yani A’nin en az bir tane 6zdegeri sag yari
karmagik diizlemde ise) dogrusal olmayan sistemin denge noktas1 kararsizdir.

e Dogrusallagtirilmig sistem marjinal olarak kararli ise (yani A’nin tim 6zdegerleri
sol yar1 karmasik diizlemde ancak bu 6z degerlerden en az biri jw ekseni lizerinde ise)
dogrusallastirilmis sistem kararliligt hakkinda herhangi bir sonuca varilamaz. Dogrusal
olmayan sistemin denge noktas1 kararli, kararsiz veya asimptotik kararli olabilir (Slotine ve
Weiping, 1991).

Dogrusal olmayan bir sistemin denge noktast ve kararliligt  sistemin
dogrusallastirilmasiyla belirlenebilir. Simdi dogrusal olmayan n boyutlu bir sistemin denge

noktas1 yapisini ve kararliligini inceleyelim.
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1.3.4. Yiiksek Boyutlu Sistemlerde Denge Noktasi ve Kararlilik Analizi

Bu bolimde n boyutlu diferansiyel denklem sisteminin denge noktalarindaki
kararlilig1 incelenecektir. t bagimsiz degiskenine bagli n boyutlu diferansiyel denklem

sistemi

dx;
dt
dx,

dt f2(x1, %5 n) (132)

= fl(xl' X2y e !xn)'

dx
d_tn = fn(xll X25 ey xn)’

seklinde ifade edilir. Buradan x4, x,, ..., x,, birer degisken ve f3, f5, ..., f,, fonksiyonlari ise
dogrusal veya dogrusal olmayan fonksiyonlar olarak tanimlanabilmektedir. (1.32) dinamik
sistemin kararliligini incelemek i¢in 6ncelikle dinamik sistemin zamana bagli tiirevleri sifira

esitlenerek denge noktasi bulunur.

dx;
=
dx;

a0 (1.33)

0

dx,
dt
(1.33) denkleminden denge noktas1 X = (X, X5, ...,X,) olmak {lizere bu denge noktasina

gore bir veya birden fazla kararli durum noktasi ortaya ¢ikabilmektedir. (1.32) sisteminin

Jakabian matrisi bulunup denge noktalar1 yerine yazilirsa

df,  dfi
dxy dx,
dfy  df
dxq dx,

30



biciminde n X n boyutunda bir matris elde edilir. (1.34) matrisinin 6zdegerleri A olmak

tizere det(J — Al) = 0 esitligi sonucunda
An+plln—1+p2/1n—2+...+pn =0 (1.35)

Karakteristik polinom denklemi ortaya ¢ikacaktir. Bu denklem sonucunda bulunan
0zdegerlerin reel kismi negatif ise (1.32) sistemi X = (Xq, X5, ..., X,) denge noktasinda
asimptotiksel olarak kararlidir (Kara, 2006). Eger 6zdegerlerin en az biri pozitif reel kisma
sahipse X = (X, %, ..., X,) denge noktasinda kararsizdir denir. Ozellikle yiiksek dereceli
karakteristik polinomlarda 6zdegerlerin negatif reel kisma sahip oldugunu anlamak ig¢in
Routz-Hurwitz kriteri kullanilmaktadir.

Karakteristik polinomun katsayilar1 olan p;,n X n boyutunda matrisin elemanlari

olmak iizere Hurwitz matrisi su sekilde tanimlanmuistir.

p, 1 rn 1 0
H = (p1), H, = (p3 Pz)' Hy=|p3 D2 P1)
Ps DPs D3

D1 1 0 - 0 p, 1 0 = 0
P3 P2 pp - 0 ps P2 p1 = O
Hi=| ps 2 ps - 0 |, Hy=|ps ps p3 = 0 |,
\sz—1 D2j—2 DP2j-3 pj/ \0 0 0 - Pn/

Burada H; matrisindeki (I, m) elemani

0<2l-m<kicin py_m,
2l =migin 1,

2l <mveya 2l >k +migin 0,

seklinde tanimlanmaktadir. Hurwitz matrisi j = 1,2, ...,k i¢in p ;i >0 ve det( Hj) > 0,

olmasi durumunda (1.32) sisteminin 6zdegerlerinin tiimii negatif reel kisma sahiptir (Admon

ve Maan, 2017).

31



1.4. Temel Ureme(Cogalma) Sayis

Temel iireme sayist olan R, adi diferansiyel denklem sistemine dayanan genel
enfeksiyon aktarim modelleri i¢in kullanilan bir degerdir. R, < 1 ise hastaliksiz denge yerel
asimptotik kararlidir.R, > 1 ise hastaliksiz denge noktas1 kararsizdir. Dolayistyla R, model
icin bir esik parametresidir. R ile elde ettigimiz sonuglar, timdr hiicresi-bagisiklik gdzetim
modelinde tlimoriin kontrolii i¢cin 6nemli bilgiler vermektedir.

Ry, yeni nesil matrisin spektral yarigapr olarak tanimlanacaktir. Adi diferansiyel
denklem sistemi ile modellenecek heterojen popiilasyon modellerine uygun bir degerdir. Bu
degeri modelimizde kullanip buldugumuz denge noktalarinin kararliligit hakkinda
degerlendirmelerde bulunacagiz.

Ry, olusturulan modelin kararlilig1 icin bir esik parametresi oldugunu gdéstermenin
yani sira bu degerin yakinindaki endemik dengenin varligini ve kararliligini belirlemek i¢in
de kullanilmaktadir. Bazi modeller Ry’in yakininda kararsiz endemik dengeye sahip
olabilmektedir. Bu durum modelin hastaliksiz denge noktasinda kararli olmasinin yaninda,
hastaligin genel olarak devam edecegini de gostermektedir. R, temel {ireme sayisi,
kompartimanli popiilasyon modeli g6z oniine alinarak agiklanacaktir. Daha sonra agiklanan
bu 6zellikler tiimdr hiicresi-bagisiklik gézetim modelinde kullanilacaktir.

Bireyleri yasg, davranis ve hastaligin evresi gibi n tane homojen degiskene ayrilabilen
heterojen bir yapiya sahip salgin popiilasyon modelini olusturdugumuzu varsayalim. Bu
modelde her x; > 0 icin x = (x1,xy, ..., x,)¢, her bélmedeki kisi sayis1 olsun. Ik m
kompartiman enfekte olmus kisilere karsilik gelsin. Modelde enfekte olmus ve enfekte
olmamig kompartimanlar arasindaki ayrimmn dogru yapilmamasi temel lireme sayisinin
yanlig hesaplanmasina neden olmaktadir. Bu ayrim sadece matematiksel denklemin yapisina
bakilarak belirlenememektedir. Matematiksel yapmin yaninda modelin epidemiyolojik
yapisindan da yararlanilmaktadir. X tiim hastaliksiz (enfekte olmus) bireylerin bir kiimesi

olmak tzere
X, ={x=20]|x;,=0, i=12,..,m}

seklinde yazilmaktadir. Oncelikle R, degerini hesaplamak icin enfeksiyona neden olan
degiskeni diger tiim degigskenlerden ayirmak gerekmektedir. F; (x) kompartiman i’deki yeni

enfeksiyonlarin ortaya ¢ikma orani olsun. V;*(x) bireylerin kompartiman i'ye diger tiim
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yollarla transfer orani ve V;” (x)bireylerin kompartiman dis1 transfer oran1 olsun. Enfeksiyon
aktarim modeli asagidaki denklem sistemiyle birlikte negatif olmayan baslangic

kosullarindan olusur (Van den Driessche ve Watmough, 2002).

X = filx) = Fi(x) = Vi(x) (1.36)

(1.36) esitliginde V;(x) = V;*(x) — V" (x) ‘dir. Bu fonksiyonlar asagidaki sartlar1 yerine
getirmektedir.

(A1) Egerx = 0isei = 1,2, ...,nigin F;(x), V7 (x), V] (x) = 0 olur.

(A2) Bger x; = 0 ise Vi (x) = 0°dir. Ozellikle x € X ise i = 1,2,...,m igin V(x) =0
olur.

(A3) i > migin F;(x) = 0'dur.

(A4) Egerx € X ise i = 1,2, ..., mi¢in F;(x) = 0 ve V;"(x) = 0’dur.

(A5) Eger F(x) herhangibir aktarim oranini igermiyorsa Df (x,), 0zdegerlerinin tiimii
negatif reel degerlere sahiptir.

Yukarida verilen (A1) — (A5) kosullarna gore asagida verilen lemma Df (x,)
matrisini (1.36) denklemindeki gibi fonksiyonlara ayirmamiza olanak vermektedir (Van den
Driessche ve Watmough, 2002).

Lemma 1.1. xy, (1.36) denkleminin denge noktasi ve bu noktadaki f;(x) fonksiyonun

tirevleri DF (xy) ve DV (x,) olmak lizere

o) = (o o) PVew =(j, )

seklinde tanimlanmaktadir. Buradaki F ve V m X m boyutundaki matrisler asagidaki gibi

tanimlanmustir.

,  1<i, j<m

P J0F; - av;
= la_xj(xo)l ve 'V = [a_xj(xo)

Burada tanimlanan F matrisi negatif olmayan bir matris, V' matrisi tekil olmayan bir M
matrisidir. Ayrica J, ise tiim 6zdegerleri pozitif gercek degere sahip olan bir matristir.
Tamm 1.11 AeM,,(R) olmak iizere A matrisinin mutlak degerinin en biiylik 6zdegerine

A’nin spektral yaricapi denir ve p(A) ile gosterilir.
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Teorem 1.1. f;(x) ile (1.36)’da verilen hastalik iletim modelinin (A1) — (A5) kosullarini
sagladigini varsayalim. Eger x, modelin bir denge noktas1 ise R, < 1 oldugunda x, denge
noktasinda yerel asimptotik kararlidir. Ry > 1 ise bu denge noktasinda kararsizdir. Burada

temel lireme sayis1
Ro=p(FV™1) (1.37)

seklinde FV ™! matrisinin spektral yaricapr olarak tanimlanmistir (Van den Driessche ve
Watmough, 2002).

Yeni olusturacagimiz Tiimdr hiicresi-bagisiklik gdozetim modeli bir hiicre popiilasyon
modelidir. Yani modelimizde birey yerine hiicre, enfeksiyon yerine tiimor hiicresi ifadeleri
kullanilacak ve buna gore temel lireme sayist olan R, bulunacaktir. R, < 1 ise tiimorli bir
hiicre bagisiklik hiicrelerine gore daha az ¢ogalacaktir. Ry > 1 oldugunda ise tiimorlii hiicre
bagisiklik hiicrelerine gore daha hizli bir ¢cogalim gosterecek ve tiimorlii hiicreler saglikli

hiicreleri de istila edecektir.

1.5. Olasihk Kuramu ile Ilgili Temel Kavramlar

Olasilik kuraminin ve stokastik siireglerin temeli belirsizlik ilkesine dayanmaktadir.
Glnliik hayatimizda doga ve toplum olaylarina, ekonomiye, finansa, meteorolojiye, tip ve
kimya alanlarina genellikle belirsizlikler hakimdir. Bu belirsizlik durumlarini bilimsel olarak
ifade etmek icin olasilik, istatistik ve stokastik siirecler gibi alanlar ortaya c¢ikmustir.
Belirsizliklerin uzun dénemli davraniglar1 bir diizgiinliik ve bir belirlilik ¢ercevesinde belli
bir Oriintiiyii takip etmektedir. Bu 6zellikler dolayisiyla olasilik kurami ve stokastik siiregler
matematik dal1 olarak gelismislerdir (Capar, 2013). Oncelikle olasilik kuramu ile ilgili temel
tanimlamalar1 yapalim.

Tamm 1.12. Sonuglar1 6nceden kestirilemeyen gergek bir deneyi (laboratuar deneyi gibi)
veya belirsizlik tagiyan bir gézlem, 6l¢iim veya herhangi bir etkinligi ifade eden isleme
stokastik veya rasgele deney adi verilir.

Tamm 1.13. Bir rastgele deneyin olas1 tiim sonuglar toplulugunu olusturan kiimeye 6rnek
uzay denir. Ornek uzaym herhangi bir alt kiimesine olay ad1 verilir.

Tanim 1.14. Bir deney esit olasilikli N farkli sonug verirse ve bu sonuglarin M tanesi bir A

olayima uygun ise, A olaymin P(A) ile gosterilen gerceklesme olasiligi
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P(4) = Uygun sonuglarin sayist M
~ Ornek uzaydaki tim sonuglarin sayist N

seklinde yazilir (Akdeniz, 2014).
Olasiliklar  genelde rassal bir deneyin sonucunda degisik sonuglarin
gozlenebilmelerine olanak saglayan sayisal degerlerdir. Olasilik fonksiyonu
P:{olaylar kiimesi} = [0,1]
biciminde bir kiime fonksiyonudur. Bu fonksiyonun tanim kiimesi s6z konusu rassal deneyin
biitiin olaylarini igine alan bir kiime deger kiimesi ise kapali [0,1] araligidir. Fonksiyonun
yapist 1933 yilinda Rus matematik¢isi A. N. Kolmogorov (1903-1987) tarafindan ortaya
atilan aksiyomlarla sekillenmistir (Kolmogorov, 1956). Olasilik uzayini incelemeden 6nce
bazi notasyonlar1 agiklayalim.
e Q ornekleme uzay:: lyi bir sekilde tanimlanmis rassal bir deneyin miimkiin olan
biitiin sonuglarindan olusan kiimedir. Bu kiimenin elemanlar1 (deney sonuglari)
w, s, x,y,z gibi harflerle gosterilecektir.
e Olaylar: 4,B, C, D, E gibi biiyiik harflerle ifade edilecektir
e Olaylar toplulugu, elemanlar1 kiime olan kiimeler: B,F,G gibi biiyiik harflerle
belirtilecektir
Boylece bu semboller arasindaw € A € F seklinde bir hiyerarsi olusmaktadir (Capar,
2013).
Tammm 1.15. F bir 0 kiimesinin herhangi bir alt kiimeler toplulugu olsun. Asagidaki
ozellikleri géz Oniine alalim:
) NeF,
I1) A € Folsun. O taktirde A€ € F;;
M) Ay, Ay, ... , A, € F ise o taktirde U, 4; € F;
IV)Ay, A,, ... Ay, ... € Fise o taktirde Up_,4; € F.
Eger F toplulugu I, II ve III kosullarin1 sagliyorsa bir cebir veya Boole cebri, I, II ve
IV kosullarini sagliyorsa bir sigma-cebir(o-cebir) adini alir. Cebir veya o-cebrin (2 nin alt
kiimelerinden olustugu belirtilmek isteniyorsa “f2 i¢inde bir 6-cebir(veya cebir) dir” ifadesi
kullanilabilir. Ayrica (12, F) ¢iftine de 6l¢iilebilir bir uzay denir (Capar, 2013).
Lemma 1.2.
i) Bir o-cebir ayrica bir cebirdir,

ii) Sonlu sayida kiimesi olan F toplulugunun c-cebir olusu ile cebir olusu 6zdestir.
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Tamm 1.16. Bir (2, F, P) tiliisti asagidaki sartlar altinda bir olasilik uzayidir.
1) {2 soyut bir kiime (6rnekleme uzay1 gibi);
i1) F, £ i¢inde bir o-cebir;
iil) P: F — R asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir kiime fonksiyonu:
a) Her A € Fi¢in P(A) = 0;
b) P(2) =1
c) Ay, Ay, ... € Folaylan ayrik olaylar (4; N A; = @,i # j) ise

P (O Al-) = i P(A)
1 i=1

i=

olsun. {2 rassal bir deneyin 6rnekleme uzayi ise, A veya F elemanlar1 rassal deneyle ilgili
olaylardir. Burada P ye olasilik fonksiyonu, olasilik 6l¢iisii veya kisaca olasilik denir (Capar,
2013; Khaniyev vd, 2017)

Tanim 1.17. (Q, F, P)bir olasilik uzay1 ve X: 0 — R bir fonksiyon olmak iizere Vx € R
icin {x € R: X(w) < x} € F ise X fonksiyonuna rastgele degisken denir (Nasirova vd,
2009). Diger bir deyisle rastgele degisken drnekleme uzayi lizerinde tanimli 6lgiilebilir bir
fonksiyondur (Capar, 2013).

Tamm 1.18. X bir rastgele degisken olmak ilizere X'in alabilecegi degerlerin kiimesi sonlu
yada sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’e bir kesikli rasgele degisken denir. X rastgele
degiskeninin alabilecegi degerlerin kiimesi bir aralik yada araliklarin birlesimi seklinde ise
X’e stirekli rastgele degisken adi verilir (Akdeniz, 2014).

Tamim 1.19. X, sonlu sayidaki xq, x5, ..., Xy degerlerini f(x;)) =PX =x;), i =
1,2,3, ..., N olasiliklar1 ile alabilen kesikli rastgele degisken olsun. Bu durumda asagidaki
kosullar1 saglayan f(x) fonksiyonuna X'in olasilik fonksiyonu denir (Akdeniz, 2014).

1)  f(x) =0, tim x’ler igin

i) XL f(x) =1

Tanmm 1.20. Bir kesikli X rastgele degiskenin x e esit yada kiigiik olmasi olasiligina X
rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir. Dagilim fonksiyonu F(x) ile gosterilir. O

halde
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FO) =P <2 = ) f(x)

XisX
dir (Akdeniz, 2014).
Tamm 1.21. X, (—o0, o) araliginda siirekli rastgele degisken olsun. Asagidaki kosullari
saglayan f(x) fonksiyonuna X rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu denir

(Akdeniz, 2014).

1) f(x)=0,—0<x <00

i)y [ flodx=1

Tamm 1.22. X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rastgele degisken olsun.

X’in dagilim fonksiyonu

F(x)=PX <x)= fx f(s)ds

olarak tanimlanmaktadir (Akdeniz, 2014).
Tammm 1.23. (Q,F,P) olasihik uzayinda X:Q — R rastgele degiskeninin olasilik dagilim

fonksiyonu f(x) olmak {izere X kesikli rastgele degiskenin beklenen degeri

EOO = ) % f(x)

L

olarak tanimlanirken X siirekli rastgele degiskenin beklenen degeri

e

E(X) =f xf (x)dx

seklinde tanimlanmaktadir (Capar, 2013).
Tamim 1.24. Bir X rastgele degiskeninin V (X) veya o2 ile gosterilen varyans asagidaki gibi
tanimlanir:

V(X) =02 =E[X —EX)]?
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bu sekilde tanimlanan V (X) sayisinin pozitif karekokiine ise X rastgele degiskeninin standart
sapmasi denir (Akdeniz, 2014). Burada X kesikli veya siirekli rastgele degiskenler icin f(x)
olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in

VX)) =0?= EX*) - [E(X)]?

esitligi saglanir.
Tanmmm 1.25. Eger E(|X|") < o0 ise @, = E(X™) sayisina X rastgele degiskeninin n.
mertebeden (baslangi¢) momenti denir.

Tanim 1.26. Eger Vt € (—a, B); a > 0,5 > 0 icin E(e'X) < oo ise
My (t) = E(e®X) = j eXdFy(x)

ifadesine X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu denir.

Moment ¢ikaran fonksiyon kullanilarak, |E(X™)| = |a,| < o ise
MP@®)| =EX™) =an,n=123,..
t=0

seklinde bir X rastgele degiskeninin momentleri hesaplanabilmektedir (Khaniyev vd, 2017).

1.5.1. Baz Siirekli Rastgele Degiskenlerin Dagilimlar:
1.5.1.1. Normal Dagihim

Gauss dagilimi can egrisi adiyla da bilinen fonksiyon

1 _Ge=w?
X) =——e 204 , —0O X (0]
f(x) Y= : <x<

ile tan1lanmaktadir. Istatistik ve miihendislikte en sik kullanilan olasilik dagilimidir. Normal
dagilimin bu kadar ¢ok kullanilmasinin sebebi ¢ok sayida tekrar i¢ceren birbirinden bagimsiz
gozlemlerin veya onlarin hatalarinin normal dagilim egrisiyle uyumlu olmasidir. Siirekli

rastgele degisken olan X, bir deneyin sonucunda normal dagilimhi ¢ikiyorsa X~N(u, 0%)

38



seklinde ifade edilir. Dagilimin parametreleri olan u ve o2 sirasiyla X rastgele degiskenin
beklenen degerini (ortalama degerini) ve varyansini gosterir.
Normal rastgele degiskenin u ve o2 parametreleriyle moment olusturma islemi su

sekilde tiiretilir.

Mx(t) = E[e™]

buraday = % dontistimii yapilirsa

1

— fe“’ye z
\/27‘[

eut b —ztay
i j e
\/271

eht joo _ (y-ta)? tzr)2 20 2)
=—— | e dy
—00

T

2 1 [ e

:e(HH )—fe_yz dy

Vam .

242

_ ueer) (1.38)

1 _mte)? . . :
Burada —e 2 normal rastgele degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu (to ve 1

Vam

parametrelerine sahip) ve onun integrali 1°e esit olmalidir (fonksiyon egrisinini altinda kalan

alan 1’e esittir). (1.38) denkleminin tiirevini aldigimizda

2t?
My'(t) = (u+ t02>e("“" :)

M, (t) = aze(uthé) + (u+ taz)ze(uthé)

bu yiizden

E[X] = My'(0) = u
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E[X?] = My" (0) = 2 + 2
ve

E[X]=u
Var(X) = E[X?] — (E[X])? = 02

Boylece u dagilimin beklenen degerini(ortalama degerini), o2 ise dagilimm varyansini
gosterir (Ross, 2004).

Beklenen degeri p varyansi a2 olan X rastgele degiskeni normal dagilima sahipse yani
X~N(u,0?) ise, beklenen degeri au + B ve varyansi a?c? olan Y = aX + f degiskeni

normal dagilima sahiptir. Yani
Y =aX + B~N(au + B,a’c?)

dir. Bunu moment c¢ikaran fonksiyonu kullanarak gorebiliriz. (1.38) denkleminden

yardimryla

E[et(aX+,8)] — etﬁ E[eatX]
= etPexp{uat + o%(at)?/2}
= exp{(au + Bt + a?c?t?/2}

ifade edilebilir.
1.5.1.2. Standart Normal Dagilim

Beklenen degeri u = 0, varyansi 62 = 1 ve olasilik yogunluk fonksiyonu

xZ
f(x) =—e" 2z, —0 < x < ®

V2n

olan dagilima standart normal dagilim veya birim normal dagilim denir. X rastgele degiskeni

standart normal dagilima sahipse X~N(0,1) seklinde gosterilir (Akdeniz, 2014).
Teorem 1.2. X~N(u,0%) normal dagilima sahipse Z = XG;” degiskeni N(0,1) standart

normal dagilima sahiptir.

Standart normal dagilim i¢in birikimli dagilim fonksiyonu ®(.) olmak iizere
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X

1
d(x) = NoT je—yZ/z dy, —oo<x<oo

—00

seklinde ifade edilir (Ross, 2004).
1.5.1.3. Beta Dagilimi

Bir X rastgele degiskeni,

flx) = x—0)eV(c+d—x)PVc<x< c+dab>0

d(a+b_1)B(a, b)

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonu ile ifade edildiginde dagilim Genellestirilmis Beta
dagilimina sahip olacaktir. Bu rastgele degisken X ~ Beta (¢, d, a, b) ile gosterilmektedir.
Burada c rastgele degiskenin alabilecegi en kiiciik degeri, d rastgele degiskenin alabilecegi
degerlerin agikligin1 belirleyen parametreler iken a ve b ise sirasiyla sol ve sag sekil
parametreleridir. B(a,b) ise Beta fonksiyonunu gostermektedir. Genellestirilmis Beta

dagiliminin beklenen deger ve varyansi

EX)=c+ da+b

ab

Var) = e B @t b+ D

bicimindedir. Beta dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu:

- a+r \tk
MX(t)_1+Z<H +,6’+r>k'

Beta dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu su sekilde ifade edilir:

By (@, B)

F(x;a,F) ICT))

= L(a, )

41



Burada B, (a, B) bir tamamlanmamuis beta fonksiyonu olarak ve I,.(«, ), diizenlenmis beta
fonksiyonu olurlar. Beta dagilimi, (0,1) araliginda degerler alan standart Beta dagiliminin

herhangi bir (¢,c + d) araligina genellestirilmis halidir. Bir Y rastgele degiskeni

f) = y@ D (1 —)®-D y € (0,1),a>0,b>0

B(a,b)
seklindeki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse, standart Beta dagilimina sahiptir. Bu
rastgele degisken Y ~ Beta(a, b) ile gosterilir. Standart Beta dagilimi i¢in beklenen deger

Ve varyans

ab

a
EX) = o Ve () = N e s b+ D

a+ b

seklindedir (Karaarslan, 2019).

1.6. Rastgele Diferansiyel Denklemler

Deterministik diferansiyel denklemler kullanilarak asagidaki li¢ sekilde rastgele

diferansiyel denklemler elde edilebilmektedir.

X'(t) = f(X(t),Y(t),0), teT; X(ty) = X,

seklindeki bir adi diferansiyel denklem goz Onlinde bulundurulsun. Bu adi diferansiyel
denklemi
1. Rastgele baslangi¢ degerleri ile
X®=f&x®,Y@®),0, teT; X(t) =X
seklinde bir X, rastgele degiskeni kullanarak,
1i. Rastgele homojen olmayan terim ile
X'@)=fX®,0+Y®), teT; X(t) =X
seklinde bir rastgele Y (t) siirecini kullanarak ve
iii.  Rastgele katsayilar ile

X'(t) =A®)X() + Y (b), teT; X(ty) =X,
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seklinde bir rastgele A(t) ile ifade edilen bir rastgele siireci kullanarak bir rastgele
diferansiyel denklem haline getirebiliriz (Soong, 1973).

Timor bagisiklik etkilesimlerinin rastgele dinamiklerinin incelenmesi i¢in model
parametreleri rastgele degiskenler olarak ele alinacaktir. Parametrelerin rastgele
davranislarina yonelik (ii1) tipinde deterministik diferansiyel denklemlerde belirtildigi gibi

uygulanarak rastgele diferansiyel denklem modeli olusturulacaktir.

1.7. Stokastik Diferansiyel Denklemler

Uygun baslangi¢ kosullar1 altinda tek bir ¢ézliime sahip olan adi diferansiyel
denklemler ile ifade edilen deterministik modellerin aksine, stokastik diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri siirekli zamanli stokastik siireclere sahiptir. Stokastik dinamiklerin
Ozellikleri kapsaminda stokastik diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in kullanilan
yontemler, adi diferansiyel denklemler ile benzer tekniklere dayanmaktadir (Sauer, 2012).
Stokastik diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin tanimlamasin1 yapmak ig¢in
oncelikle stokastik siire¢ konularinda temel tanimlar incelenecektir.

Gergek sayili t > 0 ile indekslenen X, rastgele degiskenler kiimesine siirekli zamanl
stokastik siire¢ denir (Hassler, 2016). Stokastik siire¢ kapsaminda gauss siirecini ve artiglar
bagimsiz siire¢ olan Winner siirecini tanimlayalim
Tamm 1.27. (Gauss Siireci): Sonlu boyutlu dagilimlar1 normal dagilim olan siirece Gauss
stireci denir.

Tanim 1.28. (Winner Siirecleri): Bir (€}, &, P) bir olasilik uzayinda w € (, t > 0 olmak
tizere W (t) = W(w, t) siireci asagidaki kosullari sagladigi varsayilsin

1) wW() =0,

2) W(t) siirecinin artislart bagimsizdir. Yani 0 = t, < t; ... <t, < oo, n =1,2,...
icin W(ty) — W(ty), W(ty) —W(ty), ..., W(t,) — W(t,—1) artiglari
bagimsizdir.

3) Her 0 <s <t i¢in W(t) — W(s) artis1 (0,t — s) parametreli normal dagilima
sahiptir.

Bu durumda W (t) siirecine Winner siireci denir. (Aliyev, 2010)
Winner stireci ayn1 zamanda Gauss siirecidir. Normal dagilima sahip bir vektoriin

lineer doniisiimii de normal dagilima sahiptir. Winner siirecinin dagilimlari normal dagilima
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sahip oldugundan sonlu boyutlu dagilimlar1 da normal dagilima sahiptir. Yani Winner siireci
ayn1 zamanda bir Gauss siirecidir (Aliyev, 2010).

1923°de Nobert Wiener’dan sonra adlandirilan Wiener siireci, botanik¢i Robert Brown
tarafindan 1827°de genel olarak Brownian hareketi olarak adlandirilan rasgele davranisi
temsil eden matematiksel bir yapidir. Brownian hareketi stokastik siireglerin
modellenmesinde 6nemli bir yere sahiptir. Ciinkii Beyaz Giiriiltii denilen frekanstan
bagimsiz idealize edilmis giiriiltiiniin integralini temsil etmektedir. Winner islemi daha ¢ok
deterministik olarak modellenemeyen digsal etkileri inceleyen durumlarin modellenmesinde
kullanilmaktadir (Sauer, 2012).
Tanim 1.29. (Gauss Beyaz Giiriiltii Siireci): Beyaz Giiriilti siireci kabaca Brown hareket
stirecinin tiirevi olarak bilinmektedir.

Stokastik diferansiyel denklemi tanimlamadan O6nce adi diferansiyel denklemi ve
denklem sistemlerini agiklayalim.

Bilinmeyen bir x(t) fonksiyonunu ve onun tiirevlerini ihtiva eden
F(x,x',x", .., x™,t) =0 (1.39)

seklindeki denkleme adi diferansiyel denklem denir. Esitlikte en yiliksek mertebende tiirev n
ise diferansiyel denklem n’inci mertebeden bir diferansiyel denklem adini alir. Diferansiyel
denklemin ¢6ziimii (1.39)’u saglayan bir x(t) fonksiyonudur. Birgok uygulamali problemde
x(t)’nin ve tlirevlerinin belli noktalarda belli degerler almas1 istenir. Eger bu degerler bir
araligin baslangic degeri i¢in belirtilmis ise diferansiyel denklemin ¢6ziimii bir baslangi¢
deger problemi olur. Eger bir araligin her iki ucunda belli degerler alinmasi belirtilmis ise
probleme bir sinir deger problemi denir. Bilinmeyen fonksiyon birden fazla degiskene bagh
oluyorsa bu diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem adi verilmektedir. Eger
diferansiyel denklem birden ¢ok bilinmeyen fonksiyondan olusursa ilgili diferansiyel
denklemler bir denklem sistemi olusturmaktadir. Baglangic veya sinir deger problemlerinin
yalniz bir ¢oziimii, birden ¢ok ¢oziimii olabildigi gibi ¢6zimii olmayan denklemler de

olmaktadir. Coziimlerinin varh@in arastirdiZimiz problemlere varlik ve teklik problemi
denilmektedir. Birinci mertebeden % — h(t) = 0 diferansiyel denklemini ele alalim.

Denklem t = 0 baslangi¢c kosulu altinda ¢oziimii x(t) = foth(s)ds + C seklinde ifade

edilmektedir. x(0) = x, sart1 varsa keyfi sabit degeri C = x olarak bulunur. Daha genel

ifade etmek gerekirse birinci dereceden diferansiyel denklem
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d);(tt) = a(t,x(t)), x(0) = xq (1.40)

seklindedir. (1.40) denklemi yari-dogrusal bir denklemdir. Eger a fonksiyonu i¢inde x(t)
birinci dereceden bir fonksiyon oluyorsa (kare, kiip, kesirli kuvvetler, trigonometrik, iissel
vb bir ifade yer almryorsa) denklem dogrusal(lineer) bir denklem olmaktadir. Birinci derecen

bir dogrusal denklem
x'(t) + p(Ox(6) = q(t) (1.41)

formundadir. Bu denklemin ¢6ziimii bulmak istiyorsak denklemin her iki yanini el pit

integral ¢arpani ile ¢arpariz. Bu sayede denklem
d
E [x(t)efpdt] = q(t) efpdt (142)

Seklinde yazilir ve x(t) = e /P4 [q(t)eJPa 4 C elde edilir. Baslangic kosullari
denklemde yerine yazilarak C sabiti bulunur ([ pdt integrali fot pdt seklindeki belirli
integral ile degistirilebilir).

(1.40) denkleminde x(t) bir fonksiyon olarak degil X, gibi bir siire¢ olmasin1 saglamak

icin baslangic sart1 olan x, yerine X, = Y (w) seklinde rassal bir degisken olmasi1 durumunda

yazilacak olan diferansiyel denklem
dXt = a(t,Xt), XO = Y((l)) (1.43)

seklinde ifade edilebilmektedir. Bu denklemin baslangi¢ kosullar altinda bir ¢oziimii varsa
bu ¢oziim X;(w) gibi bir stokastik siire¢ olacaktir. (1.43) baslangi¢ deger probleminde
a(t,X,) = X;, X, = e%, (Z:standart normal degisken) olsun. Bu taktirde denklem

dX, = X,dt => InX, =t +C = X, = e'*¢  seklinde bir ¢oziime sahiptir. Baslangig
kosulu t = 0 = X, = e olur. Bu baslangi¢ kosulu altinda ¢éziim X, = X,e® siireci olur.
Dikkat edilirse stokastik yontemler kullanilmadan ¢oziime ulasilmistir. Rassallik sadece
baslangi¢ sartlarindan degil, Olgiimlerdeki bilinmeyen etkiler ve hatalardan da

kaynaklanmaktadir. Bu rassallig1 bir beyaz giiriiltii siireci ile ifade edersek
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seklinde diferansiyel denklemi elde edilir. (1.44) denkleminde rassallik hem baslangic
kosullarindan hemde Winner siireci ile ifade edilen hatalardan kaynaklanmaktadir. (1.44)
denkleminin ¢6ziimii varsa bu ¢6ziim {X;; t € [0, T]} seklinde bir stokastik siire¢ olacaktir.
(1.44) denkleminde X, de t ile t + dt arasindaki degisim a(t, X;) dahilinde dX; = X;44: —
X, seklinde ifade edilirken winner siirecinde deterministik b(t,X;) dahilinde dW, =
AW, q:—dW, seklinde ifade edilmektedir. Burada a(t,X;) ve b(t,X;) rassal olmayan
deterministik  fonksiyonlardir. Yoriingelerinin tlirevi olmayan Winner siirecinin
diferansiyelinin integralini Ito integral hesabi ile tanimlanabilmektedir (Capar, 2013).
Stokastik integral hesap 1940 yilinda japon matematik¢i K. Ito tarafindan tanitilarak

stokastik diferansiyel denklemler i¢in matematiksel olarak anlamli bir formiilasyon elde
edilmistir (Ito, 1944). (1.44) denkleminin integral formunda yazilmasi ve | Ot dX, =X — X,

esitligi ile Ito stokastik diferansiyel denklemi
t t

X: =X, —f a(s,Xs)ds +f b(s,X,)dW,; te€|[0,T] (1.45)
0 0

seklinde ifade edilir. Burada X, = 0,a = 0,b =1 i¢in X; = fot dW, = W, winner hareket
siirecini ve X, =0, a =y, b = 1 i¢in X, = fot uds + fot dW, = ut + W, ise siiriikklenmeli

winner hareket siirecini verir. Simdi de stokasik diferansiyel denklem sistemlerinin bazi

sayisal ¢oziim yontemlerini inceleyelim.
1.7.1. Stokastik Diferansiyel Denklemlerin Bazi Sayisal C6ziim Yontemleri

Stokastik diferansiyel denklemler yaklasimi i¢in en basit ve en etkili hesaplama
yontemi Stokastik Euler-Maruyama metodudur. Stokastik Euler-Maruyama y6ntemi
yaninda Stokastik Milstein ve Stokastik 2. ve 4. Mertebeden Runge-Kutta yontemleri
tanimlanacaktir. [c,d] araliginin c = t, < t; < t, <...< t, = d seklinde sonlu bdliimlere
ayrildigim diisiinelim. flgili ¢ noktalarindaki yaklasik x degerlerinin wy < wy < w, <+ <

w,, oldugu kabul edilirse

dX(t) = a(t,X)dt + b(t,X)dW,; X(c) =X, (1.46)
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verilen baslangi¢ deger probleminin yaklasik ¢ozlimleri i¢in yaklagimlari kisaca agiklayalim
(Kloeden ve Platen, 1999).
e Stokastik Euler-Maruyama Metodu

W0=X0

1.47
Wir1 = w; + a(t;, wp)Atiq + b(t;, w) AW,y (147)

Burada

Ativy =ty — 4
AWip1 = W(tiyry — W(E)

seklinde yazilabilir. AW; rastgele degiskeni AW, = z;,/At; seklinde ifade edilir. Burada z;

ortalamasi 0, standart sapmasi 1 olan N(0,1) seklinde rastgele standart normal dagilimdir.

Euler Maruyama denklemini (1.47) Black-Scholes denklemi seklinde ifade edersek

W0=X0

1.48
Wiy1 = W; + uw;Atiq + owi AW,y (1.48)

yazilir. Burada p stiriiklenme katsayisi, o ise difiizyon katsayisi olarak ifade edilmektedir.

o Stokastik Milstein Metodu

WO s XO
Wi = w; + a(ty, wpAtiy, + b(E, w)AW; 1.49
1 ob ) (149)
+§b(ti,Wi)a (i, wy) (AW, “ — At; )
Milstein metodunu black scholes denklemi seklinde ifade edersek (1.49) denklemi
Wqo = XO
(1.50)

1
Wiy = Wi + pAtiy + oMW + 50 (Aw; ? = At;)

biciminde yazilir. Burada p siirliklenme katsayisi, o ise diflizyon katsayisi olarak ifade

edilmektedir.
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e Stokastik Runge Kutta Metodu

Adi diferansiyel denklemlerde fark semalarinda oldugu gibi yiiksek dereceli Runge-
Kutta yontemleri ile hata orani1 digiiriliip yiiksek dereceli dogruluk elde etmeye
caligilabilir. (m + 1)’inci mertebeden Stokastik Runge-Kutta semalar1 asagidaki gibi ifade
edilebilmektedir (Gard, 1988).

m m

Xn =Xn_1 +Zpl Flh+qu GiAWn (151)
i=0 i=0

(1.51) stokastik denklemi

%, = X,
Fo = f(tn_1 + aoh, Xn_1), Go = g(tn—1 + aoh, Xp_1),
X,(ll_)l = Xp—1 + BroFoh + Y10GoAW,,

F, = f(tn_l + alh,XT(ll_)l), G, = g(tn_l + a4 h, X,Sl_)l),

X‘r(Ll—)l = X1 + (BaoFo+B21F)h + (Y20 Go+Y21G1) AW,

1.52
Fz = f(tn—l + azh, X?'(lz—)l)' Gl = g(tn—l + azh’Xr(lz—)l)’ ( )

m-—1 m-—1

XM = X+ Z B Fih + Z Yonj GiAW,
j=0 Jj=0

E, = f(tn_1 + an,h, Xr(lrfi), Gy = g(tn_1 + a,h, Xr(ffi),

m m
z Di= Z q; = 1.
i—0 =0

olacak sekilde (1.52) semasina gére m = 1 i¢in 2. Mertebeden Runge Kutta denklemi elde
edilmektedir. Gard (1988)’e gére m =1 i¢in ortaya ¢ikan parametre degerleri oy =
0,1 =PF10o=Y0=1 pPo=P1=qQ=q1 = 1/2’dir. Bu degerler (1.52) semasinda
yerine yazilarak 2. Mertebeden Runge-Kutta denklemleri ile stokastik diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimleri bulunabilir. Yaklasik ¢ozlimlerdeki hata oranini azaltmak
icin m degeri artirilabilir. m = 3 alindiginda 4. Mertebeden Stokastik Runge Kutta Metodu

ortaya ¢ikmaktadir. m = 3 i¢in
o = P20 = P30 = P31 = V20 =¥30 = V31 =0,
=0y =P10=P21= Y10 =V21 = 1/2'
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a3 =Pz =v32=1,
Po = P3 =%=Q3=1/6,Ve PL=DP2=q1 =5 =1/3,
seklinde ifade edilmektedir. Bu degerler (1.52) semasinda yerine yazildiginda

_ _ 1
XTl == Xn—l + g{[FO + 2F1 + 2F2+F3]h + [GO + 201 + 262+G3]AWn}

stokastik denklem elde edilir. Burada

Fy = f(tn—l:)?n—l): Go = f(tn—l:)?n 1)

1 1 1 _ 1 1

F1 = f (tn—l + Eh,X -1 + = Foh + = GoAW ) = ( Tl—l + Eh,Xn_l + EFoh + EGOAWTI)’
1 1 1 _ 1 1

FZ =f(tn_1+_h,X 1+ F1h+ GlAW) ( n—l+§hJXn—1+§F1h+§GlAWn)r

F3 = f(tn Xno1 + Foh 4+ G,AW,), G3 = f(tn Xno1 + Foh + G, AW,),

olur (Gard, 1988). Bu yaklasimlar kullanilarak Stokastik tlimor-bagisiklik gozetim

modelinin yaklasik ¢coziimleri elde edilecektir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bdliimde, 1. Boliimde tanimlanan Kuznetsov vd (1994), Matzavinos vd (2004),
Pillis (2001), Pillis ve Radunskaya (2003a), Pillis ve Radunskaya (2006), Al-Tameemi vd
(2012), Mahasa vd (2016) modelleri incelenerek yeni bir tiimor hiicresi bagisiklik gézetim
modeli olusturulmustur. Bu modelleri incelemenin yani sira Diefenbach vd (2001), Dudley
vd (2002) ve Donnelly (2003) calismalarindaki deneysel sonuglardan yararlanarak Pillis
tarafindan olusturulan Pillis ve Radunskaya (2003a) modelinin ve buna ek olarak Al-
Tameemi vd (2012) modelinin varsayimlari kullanilmistir. Ayrica bu boliimde yeni modelin

deterministik ve stokastik analizi yapilmstir.

2.1. Genisletilmis Tiimor hiicresi Bagisiklik Gozetimi Etkilesim Modeli

Al-Tameemi vd (2012) modelinde efektor hiicreden kacan tiimor hiicrelerinin birden
fazla kagisini agiklayan bir model tanimlamistir. Efektor hiicrelerin bilesenleri olan CTL
(CD8+) ve NK (dogal oldiirticii bagisiklik hiicresi) hiicresinin iki kolundan da birer kez
kacan tiimor hiicrelerinin modellemesi Tiimor hiicresi bagisiklik gézetim modeli ad1 altinda
Mahasa vd (2016) makalesinde yer almistir. Bu iki model gelistirilerek NK ve CTL
bagisiklik hiicrelerinden birden fazla kagisini agiklayan bir model olusturulmustur. Bu
model genisletilmis timor hiicresi bagisiklik gézetim modeli olarak adlandirilmistir. Timor
hiicresi gelisimi ve bagisiklik sistemi iizerine bilimsel literatiir kapsaminda modelimiz i¢in
asagidaki varsayimlari yapariz

(1) Timor hiicreleri bagisiklik cevabinin yoklugunda lojistik olarak biiytirler (Pillis ve
Radunskaya, 2003a; Mahasa vd, 2016).

(11) NK hiicresi gozetiminden bir tiimor kacarsa, NK hiicresi ile kisa siire karsilagtiktan
sonra NK aracili 6ldiirmeye kars1 tiimdr direnci artar; ayn1 benzetme CTL gozlemi icin de
gecerlidir. Dolayisiyla fenotipik olarak "vahsi tipli" tlimorler saf tiimor hiicrelerden farklidir
(Mahasa vd, 2016).

(i11)) NK aracili oldiirme isleminden kagan ve ayrica bir NK hiicresi ile kompleks
olusturan "vahsi tipli" timor hiicresi olma ihtimali kiigiik veya sifirdir. Aynmi varsayim, CTL
aracili 6ldiirme isleminden kagan "vahsi tip" tiimor hiicresi i¢in de gecerlidir (Al-Tameemi

vd, 2012; Mahasa vd, 2016).



(iv) Dogustan gelen sistemin bir parcasi olan NK dogal dldiiriicti hiicreler (N) viicutta
daima bulunur ancak sitotoksik T lenfositleri (L) sadece tiimdr varliginda mevcuttur (Pillis
ve Radunskaya, 2003a; Pillis vd, 2006; Mahasa vd, 2016).

(v) Hem NK hiicreleri hem de aktive CD8 + CTL'ler, sonunda tiimor hiicreleri ile ilk
karsilastiktan sonra daha az etkili olur (de Pillis ve Radunskaya, 2003a; Kuznetsov, 1997).

(vi) Hem NK hem de CTL'ler tiimor hiicrelerini ¢ozebilir (Pillis ve Radunskaya,
2003a; Mahasa vd, 2016).

(vii) CD8 + T hiicre aracili 6ldiiriilmeyi atlatan tiimor hiicrelerinin, NK hiicre aracil
o6ldiirme i¢in potansiyel hedef haline gelir. Ayni sekilde NK hiicre aracili 6ldiiriilmeyi atlatan
timor hiicreleri CD8+ T hiicre aracili 6ldiirme icin potansiyel hedef haline gelmektedir
(Mahasa vd, 2016).

Bu varsayimlara bagli olarak olusturulan kinetik sema Sekil 2.1°de gdsterilmistir.
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Sekil 2.1. Genisletilmis tiimor hiicresi bagisiklik gozetim modeline ait kinetik sema
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Kinetik semada dogal dldiiriicii hiicreler N ile CD8+ sitotoksik T lenfositleri L ile ve
tiimor hiicreleri ise T ile gosterilir. Timor hiicresi (7) tistiindeki N ve L gosterimleri timor
hiicresinin en son hangi bagisiklik hiicresinden kactigin1 gostermektedir. i indisi ise bu timor
hiicrelerinin N ve L bagisiklik hiicrelerinden kag defa kagtigimi gostermektedir. Ornegin

T,Gz 1, tumdr hiicresi en son L bagisiklik hiicresinden kagmugtir. Ayrica bu timor hiicresi

cesitli kacis mekanizmalar1 gelistirerek 3 kez L’den ve 2 kez N’den kagmustir. Kinetik
semada dikkat edilirse N den kagan tiimor hiicresinin L i¢in bir hedef oldugu ve L’den kagan
tiimor hiicresinin ise N i¢in bir hedef oldugu goriilmektedir. Semadaki C ise timdr hiicresi
ile bagisiklik hiicresi etkilesimi sonucunda olusan kompleks hiicreleri gostermektedir.
Kinetik semaya bagl olarak olusturulan lokal kinetiklerin ve degiskenler arasindaki diger
etkilesim terimlerinin (kaynak orani, bagisiklik hiicresi cogalma orani, dogal 6liim orani)

eklenmesi ile olusan bagisiklik hiicrelerine ait diferansiyel denklem sistemi;

dN
— _ N N N N N N 0
g S N+ kZy 1, Chgry T WNoLoPNoLo CNoLy — NENgLo T, L,
Kaynak  Dogal 6lim T ; . Y
orant orant Dogal 6ldirici hicre(N) ile saf timor hucrest(TNoLO)
arasindaki lokal kinetik
m m m
N
+ ENy., CN. + w cY, —N kN
—N;L;UNiLj NLJPNLJ NiLj NiLj NL] @.1)
Jj=1i=j-1 j=1li=j-1 j=1i=j-1
Dogal 6ldurici hiicre(N) ile vahsi timor hiicresi(TISiLj)arasmdaki lokal kinetik
dL T, Ch |
_ _ 0~0 0~0 L L L L L _ L 0
dr UL T+T0 + k—NoLo CNoLy T WNyLoPNoLo CNoLo LkNoLoTNoLO
Dogal olim - 29 CTL hiicresi(L) ile saf tumor hl‘icresi(TO )
oramt Cogalma terimi(f(C,T)) NoLg

(T130L0 bagli olarak,) araswmndaki lokal kinetik

m
Z z rN]LL N]Ll

j=li=j— 1
Cogalma terlml(f(C,T))
(TII\}’J,Li bagliolarak)

m i=j m i=j m i=j
L L L L _ L N
+ Z k N]LL N]Ll Z WNiLijiLjCNiLj L z z kNiLjTNiLj (22)
j=1li=j-1 j=1li=j-1 j=1i=j-1

CTL hiicresi (L) ile vahsi timor hﬁcresi(Tlliji)arasmdaki lokal kinetik
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seklinde ifade edilmektedir. Burada saf tiimor hiicreleri (herhangi bir kagis mekanizmasi
gelistiremeyen tiimor hiicreleri) T,80 L, 1le ifade edilirler. Kinetik semada i = 0 olmasi
durumunda ilk durumda N ve L ile etkilesime giren tiimdr hiicresinin sirastyla T,{,\’O L, Ve T,GO Lo
oldugu goriilmektedir. Fakat bu hiicreler bagisiklik hiicrelerine kars1 kacis mekanizmalari
gelistirmedikleri icin saf timor hiicresi ile ayn1 davranisi gostermektedirler. Yani TI(,\; Ly =
T,%O Ly = T,f}o L, seklinde yazilabilir. Saf tiimor hiicreleri ile vahsi tiimor hiicrelerinin kinetik
semaya bagli olarak lokal kinetiklerin ve lojistik biiylime teriminin eklenmesi ile olusturulan

diferansiyel denklem sistemi

dTy, L,

Tt aTy,.,(1—bTg 1,)

Lojistik biyime
orant

+ (kaoL0 + Wi 1o (1= Pl ) (1 = ell\}oLo)) Chioo — KioroLTNoLo

Saf timor hiicresi(T,?,OLo) ile CTL hicresi(L) arasinda olusturulan lokal kinetik

+ (kyNOLO + WIIVVOLO(]- - prLO)(l - QIIVVOLO)) CRyzo = KNyLo NN, L, (2:3)

Saf timor hiicresi(T,SOLO) ile NK hicresi(N) arasinda olusturulan lokal kinetik

dTIy]'Li TN 1 bTN N 1 N BN CN
dt =a NjLi ( - NjLi) + WNj_lLi ( - pNj—lLi) Nj—lLi Nj—lLi
Lmlst(;l;frl:lyume Vahsi timor hﬁcresi(T,%j_lLi)ile NK hiicresi(N)
arasindaki lokal kinetik
L L L L L L N
+ (k—NjLi + WNjLi (1 - pNjLi) (1 - QN]'LL')) CNjLi - kNjLiLTNjLi (24)
Vahsi timor hiicresi(T,{)’iLj)ile CTL hiicresi(L)
arasindaki lokal kinetik
i Tk, (1 - bT} Lo (1—pk, )6k, Ck
dt =a Nl'Lj( - Nl'Lj) + WNiLj_l( _pNiLj_l) NiLj_1~N;iLj_4
Loﬂs%,’fal;lulyume Vahsi timor hﬁcresi(TllyiLj_l)ile CTL hiicresi(L)
arasindaki lokal kinetik
N N __ N __ AN N _I,N L
+ (k—NiLj WL (1 pNiLj) (1 HNiLf)> Criey = Fevie ;N (2.5)

Vahsi timor hﬁcresi(TﬁjLi)ile NK hiicresi(N)

arasindaki lokal kinetik
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seklinde ifade edilmektedir. Tiimor hiicreleri ile bagisiklik hiicreleri etkilesimi sonucunda

olusan kompleks hiicreler,

acy
NoLo _ 1. N 0 N N N
FTE kNgL NTNyL, — (KZngL, T WigLe) CNy Lo
. O .
N ile Ty, arasindaki kompleks form
dckt
Nolo _ ;L 0 L L L
—ar kNoLOLTNOLO - (k—NOLo + WNOLO)CNOLO
. 0 .
Lile TNOL0 arasindaki kompleks form
ity kN NTL _ kN + N N
——=ky... L 2N YWy )CNL.
dt N;Li IV ANL; ( NiL; NlLJ) NiL;
N ile TﬁiLjarasmdaki kompleks form
ack ;.
N]LL == kll\‘]LLTK]VL - (kEN'L' + Wll\‘lL)ClsL
dt Jjri JjHi JjHi jHi jHi

Lile TI{,VjLiarasmdaki kompleks form

bi¢ciminde yazilir. Bir NK hiicresi veya CD8+ T hiicresi ile tiimdr hiicresi arasinda olusan
komplekslerin olusumu ile gecen zaman, ayrismasi ile gecen zaman arasindaki fark

neredeyse birbirine esit olmaktadir (Kuznetsov vd, 1994; Joshi vd, 2009; Mahasa 2016).

N L N L
ACNyLy _ CNoLy dCNiLJ- _ dCNJ-Li

dt dt dt  dt

Bundan dolay1 ~ 0 ‘dir. Buna gore kompleks hiicre hiz

denklemlerinin sifira esitlenmesiyle olusan kompleks hiicreler,

N L

k k
N _ NoLo L _ NoLo 0 .
CNQLO - (kN >NTN0L0 b CNQLO - (kL L )LTNoLOI

N0L0+WN0L0 =NoLoT™WNoLg

N L
cN LTI PV cL ki LTY
NiLj — kyN LW N-L- N; L] NjL; — kLN 1 +WN]L NjL;

i~y v

olur. Bu kompleks hiicre esitliklerini (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) diferansiyel denklem

sistemlerinde yerine yazilirsa;

N N
dt k—NOLO + Wyyr, —N Lj + WN iLj

=j N
dN wi kN (1 —pX Zm Z WL kNL — DN;L;
—5— ,LllN _ NoLg N()Lo( pNoLo NTNOLO 1 j 1) NT}{]‘iLj (27)
j=1i=j-
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dL TleoLokII;/oLo LTIgoLo WII‘J/(JLOkIICIOLo(1 B pk/oLo) 0
- =~ - TNOLO

= L L 0 L L
dt kZnoro T WhgLo/ 9 + Ty, kZnoLy T WL

=j L 1L L
WN]'LikN]'Li (1 - pNjLi

L L
k—N]'Li + WNjLi

L L N m
n rNjLikNjLi LTNjLi _ Z NTL (2 8)
kENjLi + Wlsti ) + TI\I]\]]'LL' . NiLj )

j=1i=j-1

dTISOLO — aT?® (1 _ pTO ) _ WI%’OLokII\‘IoLo (1 - (1 - pll‘}oLo)(l - el%loLo)) 70
dt NoLg NoLo kl:NOLO + W160L0 NoLo
_ WIIVVoLok%OLo (1 B (1 - p}VVoLo)(l - gﬁoLo)) NTO (2 9
kyNoLo + WII\}IOLO Noto ’ )
ary wi. kNN .(1—pN. )
NjLi _ aTV (1 _ T ) 4 Nj_1Li"N;_1L;YN;_4L; Nj_1Li TL
dt ik it kyNi—1Li + WI{IV]'—ILi Mt
WISJleIL\‘/]Ll <1 - (1 - pll\}]Ll) (1 - HII\JI]Ll))
kENle' + WI%jLi I ( ° )
dTk wk, . kk., 6k, (1—pL. . )
Nilj _ Tk (1 _pTh ) 4 NiLj—q"“NiLj_1 UNiLj_y NiLj—s LT
dt NiLj NiLj ngiLj_l + WI\L/iL]-_l NiLj-1
WIIVVLL]kaL] <1 - (1 - p%LLJ) (1 - HIIVVLLJ))
- NTy,., (2.11)

N N
k—NiLj + WNl'Lj

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Model degiskenlerinin i =j —1ve i =j i¢in

baslangi¢ kosullari
N(0) = 105, L(0) = 102, T§,,(0) = 10%, T,,(0) = T;,(0) = 0

seklinde ifade edilmektedir (Mahasa vd, 2016). N’ den kagan tiimor hiicreleri L ig¢in
potansiyel bir hedef haline gelir aym1 sekilde L’den kacan tiimor hiicreleri ise N igin
potansiyel bir hedeftir. Bu ylizden (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) denklem sistemindeki i
indisi ancak (j — 1) indisi ile j indisinin aldig1 degerleri alabilir. Daha anlasilir olabilmesi

i¢in bunu bir 6rnekle aciklayalim; T,{}’j L;Ve T,Gi ijodel degiskenlerinin sirasiyla N den kacan

ve L den kagan tiimdr hiicresi degiskenleri olarak tanimlamistik T,{}’z 1, vahsi timdr hiicresini
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model degiskenini ele alalim bu hiicre N den kactigi i¢in L ile karsilasacaktir L ile
karsilastiktan sonra T,GZ 1, Vahsi timor hiicresi model degiskenine doniisecektir. Burada
indislerin degisimi i = 0,1,2,...,m ve j = 1,2, ...,molur. (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11)
denklem sistemindeki parametreler deneysel calismalardan elde edilen verilere ve bu
verilere uygun arastirmalarin sonuglarina dayanir. Bu pozitif degerli parametrelerin anlami

ve parametrelerin aldig1 degerler asagidaki gibi ifade edilmistir.

Tablo 2.1. Genisletilmis tiimor-bagisiklik gézetim modelinin parametre degerleri

Parametreler Aciklama Parametre Degerleri Kaynak
a Ttimor hiicresi biiylime orani 0.5822 Pillis ve Radunskaya
(2003a);
Mahasa vd (2016);
b 1 /p timér  hiicresi  tasima 2.33%x 1078 Pillis ve Radunskaya
N (2003a);
kapasitesi Mahasa vd (2016);
s INK hiicresinin kaynak orani 3.2 x 10* Mahasa vd (2016),
g CTL hiicresi ¢gogalma 2.02 x 107 Matzavinos vd (2004);
egrisinin diklik katsayisi Joshi vd (2009);
IAl-Tameemi vd (2012);
Mahasa vd (2016).
W11\70 Lo Kompleks Hiicrelerin| 7.2 Joshi vd (2009);
ayrismasi orant IAl-Tameemi vd (2012)
kklo Lo INaif tiimor hiicrelerinin| 1.3x 1077 Joshi vd (2009);
CTL’ye baglanma orant IAl-Tameemi vd (2012);
Mahasa vd (2016).
kL NoLo CTL’lerin CTL-Naif timon 24 Joshi vd (2009);
lkompleksinden ayrilma IAl-Tameemi vd (2012);
orant Mahasa vd (2016).
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Tablo 2.1. (devami)

WI’\\]’0 Lo Kompleks Hiicrelerin| 7.2 Joshi vd (2009);
ayrigmasi orant IAl-Tameemi vd (2012).
k}\‘;o Lo INaif tim6r hiicrelerinin| 1.3 x 1077 Mahasa vd (2016).
INK’ye baglanma orani
kN NoLo INK’lerin NK-Naif tiimon 24 Mahasa vd (2016).
lkompleksinden ayrilma
orant
pﬁo Lo INK-saft  tiimor  hiicresi 0.94 Mahasa vd (2016).
kompleksinden hayatta
kalan ve yiiksek diizeyde
etkinlik ~ saglayan  NK|
hiicrelerinin orani
p{;,o Lo CTL-saf  tiimor  hiicresi 0.94 Mahasa vd (2016).
kompleksinden hayatta
kalan ve yiiksek diizeyde 0.9997 Matzavinos vd (2004);
etkinlik gosteren CTL'lerin foshi vd (2009);
IAl-Tameemi vd (2012).
orant
rﬁo Lo CTL-saf tiimor hiicresi 0.2988 x 108 Matzavinos vd (2004);
etkilesiminin  bir  sonucul Joshi vd (2009);
olarak {iretilen CTL orani IAl-Tameemi vd (2012);
Mahasa vd (2016).
BI%IOLO T 1, = Th,, gesisinin 1075 -1073 Al-Tameemi vd (2012).
olasiligt
HIIVVOLO Tx,L, = T, 1,&C6isinin 1075 - 1073 Al-Tameemi vd (2012).
olasilig1
W INK hiicrelerinin 6liim orani 412 x 1072 Pillis ve Radunskaya
(2006); Pillis vd (2009);
Pillis vd (2014);
Eladdadi vd (2014);
Mahasa vd (2016).
Uy CTL hiicrelerinin 6liim orani 2.0 x 1072 Pillis vd (2009);
Pillis vd (2014);
Eladdadi vd (2014);
Mahasa vd (2016).
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Tablo 2.1°de ifade edilen p,{,‘g L, V€ p,’(,OLO parametrelerine ait degerler teorik

varsayimlara uygun olmasi i¢in modelimizde 0.8 olarak segilecektir. Tablo 2.1°de dikkat
edilirse i =0 icin tim parametre degerleri bilimsel literatiirde mevcuttur. Fakat i =
0,1,..,m ve m >0 oldugunda elde edilen parametreler i¢in bilimsel deneylerin ve
arastirmalarin yetersiz oldugu goriilmektedir. Arastirmalarda bazi baglanma, ayrilma
oranlarmin ve gecis olasiliklarinin sonraki her etkilesimde azaldigi kabul edilmektedir (Al-
Tameemi vd, 2012). Ayrica bu durum modelimiz i¢in kabul ettigimiz varsayimlara da
uygundur. Dolayistyla i = 0,1,2,...,mve j=1,2,..,m ve i indeksinin degisimi (j — 1)
den j'ye olmak tizere semada belirlenen gegis oranlarinin ve olasiliklarinin modellenmesine
iliskin varsayimlar asagidaki gibidir.

. Komplekslerin olusma orani olan k,%,j L Ve kN, L3 sabit veya i ve j indeksinin artigina

bagl olarak azaldig1 ve k,L\,].Li, kﬁiLj = 0 olacak sekilde gecis orant modelinin

i+j

L _ L L L L L

(2.12)

i+j

oldugu varsayilmaktadur. ky ;. = 0 olursa ky,,. = ki, (1 - %) olacaktir.
. Timor hiicresi 6ldiirme olasilig1 olan p,%,jLi ve pﬁiLj; i ve j indeksinin artisina bagl

olarak azaldig, p,’(,j LoPN L 2 0 olacak sekilde olasilik oran1 modelinin

i+j
pll\}jLi = pll\}oLo + (P{(/mLm - pk’o%)ﬂ’ 0< pll\}mLm < Pz%/OLO
(2.13)

i+j
pII\\l’iLj = PﬁoLo + (P{\\/]mLm - pzl\\iloLo)m: 0< pII\\l’mLm < pII\\IIOLO

oldugu varsayilmaktadir.

o i indeksi durumunda; kinetik semaya gore Ty, — Ty  gecisinin olasihg
08,1, ve Th,i, = Th., 1, gesisinin olasihg Oy, dir. N’den kagan en son timér hiicresi
Ty . oldugundan Ty ;, — Ty, gecis olasiligiolan Oy ; = 0 ve L’den kagan en son
timér hiicresi Ty ; = oldugundan T ;, —Ty ; gecis olasihg olan Oy ; =

0 olacaktir. Buna gore gegis olasiliklarinin modellenmesinin
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i+
QILVjLi = 911\"0% + (eleLmﬂ - HINOLO) 2 HleLm—l =10 BII;IOLO

m—1’
i+ 2.14
H%il‘j = HINVOLO + (HINVm—1Lm - HINVOLO) m—1 G%m—ll‘m =10 exol‘o ( )

oldugu ve baslangi¢ degerlerinin yeterince kiigik olmasi (107° < 6y ,., 0Nz, < 107%)
gerektigi varsayilmaktadir.

° i=012,..,mve j=1,2,..,molmak tizere CTL hiicresinin ¢cogalma oranlar1 olan
TN,L, V€ rﬁjLi parametreleri ry ;, > r,GjLi > 0 ieklinde ifade edilmektedir. Bunun nedeni

bagisiklik hiicresiyle etkilesime giren tiimor hiicresinin sonraki kargilasmalarinda bagisiklik
sistemine kars1 bir miktar direng gostermesidir (Al-Tameemi vd, 2012; Mahasa vd, 2016).

Bu ¢ogalma parametresinin dogrusal olarak azaldigini varsayalim. Buna gore

i+j
n%,.Li = rNLOLO + (TIGmLm - kkloLo)W' 0< TﬁmLm < TIGOLO (2.15)
oldugu varsayilmaktadir.

o N ve L den kacan tiimor hiicrelerinin bagisiklik hiicresiyle olusturdugu kompleks
hiicrelerden ayrilma oranlar1 olan k. L; Ve k- n;L; parametrelerinin artist veya azalist ile
biyolojik verilere uygun bir varsayim bulunmamaktadir. Al-Tameemi vd (2012)
makalesinde bu parametre degerlerinin i = 0,1,2,...,mve j = 1,2,...,m olmak fizere
koL, = kaiLjve kEnoL, = kENjLi oldugunu varsaymistir. Ayni sekilde W}\‘,’iLj, W,%,J.Li
parametre degerlerinin de wy oLo = WII\\,’l. L; Ve W{\“,O Ly = W1l\7j 1; 0ldugunu kabul etmistir. Say1sal

analiz yapilirken modelimizde bu parametre degerleri kullanilacaktir.
2.2. Saf Tiimor Hiicresi Bagisiklik Etkilesim Modelinin Deterministik Analizi

Bagisiklik gozetimine karsi herhangi bir kagma mekanizmasi gelistirmeyen timor
hiicrelerine saf(naif) tiimdr hiicresi denir. Bu boliimde NK ve CTL bagisiklik hiicrelerinden
kacis olmadig1 varsayilarak ortaya c¢ikan saf tiimor hiicresi bagisiklik gézetim modeli
incelenecektir. Vahsi tiimor hiicresi model degiskeninin ortaya ¢ikmamasi icin kinetik

P : L N N L . L
= -
semaya gore i = 0i¢cin =~ Ty ; = Ty 1, ve Tyo, = Th,i, gECis olasiliklar1 olan ONyL, V€
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9,’\‘,’0 1, parametrelerinin sifir oldugu varsayilacaktir. Bu durumda ortaya ¢ikan saf timor

hiicresi bagisiklik gozetim modeline ait adi diferansiyel denklem sistemi

d_N —5— _ WII\}IoLokII‘\/’oLo(l B pxoLo) NTO
dt 1 KNvor + WAL Nolo
ﬁ =—u, ( TllioLokk’oLo ) LTI\?oLo _ WII\J’oLOkIIVoLo(1 — pl%’oLo) LTIS 3 (2.16)
dt kEnoLy + Whoto/ 9+ T,{,’OLO KEnoLe F Wiyt 00
dT180L0 — 47O (1 —pTO ) _ WII\}OLOkIlVOLopllVOLO LTO _ WIIVVOLOk%OLopII\\IIOLO NTO
dt Hoko Hoko kl:NoLo + W160L0 Noko ngoLo + WII\}IOLO Hoko
seklinde olur. (2.16) denklem sisteminin baslangi¢ kosullari;
N(0) = 10°, L(0) = 10?, T,SOLO(O) = 10% (2.17)

seklinde ifade edilmektedir (Mahasa vd, 2016). Denklem sistemini daha basit ifade etmek

i¢in

dN

EZS_MN_,&NT

aL I+ OLT LT

dac . Ty (2.18)
dT

E == alT(l - azT) - ﬁzNT - yzLT

biciminde yazilir. Burada saf tiimor hiicresi model degiskeni T,SO Ly = T'dir. Ayrica (2.18)
sisteminin parametrelerinin tanim1 ve sayisal degerleri Tablo 2.2°deki gibi yeniden

tanimlanmuistir.

Tablo 2.2. Saf tiimdr hiicresi bagisiklik gdzetim modelinin parametre degerleri

Parametre Tanimi Baslangic Degeri
ay a 0.5822
a, b 2.33x1078
wk o, kk
B P 0.6 x 1078
—NoLg NoLg
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Tablo 2.2. (devami)

wk | kk N
s, kzZoLo NoLoPLNoLo 0.24 x 1077
—NoLg + WNOLO
wk , kk
., kLNoLo—Noio 0.6 x 1078
—NoLg + WNOLO
wk | kk 5
. k,ZOLO NiL‘fLNOLo 0.24 x 1077
_NOLO NOLO
r o kk
9 % 0.1245
—NoLg NoLg
s o 3.2 x 10*
g p 2.02 x 107
Uy Uy 412 %1072
Uz Uz 2.0 x 107

Simdi (2.18) denklem sisteminin N, L, T model degiskenlerine gore c¢oziimlerinin

pozitifligini ve sinirliliini inceleyelim.

2.2.1. Saf Tiumor Hicresi Bagisikhk Gozetim Modelinin Coziimlerinin

Pozitifligi ve Sinirhihig:

Bu béliimde (2.18) sisteminin (2.17) baslangi¢ kosullarina sahip olan tiim ¢éztimlerinin
pozitif ve siirlt oldugunu kanitlayalim.
Teorem 2.1. t > 0 icin (2.17) baslangi¢ kosullar1 altinda (2.18) sisteminin tiim ¢dziimleri
[0, ) araliginda ve tim t = 0 i¢in N(t) > 0,L(t) = 0, T(t) = 0’dur.
Ispat 2.1. Denklem sisteminde birinci denklem N degiskenine bagl birinci mertebeden

lineer denklem;

dAN(t)
dt

=0 — N () = BN(@®)T(¢)
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olur. Buradan denklemi diizenlersek;

N(t)
dt

+N@O W +pTR) =0

t .
Denkleminin integral garpam A(t) = eo#1+51T@)A® o1yr ntegral garpant yardimuyla;

dN(t)
dt

oG tBIT@NAO 4 N (1), + B, T(£))elo BrHAT@Ndw — ;o[ +AT(@)dw

d [N(t)eftf(#1+ﬁ1T(w))dw]
dt

— gelo+BiT(@)dw

seklinde yazilabilir ki; buradan integral almak suretiyle

¢ t
fd [N(S)efos(ll1+,31T(w))dw] — o'fef()s(”1+B1T(w))dw ds
0

0

t
N(t)ef()t(ﬂ1+ﬁ1T(a)))dw _ N(O) — O.f efos(u1+,31T(a)))dw ds
0

t
N(t) = e_f(f(ul'l'BlT(w))dw O-f efos(u1+ﬁ'1T(a)))d(u ds + N(0)
0

t
N() = N(0)e~ ot +BiT@)dw o 0 Iy (k1+B1T(w))deo f eJo (1+BT(@))dw ¢ (2.19)

0

elde edilir. Denklemde t = 0 ve N(0) > 0 baslangi¢ kosulu altinda N(t) > 0 olur.
Simdi ikinci denklemde L degiskenine bagli lineer denklemin ¢ézlimiinii bulalim. L model

degiskeni

dL(t) B OL(t)T(t)
dt  p+T()

— 1 L(6) —yL()T(¢)
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dir. Bu denklemi diizenlersek

dL(t) _ T(t)
dt L(t )( T —Hx — VT(t)>

dL(t) ( oT(t)

L) \p+T(®) H2~ VT(t)) dt

seklinde yazilir. Buradan integral almak suretiyle

t t
dL(s) GT(S)

L(t) 0T (s)
oM (m“‘f”®>ds

6T (s)

L) = L(O)efo(p”(s)

T Jas (2.20)

elde edilir. Denklemde t = 0 ve L(0) = 0 baslangi¢ kosulu altinda L(t) = 0 olur.

Ayni ¢6ziim yOntemi ile tiglincii denklemin T degiskenine gore ¢oziimii yapilirsa;
T(t) = T(0) eo(a1(1-@2T®)=B2N-12L())ds (2.21)

elde edilir. Denklemde t >0 ve T(0) > 0 baslangi¢c kosulu altinda T(t) =0 olur.
Dolayisiyla (2.19), (2.20), (2.21) ¢oziimlerinin hepsi pozitif oldugundan (2.17) baslangi¢
kosullar1 altinda model degiskenlerinin pozitifligi kanitlanmis olur.

Teorem 2.2. N(t),L(t),T(t) model degiskenleri (2.17) baslangi¢c kosullar1 altinda

ve T(t) = % olmasi kosuluyla sinirlidir.
1

Ispat 2.2. N(t) degiskeninin simirliligini inceleyelim

dN ()
dt

=0 —uN(@) = BN@OT(t)
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dN(t)

it <o-—wuN(t)
Ny < L4 YO
T et

o
hm supN(t) < —
M1

(2.22)

oldugundan N(t) model degiskeni smirhdir. T(t) model degiskeninin smirliligini

inceleyelim;
dzit) = a,T(t)(1 — a,T(t)) — BN(E)T() — v L(E)T(t)
U

Denklem ¢6ziimlendiginde

T(0)e*1t
a;T(0)(e* —1)

T(t) <
(t) < 1+
olur. Buradan

1
li T(t) < —
fim supT(8) < 2

(2.23)

elde edilir dolayisiyla T'(t) model degiskeni sinirlidir. Simdi de L(t) model degiskeninin

siurliligini inceleyelim;

dL(t)  OL(OT()

i AT L@®pz =1 LOT (@)

dL() _OLOT(®)
dt ~ p+T()

—1L®OT®)

dL
® _ ()( T(t)

dt o+ T(t) VlT(t))

Buradan integral almak suretiyle;
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0T (t)
L(t) < L(O)e(m—m(t))t

elde edilir. Burada L’nin sinirlt olabilmesi i¢in pgf’lgzt)‘) — 1T (t) < 0 olmalidir. Denklem
diizenlenirse
9 —
T(t) = —" (2.24)
V1

kosulu altinda L(t) model degiskeninin sinirli oldugu goriiliir.

2.2.2. Saf Tiumor Hiicresi Bagisikhik Gozetim Modelinin Denge Noktalar:

Sistemin denge noktalar1 sistemin solundaki tiirevlerin sifira esitlenerek ¢oziilmesi ile

bulunur.

S_'ulN_ﬁlNT=0
oLT L LT =0 2.25
o+ T U2 Vil = (2.25)

alT(l - azT) - ﬁzLT - sz == 0

Burada
an 0O=>N N
_— = = -_——_—
dt o Ve = BT
dT a, — BN —vy,L a, —a;a,T — BN
—=0=>T=0 veya T = — . £ , ayrica L=——12 P "dir.
dt a1, V2
dL —B,a,a,T?> + a,T(B, — a,) +a; — B,0 oT
“@_0o ( praia; 1T(By 2) 1= P2 )( —yz—le)zo
dt Y1(uy + p1T) p+T
f1(T) f2(T)

esitliginde f;(T) = L 'dir. Bu esitlikte f; (T) = 0 veya f,(T) = 0 olur.
e T = 0ise(2.25) sistemi
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o
Eg = (Ng, Lo, Tg) = <u_’ 0.0> (2.26)
1

tiimdrsiiz denge noktasina sahiptir.

o T #0ve f;(T) = 0 ise (2.25) sistemi

o
Er = (N, LTS = (—*,O,T*>
1 1, L1, 1 ut BT 1 (2.27)

seklinde Lenfositsiz denge noktasina sahiptir.

o T, #0, f,(T) =0 ve fi(T) # 0 ise (2.25) sistemi

4 _.310510-’27"2*2 + T, (B — az) + a; — fr0 T*> (2.28)

E*=(N*,L*,T*)=< -, " ,
2 22 u1 + BT, Y + B Ty) 2

endemik denge noktasina sahiptir.
2.2.3. Temel Ureme(Cogalma) Sayisi (R,)

Bulasic1 hastalik modellerinde aciklanan temel {ireme sayisi(R,), duyarli bir
popiilasyonda, bulasici enfeksiyon doneminde tek bir enfektif birey tarafindan iiretilen yeni
enfektif bireylerin sayis1 olarak tanimlanmaktadir. Tiimor hiicresi bagisiklik gozetim
modelinde ise temel {ireme sayisi (Ry), aktif timdr hiicreleri tarafindan iiretilen yeni timorlii
hiicrelerin sayis1 olarak tanimlanabilir. Yeni nesil matris yaklagimi kullanarak (2.18)
sistemin temel ¢ogalma sayisini arastirtyoruz (Van den Driessche ve Watmough, 2002;

Brauner, 2012). (2.18) sistemi E, = (ﬂi, 0,0) seklinde tiimorsiiz denge noktasina sahiptir.
1
X' = (T, L,N)Tolsun. (2.18) sistemi

X' =FX) -VX) (2.29)

seklinde yazilsin. Burada

a, T 2
OLT a,a,T* + B,NT + y,LT

FX)=|——=|ve VX) = u,L +yLT
p+T

. —o + N + BNT
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olmak tizere Ey = (Ny, Ly, Ty ) = (ui’ 0,0) timorsiiz denge noktasinda F (X) ve V(X)
1

matrislerinin jacobian matrisi;

oB;
al 0 O [Hl 0 O—|
DF(Es) =0 0 0|, DV(E))=|0 pu, Of
0 0 0 N
1

olsun.

V0
i Iz

F = [g 8] veV = [
Burada

Bro

Fz[%l 8]V€V= ;61 0

Uz

Ureme sayisi, FV~1 matrisinin spektral yaricap: ile ifade edilir (Van den Driessche ve

Watmough, 2002; Brauner, 2012; Mojeeb ve Adu, 2017).

Uy ]
oB; (2.30)
wmair=l Y| |
M2
a
Ry = ;ﬁ: (2.31)

Tilimorsiiz denge noktasina bagli tiimor tireme sayis1 olarak ifade edilir.

2.2.4. Tumorsiiz Dengenin Asimptotik Kararhhgi

Bu boliimde (2.18) diferansiyel denklem sisteminin jacobian matrisini alarak E, =

(ui , 0,0) tiimdrsiiz dengenin yerel geometrik 6zelliklerini arastirtyoruz.
1
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—py — 1T 0 —p1N

NLT)=| 0 o1 T OpL L (2.32)
I y Ly - p 1+ T IuZ yl (p + T)z V1 .
=BT —v.T a; — 2a,0,T — BN — y,L

Teorem 2.3. Timdriin g¢ogalma sayisi olan Ry <1  ise (2.18) sistemi E, =

(Hi, 0,0) Tiimdrsiliz denge noktasinda kararlt Ry > 1 ise kararsizdir.
1

Ispat 2.3. E, = (Mi, 0,0) Tiimorsiiz dengenin yerel kararliligi (2.32) jacobian matrisi ile
1

belirlenebilir. Tiimdrsiiz dengenin jacobian matrisi agagida verildigi gibidir.

0 _31_0 }
H1
J(Ey) =] O —U2 0
{ 0 0 o —@‘
H1

Matrisinin 6zdegeri A olduguna gore

M1
lJ(Ee) —All=| O —H2 — A 0 =0 (2.33)
o
0 0 a _Bo
Hq

(2.33) determinantindan hesaplanan karakteristik denklem

AB+al?>+br+c=0 (2.34)

olur. Burada

B2o
a=——=—ar+ U+,
Hq

B.o
b=<ﬂi—a1>(ﬂl+ t2) + 1o
1
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Karakteristik Routh-Hurwitz kriteri kullanilarak (2.34) denkleminin 6zdegerlerinin R, < 1
iken negatif Ry, > 1 iken pozitif oldugu goriilebilir. Routh-Hurwitz kriterine gore

0zdegerlerin negatif olmasi i¢in a > 0,b > 0 ve a.b — ¢ > 0 olmalidir.

1—R,
Ry

)"‘ pz +pp >0

1_R0
b:( R )(#1‘*‘ H2) + Uy >0
0
1_R0
0

1_R0 1_R0 1_R0
a-b_cz(%(R—o)"‘.“z‘*'lll) ( R, )(#1‘*‘ t2) + Uy _#2( R, )

1—R 1—R 1—R
=a1( O) <( R O) (uy + p2) + Mz)"‘( R O)(M22+2H2H1+M12)
0 0

1 - Ro)
Ro

= (1 ;OR()) ((1 _ RO) (i + u) + ﬂz) + (1 _ RO) (p2* + %)

+ pua(pp + py) — #2(

Rq Rq

1_R0
+ pa(pp + pg) + uz( R )>0
0

olduguna gore (2.18) sistemi E, = (ui , 0,0) tiimorsiiz denge noktasinda Ry < 1 i¢in kararli,
1

Ry > 1 icin ise kararsizdir.

2.2.5. Timorsiiz Dengenin Global Asimptotik Kararhhg:

Bu boliimde tiimorsiiz dengenin global asimptotik karaliligini inceleyecegiz. Sistemin

global kararliligin1 bulmak i¢in asagida verilen yontemi kullaniyoruz (Khan ve Khan ve
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Khan ve Khan, 2015). Tiimorsiiz dengede global asimptotik kararli olmasi i¢in (H1) ve (H2)
kosullar1 gereklidir. (2.18) sistemini asagidaki sekilde tekrar yazariz.

X _ rx2)
dt - ) )

dz _ _

—=G6X,72), GX0)=0,

dt

burada X € R, ve Z € R? olmak iizere X = N dogal &ldiiriicii hiicreleri (NK hiicreleri)
gosterirken Z = (L, T) tlimorlii hiicreye bagl olarak degisen Lenfositleri (CTL) ve saf tiimor
hiicresi popiilasyonunu gosterir. Tiimorsiiz dengeyi Q° = (X, 0) ile gosteririz. (H1) ve (H2)
kosullar1 asagidaki gibidir.

(H1) Z—f = F(X,0) icin X° global asimptotik kararlidir.

(H2) G(X,Z) =BZ — G(X,Z),burada (X,2) € 2 icin G(X,Z) = 0’dur.
burada B = D,G(X°,0) kosegen dis1 elemanlar1 negatif olmayan bir M matrisidir. 2 ise
modelin biyolojik olarak anlamli oldugu kapali ve sinirhi bir bolgedir. Bu sartlara gore
asagidaki lemma yazilabilir.
Lemma 2.1. Ry < 1 ise (H1) ve (H2) kosullarinin karsilanmas1 durumunda (2.18) sistemini
0° = (X, 0) sabit noktasinin global asimptotik kararli oldugu sdylenebilir.

Yukaridaki bilgiler kapsaminda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 2.4. Ry < 1 olmak iizere (2.18) sistemi E, denge noktasinda global asimptotik
kararlhdir.
Ispat 2.4. X = (N) dogal 6ldiiriicii hiicre sayisim ve Z = (L, T) tiimérlii hiicreye bagh
olarak degisen Lenfositlerin sayisini ve saf tiimor hiicreleri sayisin1 gostermektedir.

Q° = (X°,0) olmak iizere;

Ve

dx _
— =F(X,2) =0 — N — BiNT,
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model degiskenine sahibiz. N = N,, F(X,0) = 0 ise

dx _ _
EzF(X,O) = 0— X

elde ederiz. t — o, i¢cin X — X° olur. Bu yiizden X = X° = (N,) global asimptotik

kararhidir. Simdi (H2) kosulunu inceleyelim:

0T, opLo
BZ — G(X,Z)=|pm,  H2 1110 iz~ Yalo [ﬂ
—v2To a; — 2a,0,Ty — BNy — VoL
oTL +y.TL
— p+T V1
a,a,T? + y,LT + BoNT—B,N, T
oTL
_|7H2 0 ] [L] _ 4T +y.TL
0 al - BZNO T alaZTZ + ,VZLT + BzNT—ﬁZNO T
Burada
OTL
- 0 =7 — 24 TL
B =[ . N, | Ve G2 = T T
ay — p2No a,a;T? + y,LT + B,NT—B,Ny T

olur. N = Njoldugunda  a,a,T? + y,LT + B,NT—B,Ny T = 0 ve (2.24)’te biyolojik
olarak anlamli olan kapali ve sinirli (2 bolgesinde % —v1T < 0 oldugundan —z% +

¥1TL = 0 olur. Bu yiizden G(X,Z) = 0 olacaktir. Ayrica B bir M-matrisidir (kdsegen dist
elemanlar1 negatif olmayan matris). Bu nedenle (H1) ve (H2) kosullar1 yerine getirilmis
oldugundan Lemma 2.1 tarafindan verilen (2.18) sisteminin tiimorsiiz denge noktasi olan

E,, Ry < 1 olmasi sartiyla global asimptotik kararhidir.
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2.3. Saf Tiimor Hiicresi Bagisiklik Gozetiminin Rastgele Etkiler Altinda

Modellenmesi

(2.18) deterministik modelinin rastgele etkiler altindaki davraniglarini1 incelemek igin
o, 0, Uy, 1, P1, B2, Y1, V2, &1, @z, p parametreleri rastgele degiskenli parametreler
olarak alinacaktir. Bu parametrelerde normal dagilim ve genellestirilmis beta dagilimina
sahip rastgele etkiler kullanilarak Saf timor hiicresi bagisiklik gézetim modeli i¢in rastgele

modeller olusturulacaktir.

2.3.1. Normal Dagilima Sahip Rastgele Etkiler

Y standart normal dagilima sahip bir rastgele degisken olsun. X ~ N(u, ) normal

dagilima sahip rastgele degiskeninin
X=u+oY

seklinde gosterilebilir. Bu o6zelligi kullanarak yeni elde edilen ¢*, 8%, u*, u,*, i,

*

B2 vi', v2', i, ayt, p* rastgele parametreleri 71, 12, N3, M4 s, N N7 Ngs Nos

M10, M11 standart normal dagilima sahip yeni rastgele degiskenler ile asagidaki gibi

tanimlanir:

o =0+ 14, B." = PB1 + csns, a" = ay + cofo,
0" =0 + c,1,, B2" = By + ceNe, ay" = az + cioMo
"=+ c3ns, YiT =11t my, p* = p+ciili
Uo" = Uy + C4My, Y2" = V2 + Cgns,

Burada sabit ¢y, ¢y, €3, ¢4, Cs, Co, C7, Cg, Cq, C1g, Cq11 Katsayilart %, 0%, ™, u,",
b5, B2 vt V2", aqf, ayt, p*  rastgele  parametrelerinin  standart  sapmalarini
gostermektedir. %, 0%, u*, w.*, B, B2, Vit vt ait, ayt, p* parametrelerinin
beklenen degerleri a, 6, uy, U1, 1, B2, V1, V2, @1, @z, p parametrelerin degerlerine esit

olacak sekilde belirlenecektir.

E(c*) = 0 =3.2x10%, E(u*)=u, = 412 x 1072,
E(0*) = 6 = 0.1245, E(uy)=p, = 2.0 X 1072,
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E(B") =P, =0.6x1078, E(ay") = a; = 0.5822,
E(B,") =B, =024 x 1077, E(a,”) = a, = 2.33 x 1078,
E(yy") =y1 =06 x1078, E(p*) = p=2.02x107.
E(y,") =y, = 0.24 x 1077,

Burada o, 0, uq, Uy, B1, B2, V1, Y2, @1, Q3, p parametrelerinin deterministik degerlerine
cn; i = 1,11 rastgele etkisinin eklenmesiyle o*, 8%, ui*, u,*, Bi") B2, vi*, v25r a1’
ay", p* rastgele parametreler elde edilmektedir. ¢y, ¢, €3, €4, Cs, Cg, C7, Cg, Cg, C1p, C11
sabitlerinin degerleri deneysel verilerden elde edilecegi gibi teorik varsayimlarla da

belirlenebilmektedir. Herhangi bir X rastgele degiskeni i¢in degisim (varyasyon) katsayisi

std(X)

CV =100 x
E(X)

seklinde ifade edilmektedir. Olasilik dagilimlarinin olusturdugu rastgele etkiler %5 degisim
katsayisina sahip olarak hesaplanacaktir. Herhangi bir X ~ N (u, 02) rastgele degiskeni %5
degisim katsayisina sahipse bu rastgele degisken i¢in

std(X) EX)

CV = 100 = 05 = std(X) =
XEoy - b5 = stdlX) =—3

Esitliginde o*, 0%, u;*, ty*, B’ Ba'r ¥1i5 V25 ai*, ay*, p* rastgele parametrelerinin
standart sapmalart ¢, ¢y, €3, C4, Cs, Co, C7, Cg, Cg, €109, €11 de bu parametrelerin

beklenen degerlerinin %S5 ine esittir. Dolayisiyla bu parametreler su sekilde yazilabilir:

o 32x10* _y; 06x1078

—_ e— Il e—— 4 — —_ — —9
=55 = 0.16 x 10%, & =55 -5 03 %1079,
6  0.1245 v, 0.24x1077
= —= = 6225 x 1 -2 =—2=—= -8
c2 =55 = 0.6225 x 1072, ¢ =55 > 0.12 x 1078,
_fa_412X107F 0.206 x 1072 _ @ 05822 0.2911 x 10~1
“T20° " 20 ’ ©=20" 20 ’
up 2x107% . @, 233x107% s
€ =55 = 55— =01x107, €10 =50 = o = 0.1165 x 1078,
B, 0.6x1078 . p 2.02x107
=l__"" _ -y - = =" —0.101 x 107.
¢s =55 -5 0.3 x 1072, t11 =55 -5 0.10 0
By 024x1077 s
€5 =55 =~ =012x 107",
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*

olduguna gore o*, 0% w*, w*, P15, B’y Vit Vo', a1t ayt, p* rastgele parametre

degerleri

0" =0 +cny = 3.2 X 10* + 0.16 x 107,

0" = 0 + c,n, = 0.1245 + 0.6225 x 1021,

Uit = g +c3n3 = 4.12x 1072 4+ 0.206 X 107275,
Up* = Uy + C4y =2.0X 1072 4+ 0.1 X 10727,
B, =B, +cens = 0.6 x 1078 + 0.3 x 10~%75,

Bo" =Py + cene = 0.24 x 1077 + 0.12 x 1078y,
Vi = v1 +comy = 0.6 % 1078 + 0.3 x 10~%7,,

Y2 =y, +cgng = 0.24x 1077 + 0.12 X 1078y,
" = a; + cofg = 0.5822 4+ 0.2911 x 107 17,,

a," = ay + 10N = 2.33 X 1078 + 0.1165 x 10~87n4,,
p* = p+cymyy =2.02%107p +0.101 x 1077,

seklinde olur. Bu rastgele parametreler kullanilarak olusturulan normal dagilima sahip yeni

denklem sistemi

dN .

dr 0" —p "N =By NT

dL  6*LT . .

E:—p*+T_“2 L—y,"LT 039
dT .

E == al*T(l - az*T) - ﬁz NT - VZ*LT

seklinde ifade edilebilir. Burada rastgele parametre degerleri (2.35) denklem sisteminde

yerine yazilirsa
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dN
—r =32 10*+0.16 x 10*7; — (4.12 X 107 + 0.206 X 10~*15)N

—(0.6 X 1078 + 0.3 X 10~°7<)NT

dL _ (0.1245 + 0.6225 x 1072,)LT (2.0 102 4 01 x 10-2n)L
dt  2.02x107p +0.101 x 1070, + T ' 4 (2.36)

—(0.6 x 1078 + 0.3 x 10~°7,)LT

dT
= = (05822 + 02911 X 1077j9)T (1 — (2.33 X 107 + 0.1165 X 10~°7;0)T)

—(0.24 X 1077 + 0.12 X 10781, )NT — (0.24 X 1077 + 0.12 X 10~895)LT

(2.36) modeliyle saf timor hiicresi bagisiklik gozetiminin, o, 60, uy, Uy, P1, B2, V1, Va2
aqi, ay, p ile gosterilen etkilesim parametrelerinin normal dagilimina sahip olan rastgele

etkiler altindaki davranisi modellenmektedir.
2.3.2. Genellestirilmis Beta Dagilimina Sahip Rastgele Etkiler

Genellestirilmis Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki modelin kurulmast igin
(2.18) denklem sisteminin a, 6, Wy, Uy, P1, B2 V1, V2, @1, @z, p parametreleri rastgele
hale getirilecektir. X ~ Beta(c,d, a, b) genellestirilmis beta rastgele degiskenin Y ~
Beta(a, b) standart beta rastgele degiskeni ile

X=c+dY

seklinde gosterilebildigi bilinmektedir. Bu oOzellikten yararlanarak yeni o™, 8%,
w, et B B vt v, agtt, ap™t, p** rastgele parametreleri Yy, Y5, Vs, Y,
Ys, Yo, Y7, Y5, Yo, Yy, Y11 bagimsiz ve standart beta dagilimina sahip rastgele degiskenler

ile asagidaki gibi tanimlanir.

o =a+ c,Y, B =P+ cieYs, " = ay + Yo,
0 =0+ ¢35, B, = By + 17 Y, ay” = ay + cz1Y10,
" = py Fc14Ya, Y17 =v1 + Yy P = pt el
p2" = pa + c15Y3, Y2 = vz + C1oYs,
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Burada c¢y,, €13, €14, €15, Ci6) C17) C18 C19, C20, C21, Cpp Katsayilart o™, 6™, pu;™,
W, B B v, v, at, ay™*, p** rastgele parametrelerinin standart sapmalarini
gosteren bagimsiz  sabitlerdir. Tim dagilimlarin  sonuglara olan etkilerinin
karsilastirilabilmesi i¢in her bir dagilimda %05 rastgele etki kullanilacaktir. Bir X ~
Beta(c, d, a, b) beta dagilimina sahip rastgele degiskenin beklenen degerinin E(X) = ¢ +

a ) . v e
d— olduunu gdz Oniinde bulundurarak o™, 6™, 1™, ™, B, B vt v

k%

a™", ap*, p** rastgele degiskenlerinin beklenen degerleri o, 6, wy, Uz, Bi, B2, Y1, Va2

aq, Q,, p parametrelerinin deterministik degerlerine esit olacak sekilde belirlenecektir.

c** ~ Beta(cy,dq,aq,by), 1™ ~ Beta(c,,d, a;, by),
6** ~ Beta(c,,d,, a,, b,), v."* ~ Beta(cg, dg, ag, bg),
U,** ~ Beta(cs, ds, as, bs), a,** ~ Beta(cy, dy, aq, by),
py™ ~ Beta(cy, dy, ay, by), a;" ~ Beta(cyg, d1o, a10, b1o),
B, ~ Beta(cs, ds, as, bs), p** ~ Beta(cyy,dyq, A11, b11).

B."* ~ Beta(ce, dg, ag, be),

olmak tizere

E(U)—C1+d1 b _32X104,
1

E(Q ) =Cy + d2 b = 0124‘5,
2

E(,Lll*):C3 + d3 a3 +3b =412 X 10_2,

E(uy")=cy +dy—— b —2><10 -2

E(B") =cs + d5 bs =0.6 x 1078,
E(B,") =cg + d6a—b6 =0.24 x 1077,
E(yl)—c7+d7 —06><10_
E(y,") =cg + d8 bs =0.24x1077,
E(a;") =co+ d9 b9 = 0.5822,
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Ao

E(ay,*) =cio+d =2.33x 1078,
2 10 10 1o + by
ajq
E(p*)=c, +d = 2.02 x 107.
p 11 11 1. + by

Simetrik olmasi i¢in a = b ve seklin benzerligi i¢in a, b > 3 se¢imi gerekmektedir.

Bu ¢alismada a = b = 4 alacaktir. X ~ Beta(c, d, a, b) rastgele degiskeni i¢in varyansin

ab

_ 2
Var(X) =c (a+b)2(a+b+1)

oldugu goz oniinde bulundurularak %5 degisim katsayisinin

elde edilebilmesi icin o™, 6™, ™, ™, B B, vt vt al”, oy, ptt

rastgele degiskenleri asagidaki gibi belirlenir.

0" =0+ cp,Y, = 2.72 X 10* + 0.96 x 10%Y;

0" = 6 + ¢;5Y, = 0.10582 + 0.3735Y,

U = u+ caYs = 3.502 X 1072 + 1.236 x 1072V,
W = p4csY, =1.7%x1072 4 0.6 X 1072Y,

By =By + ci6Ye = 0.51 x 1078 + 0.18 x 1078Y;
Bo" = By + ¢17Ys = 0.204 x 1078 + 0.72 x 10~°Y,
Y1 =7y + cigY¥y = 0.51 x 1078 + 0.18 x 1078Y,
V™ =¥y + oY = 0.204 X 1078 + 0.72 x 107V,
@™ = ay + cy0Ye = 049487 + 0.17466Y,

@™ = @y + c1Y;0 = 1.9805 x 1078 + 0.699 x 1078Y;,
P = p+cpYyy =1.717 X 107 + 0.606 X 107Y;,

seklinde olur. Bu rastgele parametreler kullanilarak olusturulan genellestirilmis beta

dagilima sahip yeni denklem sistemi

dN "
dL LT | .
at T ML (2.37)

dT
E s al**T(l - az**T) - BZ**NT - yz**LT
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seklinde ifade edilebilir. Burada rastgele parametre degerleri (2.37) denklem sisteminde

yerine yazilirsa

dN 4 4 -2 -2
— = 272 10* +0.96 X 10%Y; — (3502 x 1072 + 1.236 X 10"2¥;)N
—(0.51 X 107® + 0.18 X 1078Y5)NT
dL _ (0.10582 + 0.3735Y,)LT (17 % 102 + 0.6 X 10-2,)L
dt 1717 x 107 + 0.606 X 107Y, + T ' ! (2.38)

—(0.51 x 108 + 0.18 X 10~8Y,)LT

dT
= = (049487 + 0.17466Y,)T (1 — (1.9805 X 10~ + 0.699 X 107°¥;0)T)

—(0.204 x 1078 + 0.72 x 10~°Y,)NT — (0.204 x 1078 + 0.72 x 10~°Y,)LT

(2.38) modeliyle saf timor hiicresi-bagisiklik etkilesiminin, o, 6, yy, Uz, 1, B2, Y1, V2
a1, ay, p ile gosterilen etkilesim parametrelerinin genellestirilmis beta dagilimina sahip

olan rastgele etkiler altindaki davranisi modellenmektedir.

2.4. Saf Tiimor Hiicresi Bagisikhk Gozetiminin Stokastik Etkiler Altinda

Modellenmesi

Saf tiimor hiicresi bagisiklik gdzetime ait deterministik modelinin (2.18) rastgele
durumlar altinda analizi i¢in ¢ogunlukla stokastik modeller kullanilmaktadir. Modelin
baslangi¢ kosullari, modeldeki degiskenlerin birbirine bagimliliklar1 ve lineer olmayan
kisimlar1 yapilart gibi farkli durumlarinda rastgele davraniglari denklemde temsil
edilmektedir. Bu gibi durumlar sonucunda ortaya ¢ikan rastgele yap1 sadece parametrelerin
rastgele olarak incelenmesi ile temsil edilemez. Bu yiizden saf tiimor hiicresi bagisiklik
gozetimi model denklemine stokastik giiriiltii terimi eklenerek stokastik diferansiyel
denklem elde edilecektir. Stokastik diferansiyel denklem sistemi tiimor-bagisiklik iligkisine
bagl olarak olusan olaydaki rastgele davranisi tiim yonleriyle temsil etmektedir. Rastgele
etkiler altinda olusturulan (2.36) ve (2.38) modellerinin sonuglarini stokastik modeller ile
karsilastirip yorumlamak adina olusturulan saf tiimor hiicresi bagisiklik gdzetimi
deterministik modeline stokastik etkiler eklenerek stokastik diferansiyel denklem sistemi

elde edilecektir.
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dX(t) = a(t,X)dt + b(t, X)dW, (2.39)

ile verilen Ito stokastik diferansiyel denklemi kullanilarak (2.18) deterministik saf timor
hiicresi bagisiklik gézetim modeli icin asagidaki gibi stokastik diferansiyel denklem

sistemi elde edilir.

dlzit) =0 — N — BN(@)T(t) + o N(t)dW,,,

drlc;it) — a1T(t)(1 — azT(t)) — B,L()T(t) — y,N(O)T(t) + UZT(t)dWZt, (2.40)
dL OL(t)T

d(tt) = —u,L(t) + % —y1L(OT(t) + o3L(t)dWs,

Stokastik modelin baslangi¢ kosullarn N(0) = 105, L(0) = 100, T(0) = 10*
seklindedir. (2.40) modelinde dW;, i = 1,3 ile Winner siirecini 0; i = 1,3 ile difiizyon
katsayilar1 verilmektedir. (2.36) ve (2.38) modelinde parametrelerin rastgele davranislarini
gostermek icin rastgele etki terimleri parametrelere eklenmis (2.40) modelinde ise
denklemdeki genel rastgele davranisi incelemek icin stokastik etki terimleri denklemlere
eklenmistir. Rastgele modellerde parametrelerin her bir dagilimda %5 rastgele etki altinda
incelenmistir. Stokastik modelde de etkinin %5 oldugu kabul edilip o; difiizyon katsayisi
0.05 olarak alinacaktir. Bu durum (2.39) stokastik diferansiyel denklemlerin b(t,X;)
fonksiyonlarinin g; X X; = 0.05 X X, olarak hesaplanmasi anlamina gelmektedir. Saf tiimor
hiicresi bagisiklik gozetimi modelinin tim degiskenlerinde stokastik giiriiltiide eklenen
difiizyon katsayilar1 oy N(t), a,L(t), 03T (t) seklinde ifade edilebilmektedir.

Stokastik modelin sayisal sonuglarini incelemek i¢in daha 6nce agiklamasi verilen Stokastik
Euler-Maruyama (1.49), Stokastik Milstein (1.50) ve Stokastik Runge-Kutta (1.52)

yontemleri kullanilarak Ito diferansiyel denklemleri i¢in yaklagimlar elde edilecektir.
2.5. Vahsi Tiimor Hiicresi-Bagisiklik Gozetimi Modeli

NK(N) ve CTL(L) bagisiklik hiicrelerinden kagis mekanizmasi gelistiren tiimor
hiicreleri vahsi timor hiicreleri olarak adlandirilmaktadir. i =0,1,2,...,m ve j =

1,2,...,m olmak lizere genel olarak N’den kagan tiimor hiicresi T,{)’J. Lis L’den kagan timor

hiicresi TﬁiLj ile ifade edilmisti. Burada i indisi ancak (j — 1) indisi ile j indisinin aldig1
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degerleri almaktadir. Buna gore N’den kagan wvahsi tipli tlimor hiicresi

sinifi

T 10 TN, 1> ThoLys TRy1yse--» T L, Olmak {izere 2m tane L’den kagan vahsi tipli timér

. . L L L L L . . 0 . .
hiicresi siift Ty, , Ty, 1,> TN 1,5 TNy1,»+ > TN, L, Olmak lizere 2m tanedir. Ty, Saf timor

hiicresini de dahil ettigimizde 4m + 1 tane tiimdr hiicresi sinifinin olustugu goriilmektedir.

m = 1 oldugunda tiimor hiicreleri degiskenleri Ty ;. , T{ 1., Ta, 1> TNyL,» TN, 1, 0lmak tizere

toplamda 5 tanedir. Dolayistyla bagisiklik hiicresi degiskenleri ile toplamda 7 boyutlu

diferansiyel denklem sistemi olusacaktir. Bu denklem sistemi

N LN N N LN N
aN _ N — Wi o Koo (1 = PRy, ) — Wi Koz, (1 = PRys,) NTL
- 1 N N NoL N N NiL
dt k_NOL0 + Wiy Lo 070 k—N0L1 + Wy, 1, 1m0
N LN N
Wl kN, (1= pR,) NTE
N N NqL
i, WaL, o
dL =—u ( rﬁoLokk’oLo ) LT[SOLO "Vll\ioLokll\lloLo(1 B pII\lloLo) LTO
g T TH2 L L 0o L L NoL,
dt k—NOLO + Whoro/ 9+ Tigr, k—NOLO + Wh,L, oo

L L N L L )
TN, Lo KNy Lo LTV 1, Whiokie, (1= Phii,) | ox
_ LT,

L L N L L
kZnio ¥ WhyLo/ 9 + Ty, kZn L, + Wh, L,

LTY

1L

L L N L L L
( TN1L1kN1L1 ) LTN1L1 _ WNlleN1L1(1 pN1L1)
L L N L L
kZni, ¥ Why, ) 9+ Ty, kZynL, +Wh,L,

L L L L
dTI\(;OLO _ 0 1 —pTO WNoLokNoLo (1 - (1 - pNoLo)(l - HNOLO)) 0
—r = T, (1= bThes,) = Ko T W ThoLo
3 WII\\IIOLOkII\\;OLO (1 - (1 - pII\\;OLO)(l - ellyoLo)) 70
kI—VI\/(,L0 + WII\}IOLO Noko
N N LN pN N
dTy, 1, —aTd, (1-bTY, ) + WNOLOkNOLOQNOLO(l - pNOLO) NTO
dt N1iLg NiLo kyNOLO + WI{IVOLO NoLo
3 WII\}lLOkII\}lLO (1 - (1 - pll\}lLo)(l - 611\}1L0)) -
kfmlL0 + WI\LllLO Nako
dTy 1,

L L L L

WhoLoKNoLo ONoL (1_pNL)

— L L 0Lo oko oLo oLo 0
pranke aTh (1 —bTh )+ ( s + W, LTY,.,
WIIVVoleII\\ljoh (1 B (1 - pllvvolq)(l - 611\\/,0L1))

N N
k_NOLl + WhoLy

L
TN0L1
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N N N N N
dTy, 1, —aTd, (1 bTY, )+ WNOleNoLleNOLl(l - pN0L1) NTL
dt NiLy NiLy kyNoLl + W]l\}IOL1 NoLy
L L L
_ (WN1L1kN1L1pN1L1) LT,y B
k£N1L1 + Wl\LllLl .
L L L L L
Moty _ (1=bTE, )+ WH11o Ky 10 Ofi2o (1 — PR Lo) LTV
dt NiLy NiLy kl:NlLO + WlleO NiLo
N LN N
_ (WNlleN1L1PN1L1> NTE
kleLl + WII\ylLl .

(2.46)

(2.47)

seklinde ifade edilir. (2.41), (2.42), (2.43), (2.44), (2.45), (2.46), (2.47) adi diferansiyel

denklemlerle ifade edilen vahsi tiimor hiicresi bagisiklik gdzetim modelinin parametreleri

Tablo 2.1°de verilen deneysel parametre degerleri ile (2.12), (2.13), (2.14) ve (2.15)’de

teorik varsayimlara dayali olarak modellenen parametre denklemlerine gore belirlenecektir.

Parametre degerleri i¢in deneysel veriler yetersiz oldugundan Al-Tameemi vd (2012)

modelinde agiklanan varsayimlardan yararlanilmistir. Varsayimlarimizda pk,1 L, = p,’\\,’l L =

kk,lL1 = k,l\\,’lLl = W11\71L1 = WII\\/I1L1 = 0 olarak alinmis, (2.12), (2.13), (2.14) ve (2.15)

denklemlerinde oldugu gibi lineer olarak azaltilarak (teorik varsayimlara gore) p% Lo’ pN oLy’

K., KNor,» WN,L,» WA, L, parametreleri elde edilmeye calisilmistir. Ornegin (2.12)’de

modellenen parametre denklemini ele alalim:

i+j

L — 1L L L L L
kNjLi - kNOLO + (kNmLm - kNOLO)W' 0 S kNmLm S kNOLO

Bu denklemde Tablo 2.1°den kg ; = 1.3 x 1077 oldugu bilinmektedir. m = 1 igin ky,

(i =0, j =1) parametre degeri

(Ffiyr, = Fefigro)

2

L — L L L
kNlLO - kNOLO + ] 0 S kNlLl S kNOLO

k.1, = 0.65% 1077,
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seklinde bulunabilir. Ayrica ortamda Ty, ve Ty, ;, timér hiicreleri olmadigindan Ty ;. +
N — T,yz L, Ve T,{}’1 ,, tL— T,%l 1, gegis olasiliklart i¢in belirlenen parametreler 9,%,1 L =
6n,., = 0 alinarak hesaplanmustir.

Timor hiicreleri tarafindan kullanilan makul kagis mekanizmalarimin tam olarak
anlagilmasi, immiinoterapi i¢in basarili stratejilerin gelistirilmesine yonelik ilk adimdir.
Deneysel veriler ve teorik varsayimlara gore belirlenen parametre degerleri kapsaminda
vahsi tiimor hiicrelerinin bagisiklik gozetiminden kagis gergeklestirdikten sonra gelisimi

simiilasyonlar aracilig1 ile incelenecektir.
2.6. Model Sonuglari

Saf tiimor hiicresi bagisiklik gozetiminin deterministik modeli, rastgele etkiler
altindaki modeli stokastik denklem modelinin sayisal sonuglari, deneysel olarak elde edilen
ve modelin biyolojik varsayimlarina bagli kalinarak olusturulan parametre degerleri
kullanilarak yorumlanacaktir. Sonuglar MATLAB programi kullanilarak analiz edilmistir.

Oncelikle deterministik saf tiimor hiicresi bagisiklik gézetim modelini inceleyelim.

2.6.1. Deterministik Saf tiimor Hiicresi Bagisikhk Gozetimi Modelinin

Sonuclari

Saf tiimor hiicresi bagisiklik godzetimi modelinin T(t), N(t) ve L(t) model
degiskenlerinin ¢oziimlerini arastiralim. T'(t) tiimor hiicresinin deneysel sonuglarda elde

edilen gercek degeri Sekil 2.2°deki gibidir (Mahasa vd, 2016; Pillis ve Radunskaya, 2003a).

82



%10’

5

== Gercek deger _’_ .-"-:

Saf Timor Hicresi

FZaman(Cxiin)

Sekil 2.2. Saf tlimor hiicresinin deneysel verilerde elde edilen biiylime egrisi

Modelimiz sonucunda ortaya ¢ikan T(t) tlimor hiicresinin bliylime egrisi Sekil 2.3’deki

gibi olmaktadir.

= 10
4_5 T T T T

258k

1.5

Tit}-Saf Tdmér Hicreleri

0.5

U 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Zaman(Gan)

Sekil 2.3. Saf Tiimdr Hiicresi model degiskeninin biiytime egrisi
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Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 karsilastirildiginda olusturdugumuz modelin ve kullanilan

parametre degerlerinin gercek bilimsel verilerle uyumlu oldugu goriilmektedir.

d1H1

ap>

Modelin E, = (ﬂi, 0,0) tiimorsiliz denge noktasindaki temel iireme sayis1 Ry =
1

olarak tanimlanmisti. Temel iireme sayisi hesaplandiginda R, = 31.2326 degeri elde
edilmektedir. Dolayisiyla Ry, > 1 oldugundan hesaplamasi verilen E, = (7.765 X 10°,0,0)
denge noktasinda model asimptotik olarak kararsiz olmaktadir. Sekil 2.4’te gortildiigii gibi
Ry > 1 olmasi durumunda, tiimor hiicreleri bagisiklik hiicrelerinden daha fazla ¢ogalacak

ve saglikl hiicreleri de istila edecektir.

. T T T T T T T T 1
@ T(t) H
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S
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& ) &
& ) S
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Sekil 2.4. Saf tiimor hiicresi bagisiklik gozetimi modelinin ¢éziimleri

Bagisiklik hiicreleri ile tiimdr hiicresinin etkilesimi sonucunda ortaya ¢ikan iligkiyi gosteren

¢Ozlim grafigi asagida Sekil 2.5’te gbsterilmistir.
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3.5 100

25

15

N(t)-Dogal Oldiiriicii Hiicre Model Degigkeni
L(t)-CD8+ Lenfosit Hicresi Model Degiskeni

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
T(t)-Saf Tumor Hicresi Model Degiskeni x 107 T(t)-Saf Tumor Hicresi Model Degiskeni x 107

Sekil 2.5. Tiimdr hiicreleri ile bagisiklik arasindaki etkilesimi gosteren ¢oziimler

Bagisiklik hiicreleri ile tiimor hiicresinin etkilesimi sonucunda ortaya ¢ikan iligkiyi
gosteren ¢oziim grafigi asagida Sekil 2.5’te gosterilmistir. NK dogal 6ldiiriicii hiicre t = 0
aninda 10° ile minimum degerini, t = 12.15 aminda 3.362 X 10° ile maksimum degerini
almaktadir. CD8+ Lenfosit hiicreleri ise ¢t = 100 aninda 6.725 X 107¢ ile minimum
degerini, t = 0 aninda 100 ile maksimum degerini almaktadir. Tiimdr hiicresi t = 0 aninda
10* ile minimum degerini, t = 35.22 aminda 4.273 X 107 ile maksimum degerini
almaktadir. Fakat sekil Sekil 2.4 ve Sekil 2.5te goriildiigi gibi bagisiklik hiicreleri (NK ve
CD8+ Lenfosit hiicreleri) tiimor hiicresi ile rekabette basarisiz olmaktadirlar. Tiimor
hiicrelerinin saglikli hiicreleri istila etmemesi ve bagisiklik hiicrelerinin tiimor hiicreleri ile
rekabet edebilecek diizeye gelebilmesi i¢in (2.18) deterministik modelinin tiimorsiliz denge
noktasinda (2.26) kararli olmas1 gerekmektedir. (2.18) sisteminin kararli olabilmesi i¢in
Ry < 1 olmalidir. Bunun i¢in NK dogal 6ldiiriicii hiicre degiskeninin kaynak orani artirilarak
bagisiklik sisteminin tiimor karsisinda giiclii olmasi saglanabilir. N(t) model degiskeninin
kaynak orani olan ¢ = 3.2 X 10* degerinin yerine keyfi olarak ¢ = 3.2 X 10°® degerinin
secilmesi sonucunda R, = 0.3123 degeri elde edilmektedir. Dolayisiyla Ry <1
oldugundan (2.18) sistemi tiimdrsiiz denge noktasinda (2.26) asimptotik kararli olacaktir.
(2.18) modelinin Ry = 0.3123 degerine bagl olarak olusan ¢oziimleri sekil 2.6’da

gosterilmektedir.
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Sekil 2.6. Ry < 1 igin Saf tiimor hiicresi bagisiklik gézetim modelinin ¢oziimleri
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R, < 1 oldugunda N(t) degiskeni t = 0 aninda 10° ile minimum degerini, t = 100
aninda 7.641 x 107 ile maksimum degerini almaktadir. L(t) degiskeni t = 100 aninda
13.54 ile minimum degerini, t = 0 aninda 100 ile maksimum degerini almaktadir. T (t)
degiskeni t = 100 aninda 0 ile minimum degerini, t = 0 aninda 10* ile maksimum degerini
almaktadir. Sekil 2.6’dan anlasilacag tizere NK dogal dldiiriicii hiicrelerin kaynak oraninin
artirtlmas1 NK dogal bagisiklik hiicrelerini gliglendirecegi i¢in tiimor hiicrelerini yok etmede
onemli bir etken olmaktadir.

(2.18) sisteminin asimptotik kararli oldugu sartlar altinda (R, < 1) global
kararliligin1 durumunu inceleyelim. Global asimptotik kararlilik teoreminden (Teorem 2.4)

E, = (7.767 x 107,0,0) denge noktasinda R, < 1 kararlilik sartlar1 altinda t — o
icin N — Ny (N, = Mi = 7.767 x 107) olmas1 gerekmektedir.
1

N(t)-Dogal Oldurici Hiicreler
L{t)-CD8+ Lenfositleri

T(t)-Saf Tumér Hicreleri

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Zaman(Giin) Zaman(Giin) Zaman(Giin)

Sekil 2.7. Ry < 1 igin Saf tiimdr hiicresi bagisiklik gdzetim modelinin ¢dziimlerinin global
kararlilik durumlari

Sekil 2.7 incelendiginde N (t) degiskeninin t = 235 aninda 7.767 X 107 maksimum
degerini aldig1 ve t — oo igin farkli baslangi¢ kosullar1 altinda 7.767 x 107 degerine
yakinsadigi goriilmektedir. Ayrica L(t) ve T(t) degiskenlerinin de t — oo igin sifira
yakinsamaktadir. Sistemin genel olarak farkli baslangi¢ kosullar1 altinda E, = (7.767 X
107,0,0) denge noktasma yakinsamasi, (2.18) sisteminin R, < 1 igin global asimptotik
kararli oldugu anlamia gelmektedir. Model degiskenlerinin farkli baslangic kosullari
altinda, tlimoriin viicuttan temizlenmesi ve saglikli hiicrelere zarar vermemesi i¢in sistemin

global asimptotik kararli olmas1 gerekmektedir.
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2.6.2. Rastgele Etkiler Altinda Saf Tiimor hiicresi Bagisiklik Gozetimi Modelinin

Sonug¢lan

Saf tiimor hiicresi bagisiklik gdzetimi modelinin (2.18) degiskenleri; birlesme,
ayrilma, bliylime ve 6liim oranlar1 gibi parametre degerleri viicutta yonii ve siddeti belli
olmayan bir¢ok degiskenden (viicut sicakligi, genetik etkiler vb.) etkilenebilmektedirler. Bu
boliimde Saf tlimor hiicresi bagisiklik gézetimi modelinin (2.18) parametre degerlerinin
rastgele etkiler altindaki sonuglar incelenecektir. Bunun i¢in Normal Dagilima ait rastgele
etkiler altindaki model (2.36) ile Genellestirilmis Beta Dagilimina ait rastgele etkiler
altindaki modelin (2.38) sayisal sonucglar1 deterministik modelin (2.18) sayisal sonuglari
(Sekil 2.4, Sekil 2.5) referans alinarak incelenecektir.

(2.18) modelinin parametrelerinin Normal Dagilima sahip rastgele etkiler altinda
belirlenen parametre degeri ile degistirilerek olusturulan modelin (2.36) simiilasyonu
MATLAB programu ile yeteri kadar tekrar yapilarak hesaplanmistir. N(t), L(t) ve T(t)
model degiskenlerinin rastgele durumlar altindaki beklentisi E(N(t)), E(L(t)), ve E(T(t))
beklenen degeri ile deterministik sonuglar1 Sekil 2.8’de verilmistir.

(2.18) modelinin parametrelerinin Genellestirilmis Beta Dagilimina sahip rastgele
etkiler altinda belirlenen parametre degeri ile degistirilerek olusturulan modelin(2.38)
simiilasyonu MATLAB programu ile yeteri kadar tekrar yapilarak hesaplanmistir. N(¢t),
L(t) ve T (t) model degiskenlerinin rastgele durumlar altindaki beklentisi E (N (t)), E (L(t)),

ve E(T(t)) beklenen degeri ile deterministik sonuglar1 Sekil 2.9’da verilmistir.
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Sekil 2.8. (2.36) Normal dagilima sahip rastgele etkiler altinda model degiskenlerinin
beklenen degerleri
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Sekil 2.9. (2.38) Genellestirilmis Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki model
degiskenlerinin beklenen degerlerinin ¢oziimii
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(2.18) modelinin Normal Dagilima sahip rastgele etkiler altindaki sonuglar1 Sekil
2.8’den su seklide yazilabilir: N(t) dogal 6ldiiriicii hiicre degiskeni i¢in minimum deger t =
0 aninda 10°, maksimum deger ise t = 11,67 aninda 3.338 X 10° olarak bulunmaktadir.
L(t) CDS8+ lenfositleri degiskeni i¢in minimum deger t = 100 aninda 4.51 x 107°,
maksimum deger ise t = 0 aninda 100 olarak bulunmustur. T (t) saf tliimor hiicresi degiskeni
icin minimum deger t = 0 aninda 10%, maksimum deger ise t = 31.42 aninda 4.28 X 107
olarak bulunmaktadir. (2.36) modelinin saf tiimor hiicresi bagisiklik etkilesimi deterministik
modelinin gidisatin1 basarili bir sekilde temsil ettigi Sekil 2.8’de deterministik ve rastgele
model sonuglarinda goriilebilmektedir.

(2.18) modelinin Genellestirilmis Beta Dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki
sonuglar1 Sekil 2.9°dan su seklide yazilabilir: N(t) dogal dldiiriicti hiicre degiskeni i¢in
minimum deger t = 0 aninda 10°, maksimum deger ise t = 10,39 aninda 3.421 X 10°
olarak bulunmaktadir. L(t) CD8+ lenfositleri degiskeni i¢in minimum deger t = 100
anmda 7.546 X 107°, maksimum deger ise t = 0 aminda 100 olarak bulunmustur. T(t) saf
tiimor hiicresi degiskeni i¢in minimum deger t = 0 aninda 10*, maksimum deger ise t =
38.31 anmnda 4.204 X 107 olarak bulunmaktadir. (2.18) modelinin saf tiimor hiicresi
bagisiklik etkilesimi deterministik modelinin gidisatini basarili bir sekilde temsil ettigi Sekil
2.9’da deterministik ve Genellestirilmis Beta dagilimina sahip rastgele model sonuglarinda
goriilebilmektedir

Saf Tumér hiicresi Bagisiklik etkilesiminde incelenen siire¢ i¢inde (t € [0,100])
deterministik modelin degiskenleri ile rastgele parametreli modelin beklenen degerlerine ait
maksimum ve minimum degerleri ile u¢ degerlerine(t = 0,t = 100) ait sayisal veriler

Tablo 2.3, Tablo 2.4 ve Tablo 2.5’te gosterilmistir.

Tablo 2.3. Deterministik ve rastgele modelin N (t) degiskenine ait bazi sayisal verileri

E(N(t)) t Minimum t Maksimum | Ug Degerler(Zamana gore)
Deger Deger t=0 t =100
Deterministik 0 10° 12.15 | 3.362 x 10° 10° 1.075 x 10°
(MATLAB ode23)
Normal 0 10° 11.67 | 3.338 x 10° 10° 1.062 x 10°
Dagilim
5 5 5

G. peta 0 10 10.39 | 3.421 x 10 10 1.216 x 10°
Dagilimi
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Tablo 2.4. Deterministik ve rastgele modelin L(t) degiskenine ait bazi sayisal verileri

E(L(t)) t Minimum t | Maksimum | Ug Degerler(Zamana gore)
Deger Deger t=0 t =100

Deterministik 100 | 6.72x10°° 0 100 100 6.72 x 107
(MATLAB ode23)
Normal 100 451 x10°° 0 100 100 451x10°°
Dagilim
G. Beta 100 | 7.546 x 10°° 0 100 100 7.546 x 107°
Dagilimi

Tablo 2.5. Deterministik ve rastgele modelin T (t) degiskenine ait bazi sayisal verileri

E(T(t)) t Minimum t Maksimum | Ug Degerler(Zamana gore)
Deger Deger t=0 t =100

Deterministik 0 10* 35.22 | 4.273 x 107 10* 4.273 x 107
(MATLAB ode23)
Normal 0 10* 31.42 4.28 x 107 10* 4.28 x 107
Dagilim
G. Beta 0 10* 38.31 | 4.204 x 107 10* 4.204 x 107
Dagilimi

Tablo 2.3, Tablo 2.4 ve Tablo 2.5 incelendiginde (2.38) Normal dagilim ve (2.39) beta
dagilimina ait rastgele modelin beklenen degeri deterministik modelin degiskenleri ile
kiyaslandiginda ise Normal dagilima ait rastgele parametreli modelin deterministik modelin
sonuglarina daha yakin oldugu goriilmektedir. Ayrica tiimdr hiicresi temel iireme sayisi olan
R, degeri de rastgele parametre degerlerinden etkilenmektedir. Normal dagilima sahip
rastgele parametreler altinda temel lireme sayis1t Ry = 31.7595 iken, Genellestirilmis beta
dagilimina sahip rastgele parametreler altinda temel iireme sayis1 Ry = 34.0985 olmaktadir.
Deterministik modelin Ry, = 31.2326 degeri ile kiyasladigimizda Normal dagilima ait
rastgele modelin deterministik modelin temel iireme sayisini daha iyi temsil ettigi sonucuna
varilmaktadir. Saf tiimor hiicresi bagisiklik gozetimi modeline gore rastgele modellerde de
Ry > 1 oldugundan verilen deneysel ve teorik varsayimlara dayali parametre degerlerinin
rastgele etkiler sonucunda tiimdriin biiylime egrisini degistirmedigi Sekil 2.8 ve Sekil

2.9’dan goriilmektedir.
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2.6.3. Stokastik Etkiler Altinda Saf Tiimor Hiicresi Bagisikhk Gozetimi

Modelinin Sonuglari

Modellenen saf tiimor hiicresi ile bagisiklik iligkisinin viicutta meydana gelen
degisikliklere bagli olarak gercek durumlardaki davranislarini denklemlerde temsil etmenin
diger bir yolu da stokastik etkinin denklemlere uygulanarak stokastik diferansiyel denklemin
elde edilmesidir. Rastgele diferansiyel denklemler kullanilarak olusturulan modelde tiimdr-
bagisiklik iliskisi sonucunda ortaya ¢ikan parametre degerlerinin rastgele davraniglari
denkleme yansitilmistir. Stokastik giiriiltii terimi eklenerek olusturulan stokastik modelde
ise rastgele davranisin tiim yonleri ele alinmaktadir. Bu bdliimde Stokastik Saf tiimor
Hiicresi Bagisiklik gozetimi modelinin yaklasik ¢oziimleri Stokastik Euler-Maruyama,
Stokastik Milstein, Stokastik 2. Mertebeden Runge-Kutta ve Stokastik 4. Mertebeden
Runge-Kutta yontemleri kullanilarak elde edilecektir. Ayrica bu ¢dziim yontemleri
deterministik modelin (2.18) sayisal sonuclar1 (Sekil 2.4, Sekil 2.5) referans alinarak
incelenecektir.

(2.18) modeline stokastik giiriiltii (Beyaz Giiriiltii) terimi eklenerek olusturulan
Stokastik Saf timor Hiicresi Bagisiklik gdzetim modelinin (2.39) simiilasyonu MATLAB
programi ile yeteri kadar tekrar yapilarak hesaplanmistir. Stokastik Euler-Maruyama
yontemi ile ¢oziimleri Sekil 2.10°da, Stokastik Milstein yontemi ile ¢oziimleri Sekil 2.11°de
Stokastik 2. Mertebeden Runge-Kutta yontemi ile ¢oziimleri Sekil 2.12°de ve Stokastik 4.
Mertebeden Runge-Kutta yontemi ile coziimleri Sekil 2.13’te deterministik modelin

¢Oziimleri ile birlikte verilmistir.
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Sekil 2.10. (2.39) modelinin Stokastik Euler-Maruyama yontemi ile ¢dztimleri
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Sekil 2.11. (2.39) modelinin Stokastik Milstein yontemi ile ¢ozliimleri
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Sekil 2.12. (2.39) modelinin Stokastik 2. Mertebeden Runge-Kutta yontemi ile ¢oziimleri
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Sekil 2.13. (2.39) modelinin Stokastik 4 .Mertebeden Runge-Kutta yontemi ile ¢oziimleri
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(2.39) stokastik modelinin Stokastik Euler-Maruyama Yontemi ile elde edilen bazi
sayisal veriler Sekil 2.10°dan su seklide yazilabilir: N(t) dogal dldiiriicti hiicre degiskeni
i¢in minimum deger t = 0 aninda 10°, maksimum deger ise t = 11.43 aninda 3.854 x 10°
olarak bulunmaktadir. L(t) CD8+ lenfositleri degiskeni i¢in minimum deger t = 100 aninda
7.132 x 107%,maksimum deger ise t = 0 aminda 100 olarak bulunmustur. T(t) saf timor
hiicresi degiskeni icin minimum deger t = 0 aninda 10*, maksimum deger ise t = 37.1
aninda 4.756 x 107 olarak bulunmaktadir.

(2.39) stokastik modelinin Stokastik Milstein Yontemi ile elde edilen bazi sayisal
veriler Sekil 2.11°den su seklide yazilabilir: N(t) dogal oldiiriicii hiicre degiskeni igin
minimum deger t = 0 aninda 10°, maksimum deger ise t = 13,22 aninda 3.846 x 10°
olarak bulunmaktadir. L(t) CD8+ lenfositleri degiskeni i¢in minimum deger t = 100 aninda
5.785 x 10~%,maksimum deger ise t = 0.33 aninda 101.7 olarak bulunmustur. T(t) saf
tiimor hiicresi degiskeni i¢in minimum deger t = 0 aninda 10*, maksimum deger ise t =
35.56 aninda 4.703 X 107 olarak bulunmaktadir.

(2.39) stokastik modelinin Stokastik 2.Mertebeden Runge-Kutta Yontemi ile elde
edilen bazi sayisal veriler sekil 2.12°den su seklide yazilabilir: N(t) dogal 6ldiiriicii hiicre
degiskeni i¢in minimum deger t = 0 aninda 10°, maksimum deger ise t = 12,26 aninda
3.693 X 10° olarak bulunmaktadir. L(t) CD8+ lenfositleri degiskeni i¢in minimum deger
t = 100 aninda 6.725 X 10~% maksimum deger ise t = 0 aninda 100 olarak bulunmustur.
T(t) saf tiimér hiicresi degiskeni i¢cin minimum deger t = 0 aninda 10*, maksimum deger
ise t = 38.26 aninda 4.734 X 107 olarak bulunmaktadir.

(2.39) stokastik modelinin Stokastik 4.Mertebeden Runge-Kutta Yontemi ile elde
edilen baz1 sayisal veriler Sekil 2.13’ten su seklide yazilabilir: N(t) dogal 6ldiiriicii hiicre
degiskeni icin minimum deger t = 0 aninda 10°, maksimum deger ise t = 12.17 aninda
3.536 x 10° olarak bulunmaktadir. L(t) CD8+ lenfositleri degiskeni i¢in minimum deger
t =100 aminda 4.257 X 107%,maksimum deger ise t = 1.09 aminda 105.9 olarak
bulunmustur. T(t) saf tiimor hiicresi degiskeni igin minimum deger t = 0 aninda 10%,
maksimum deger ise t = 30.43 aninda 4.655 X 107 olarak bulunmaktadir.

Saf Timor hiicresi Bagisiklik etkilesiminde incelenen siire¢ i¢inde (t € [0,100])
deterministik modelin degiskenleri ile stokastik model degiskenlerine ait maksimum ve
minimum degerleri ile u¢ degerlerine(t = 0,t = 100) ait sayisal veriler Tablo 2.6, Tablo

2.7 ve Tablo 2.8’de gosterilmistir.
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Tablo 2.6. Deterministik ve stokastik Modelin N (t) degiskenine ait bazi sayisal verileri

N(t) t Minimum t Maksimum | Ug Degerler(Zamana gére)
Deger Deger t=0 t =100

Deterministik 0 10° 12.15 | 3.362 x 10° 10° 1.075 x 10°
(MATLAB ode23)
Stokastik Euler- | 0 10° 11.43 | 3,854 x 10° 10° 1,253 x 10°
Maruyama
Stokastik 0 10° 13.22 | 3,846 x 10° 10° 1.002 x 105
Milstein
Stokastik 0 10° 12.26 | 3,693 x 10° 10° 1.007 x 10°
Runge Kutta 2
Stokastik 0 10° 12.17 | 3,536 x 10° 10° 1.067 x 10°
Runge Kutta 4

Tablo 2.7. Deterministik ve stokastik Modelin L(t) degiskenine ait bazi sayisal verileri

L(t) t Minimum t Maksimum | Ug Degerler(Zamana gore)
Deger Deger t=0 t =100

Deterministik 100 | 6.72x107° 0 100 100 6.72 X 107°
(MATLAB ode23)
Stokastik Euler- | 100 | 7.132 x 107° 0 100 100 7.132 x 107°
Maruyama
Stgkasjuk 100 | 5.785x 107% | 0.33 101.7 100 5785 x 10~
Milstein
Stokastik 100 | 6.725x 107° 0 100 100 6.725 x 1076
Runge Kutta 2
Stokastik 100 | 4.257 x 107 | 1.09 105.9 100 4.257 x 107
Runge Kutta 4

Tablo 2.8. Deterministik ve stokastik modelin T(t) degiskenine ait bazi sayisal verileri

T(t) t Minimum t Maksimum | Ug Degerler(Zamana gore)
Deger Deger t=0 t =100

Deterministik 0 10* 35.22 | 4.273 x 107 10* 4.273 x 107
(MATLAB o0de23)
Stokastik Euler- | 0 10* 371 4.756 x 107 10* 4.216 x 107
Maruyama
Stokastik 0 10* 35.56 | 4.703x 107 104 4484 x 107
Milstein
Stokastik 0 10* 38.26 | 4.734x 107 10* 4.448 x 107
Runge Kutta 2
Stokastik 0 10* 30.43 | 4.655x 107 104 4.293 x 107
Runge Kutta 4
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Deterministik modelin yaninda viicutta gerceklesen rastgele davranisi tiim yonleriyle
ele alabilmek ve gercek durumlarin temsilini olusturabilmek icin stokastik model
gelistirilmis ve g; = 0.05, i = 1,3 difiizyon katsayis1 kullanilarak stokastik sayisal ¢oziim
yontemleri ile modelin simiilasyonu yapilmistir. Yapilan simiilasyon sonucunda Stokastik
sonuclarin deterministik sonuglarin gidisatini takip ettigi Sekil 2.10, Sekil 2.11, Sekil 2.12
ve Sekil 2.13’te goriilmiistiir.

Stokastik diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlemelerinde kiiciik hata paylarinin
stokastik etki sonucunda biiyiiyerek elde edilen deterministik sonuglardan uzaklasacagi
degerlendirilmektedir. Bu yiizden farkli hata oranlarina sahip stokastik sayisal ¢oziim
yontemleri kullanilarak stokastik modelin ¢dzlimlerinin genel yaklasimi hakkinda bilgi
sahibi olunmas1 amac¢lanmistir. Model degiskenlerinin stokastik sayisal ¢6ziim yontemleri
kullanilarak elde edilen sonuclar incelendiginde T'(t) tlimoér hiicresi degiskeninin, N(t) ve
L(t) bagisiklik hiicresi degiskenlerine gore daha fazla etkiye maruz kaldig1 goriilmektedir.
Bu durumun en 6nemli sebebi tiimor hiicresi denklem sisteminde dogrusal olmayan
etkilesim terimlerinin bagisiklik hiicresi denklem sistemine gore fazla olmasidir. Yani tiimor
hiicreleri yonii ve siddeti belli olmayan viicutta meydana gelen degisimlerden bagisiklik
hiicrelerine gore daha fazla etkilenmektedir.

Tablo 2.6, Tablo 2.7, ve Tablo 2.8’deki sayisal veriler degerlendirildiginde stokastik
sayisal ¢oziim yoOntemleri arasinda deterministik degere en yakin yontemin Stokastik 4.
Mertebeden Runge-Kutta yontemi oldugu gériilmektedir. Ozellikle N(t) dogal Sldiiriicii
hiicre degiskeni ile T(t) tiimor hiicresi degiskeninin u¢ degerlerindeki sayisal sonuglari
deterministik sonuglara olduk¢a yakin olmasi 4. Mertebeden Runge-Kutta yonteminin diger
stokastik sayisal yontemlere gore hata oraninin ¢ok diisiik olmasi ile agiklanabilmektedir.
Ayrica bu durum 2. ve 4. Mertebe Runge-Kutta yontemlerinin deterministik sonuglar ile
karsilagtirilmasiyla da goriilebilmektedir. Adi diferansiyel denklemlerde fark semalarinda
oldugu gibi yiiksek dereceli Stokastik Runge-Kutta yontemleri ile hata orani disiiriiliip
hesaplama yapilabilmektedir.

2.6.4. Vahsi Tiimor Hiicresi Bagisiklik Gozetimi Modelinin Sonuclar:

Onceki béliimlerde bagisiklik hiicrelerine karsi kagis mekanizmasi gelistirmemis
tiimor hiicreleri (saf tiimor hiicreleri) ile bagisiklik arasindaki iligskinin deterministik analizi
yapilmis ve stokastik ve rastgele modeller olusturulmustur. Bu bdliimde bagisiklik

gbzetiminden kacan veya bagisiklik hiicrelerine karsi kagis mekanizmasi gelistiren timor
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hiicrelerine (vahsi tiimor hiicreleri) yonelik olusturulan deterministik modelin (2.18) sayisal
sonuglar1 incelenecektir. Genisletilmis Tiimor hiicresi-bagisiklik gdzetimi modelinde T,SO Lo
model degiskeni ile saf tiimor hiicresi temsil edilmisti. NK dogal 6ldiiriicii hiicreden kagan
vahsi tipli timér hiicresi degigkenleri Ty ; , T{ ;. ile CD8+ Lenfosit hiicrelerinden kagan
timor hiicresi degiskenleri ise TIGO L 1,T161 1, lle temsil edilmektedir. Vahsi tiimor hiicresi
modelini olusturmamizin amaci timor hiicrelerinin bagisiklik sisteminin bir veya her iki
kolundan (uyarlanabilir ve dogustan olan bagisiklik) nasil sizdigint ve tiimér hiicrelerinin
konak bagisiklik sisteminin bir veya her iki kolundan kagtiktan sonra nasil gelistigini
gostermektir. Ayrica NK dogal oldiiriici hiicrenin (dogustan olan) kaynak oraninin
artirtlmasi sonucu elde edilen saf tiimor hiicresi temel iireme sayis1 (Ry) degerinin timor
hiicrelerini nasil etkiledigini ve bu etki sonucunda tiimor hiicrelerinin nasil gelistigini
gostermektir.

Saf tiimor hiicresi bagisiklik gozetim modelinin deterministik sonuglarinda temel
lireme sayist Ry > 1 oldugunda saf tiimor hiicresi lojistik olarak biiylime devam etmis R, <
1 oldugunda ise tiimor hiicreleri etkisiz hale gelmisti. Saf tiimoér hiicresinin etksiz hale
gelmesi i¢in esik parametresi olarak kabul edilen R, degerini vahsi tipli timor hiicreleri i¢in
uygulayip Ry > 1 ve Ry <1 oldugunda ortaya ¢ikan sayisal sonuglar yorumlanacaktir.
Vahsi tiimor hiicresi bagisiklik gézetim modelinde R, > 1 i¢in ¢oziimleri Sekil 2.14° te,

Ry < 1 i¢in ¢oziimleri ise Sekil 2.15’ te gosterilmistir.
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Vahsi tiimor hiicresi bagisiklik etkilesiminde incelenen siire¢ i¢inde (t € [0,100])
Ry >1 i¢in modelin degiskenlerinin maksimum ve minimum degerleri ile ug

degerlerine(t = 0,t = 100) ait sayisal veriler Tablo 2.9°da gosterilmistir.

Tablo 2.9. Vahsi tiimor hiicresi bagisiklik gozetim modelinin degiskenlerine ait bazi sayisal

veriler
Ry >1 t Minimum t Maksimum | Ug¢ Degerler(Zamana gore)
Deger Deger t=0 t =100
N(t) 0 | 1.465x10* |10.23| 3.032 x 10° 10° 1.465 x 10*
L(¢t) 100 0 0 100 100 0
TISOLO 0 104 55.82| 4.283 x 107 104 4.283 X 107
TV 1, 0 0 51.31| 4.292 x 107 0 4.292 x 107
Th L, 0 0 66.41| 4.29 x 107 0 4.29 x 107
T1’\>’1L1 0 0 80.85| 4.292 x 107 0 4.292 x 107
T161L1 0 0 94.21| 4.299 x 107 0 4.299 x 107

Timoér uyusuklugu, potansiyel olarak oliimciil tiimoér hiicrelerinin, tiimor hiicresi
popiilasyonunda ¢ok az veya hi¢bir artis olmadan uzun bir siire boyunca devam ettigi bir
durumu tarif etmek i¢in kullanilan bir terimdir. Bir tiimore ilerleyen biiylime icin gerekli
olan bir faktoriin yoklugundan 6tiirii, timor hiicrelerinin uyku hali sirasinda hizli bir oranda
bliytimedigi deneysel sonucglardan goriilmektedir (Kuznetsov vd, 1994). Hareketsiz
durumlar sadece bir tiimoriin radikal tedavisinden sonra degil, ayn1 zamanda timor
ilerlemesinin erken asamalarinda ortaya ¢ikmaktadir. Hareketsiz durumdan sonra kagan
tiimor hiicreleri hastanin kansere yakalanip yakalanamayacagini belirlemektedir (Kuznetsov
vd, 1994). CTL'nin tiimor hareketsiz durumunun destegine dogrudan katilmasi bazi deney
modellerinde gosterilmistir. CTL'nin yan1 sira, makrofajlar ve NK hiicreleri gibi baska tipte
bagisiklik sistemi hiicreleri de, bir tiimor hareketsiz durumunun siirdiiriilmesine
katilabilmektedir.

Olusturulan model kapsaminda; model degiskenleri i¢in Sekil 2.14’de elde edilen
sonuclar incelendiginde TI{IVlLO’ TIGOLl, TI{,\’lL e T161L , timdr hiicrelerinin belli bir zaman
diliminde uykuda kaldig1 (hareketsiz kaldigi) daha sonra bagisiklik gozetiminde kagis
gerceklestirdigi goriilmektedir. Tablo 2.9’dan tiimor hiicrelerinin maksimum degerleri ve

zamanlar1 incelendiginde, tiimor hiicrelerinin kagis1 ve sonrasindaki gelisiminin bagisiklik
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hiicreleri ile karsilasma sayisina ve bagisiklik hiicresi cinsine (NK ve CTL) baglh olarak
degistigi sonucuna varilmaktadir. Bir kez kagig gerceklestiren T,{}’l L, ile T,%O 1, vahsi tipli
hiicreler karsilagtirildiginda CTL (CD8+ Lenfositleri)’den kacan TIGO 1, timdr hiicresi
maksimum degerini t = 66.41 aninda, NK’dan kacan T,{}’l L, timdr hiicresi ise maksimum
degerini t = 51.31 aninda almaktadir. Bu durum NK den kagan tiimér hiicrelerinin CTL’den
kagan tiimor hiicrelerine gore daha direncli oldugu anlamina gelmektedir. Ayn1 yorum Tﬁl Ly
ve Tk 1, Vvahsi tipli tiimor hiicreleri arasindaki maksimum degerler karsilagtirarak
yapilabilir. Ayrica NK dogal 6ldiiriicii hiicreler tiimoriin hareketsiz durumunun destegine
daha fazla katildig1 CTL den kacan ve NK ile karsilagan T,GO L, V€ TIG1 1, timdr hiicrelerinin
Tablo 2.9°daki sayisal verilerine bakarak yorumlanabilmektedir.

Vahsi tiimér hiicresi bagisiklik goézetim modelinde Ry > 1 (o = 3.2 X 10%) i¢in
sonuglar incelenmistir. NK hiicresi kaynak oranini keyfi olarak ¢ = 3.2 X 10° almip R, <

1 i¢in sonuglar incelenecektir (Sekil 2.15, Tablo 2.10)
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Sekil 2.15. Ry < 1 i¢in vahsi tiimor hiicresi bagisiklik gdzetimi modelinin sonuglari
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Vahsi tiimor hiicresi bagisiklik etkilesiminde incelenen siire¢ i¢inde (t € [0,100])
Ry <1 i¢in modelin degiskenlerinin maksimum ve minimum degerleri ile ug

degerlerine(t = 0,t = 100) ait sayisal veriler Tablo 2.10°da gosterilmistir.

Tablo 2.10. Ry < 1 igin vahsi tiimor hiicresi bagisiklik gézetim modelinin degiskenlerine
ait bazi sayisal veriler

Ry <1 t Minimum t Maksimum | Ug¢ Degerler(Zamana gore)
Deger Deger t=0 t =100
N(t) 0 10° 100 | 7.642 x 107 10° 7.642 x 107
L(t) 100 0 0 100 100 0
TS .. 100 0 2.36 | 1.946 x 10* 10* 0
TII\ylLO 0 0 49.13| 4.292 x 107 0 4.292 x 107
Ty . 0 0 11.71] 1.16 x 10™* 0 0
ot1

TII\ylLl 0 0 77.12| 4.292 x 107 100 4.292 x 107
TlelLl 0 0 100 4.09 x 108 0 4.09 x 108

Arastirmalar tiimor sahasinda ¢ok sayida NK hiicresinin varliginin konakg¢inin
bagisiklik gozetimine O6nemli Ol¢lide katkida bulundugunu gostermektedir (Mahasa vd,
2016). Timorlerde diisiik NK hiicre sayisinin tiimorden bagisiklik gdézetimden kagma
sansint arttirdi1 one stiriilmistiir. Dogal bagisikligin bir parcasi olan NK hiicreleri, giicli
kesin immiinite ortaya ¢ikmadan Once gelismekte olan tiimor hiicrelerine saldirmada ilk
etkilenen etkendir (Dunn vd, 2004). Klinik ¢alismalardan elde edilen bulgular, gastrik
karsinomali hastalarin yasam kalitesinin iyilestirilmesinin, NK kaynak orani (o) yiiksek olan
hastalarda, NK kaynak orani diisiik olanlara gore anlamli derecede arttigin1 géstermektedir

(Mahasa vd, 2016).

Saf timor hiicresi modelinde elde edilen R, degerinin NK hiicresinin kaynak orani
arttirildiginda yani o = 3.2 X 10 i¢cin Ry < 1 oldugunda elde edilen sonuglar daha énce
paylasilmist1 (Sekil 2.6). Vahsi tlimor hiicresi modelinde de kaynak orani artirilarak o =
3.2 X 10%i¢in Ry < 1 oldugunda ne gibi sonuglarin ortaya ¢ikacag arastirilmistir. Yapilan
aragtirmalarda olusturulan vahsi timor hiicresi bagisiklik gézetimi modeli kapsaminda saf
tiimor hiicrelerinin 6nceki deterministik saf timor hiicresi bagisiklik gézetimi modelinde
(2.18) oldugu gibi tamamen etkisiz hale geldigini gérmekteyiz. Bunun yaninda kaynak

oraninin artirilmasiyla ortaya ¢ikan R, degeri sonucunda CTL’den kagan tiimor hiicresinin
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(T,%0 1,) Once kiiglik bir artis gosterdigi sonra tamamen yok oldugu Sekil 2.15 ve Tablo
2.10°dan goriilmektedir. Fakat NK dogal 6ldiiriicii hiicreden kacan Tﬁl L, timdr hiicresinin
Sekil 2.14 ve Tablo 2.9 ile karsilastirildiginda herhangi bir degisiklige ugramamasi NK’den
kacan tiimor hiicrelerinin bagisiklik sistemine karsi oldukca direngli oldugu anlamina
gelmektedir. T,{}’l L, V€ T,Gl 1, vahsi tlimdr hiicresi artigina bakildiginda modelimiz sonucunda
ortaya cikan sonug¢ bize gosteriyor ki NK dogal 6ldiiriicti hiicrenin kaynak oraninin
artirllmas1 her zaman tiimor kacisina engel teskil etmemektedir. Ayrica kaynak orani
artirtlmasi ile etkisiz hale gelen T,’qo 1, vahsi tiimor hiicresi NK hiicresi ile kargilagtiginda
T8, (Tyy, + N> T{ ) vahsi timor hiicresi olarak kagisin gergeklestigini
gormekteyiz. Bu durum olusturulan modelimizin NK dogal bagisiklik hiicrelerinin tiimér
hiicrelerini uykuda tuttugu gibi uykuda olan tiimér hiicresini de uyandirabildigini
gostermektedir. Arastirmalar gosteriyor ki farkli konakg¢i savunma hiicreleri, tiimor
hiicrelerinin biiyiimesini veya yok edilmesini baskilayabilir. Bununla birlikte, bir dizi
deneysel ve klinik vakada, bagisiklik sisteminin immiinoterapi ile uyarilmasinin,
bastirmadan ziyade tlimor hiicresi bilylimesinin uyarilmasi ile sonuglandigi gézlenmistir
(Kuznetsov vd, 1994). Ayrica T11\>I1 L, Vahsi tiimdr hiicresinin CTL ile karsilagmasi sonucunda
(TN, L= Th,,) kacis gergeklestiren tiimdr hiicresi olan Ty ; ’nin kaynak oram
artirllmadan 6nceki durumu (Sekil 2.14, Tablo 2.9) ile karsilastirildiginda 6nceki duruma
gore maksimum seviyesinin arttigint gérmekteyiz. Burdan da goriiliiyor ki NK kaynak
oraninin artirtlmasi timor hiicrelerinin ilk kagislarini baskilayabilse bile sonraki asamalarda

tiimort, 6zellikle CTL bagisiklik hiicrelerine karsi daha direncli hale getirmektedir.

Genel olarak su degerlendirme yapilabilir: Timor hiicresi bagisiklik etkilesiminde
bagli olarak olusturulan model sonuglarinda tiimor hiicresinin rastgele parametre
degerlerinden ve stokastik etkilerden dolay1 fazla bir degisiklige ugramadigi, NK kaynak
oraninin artirilmasiyla incelenen sonuglarda saf tiimor hiicresi temel iireme sayisinin R, <
1 olmasindan dolay1 saf tiimor hiicrelerinin etkisiz duruma geldigi, vahsi tiimor hiicresi
modelinde kaynak oraninin artirilmasinin kagis gergeklestiren tiim hiicrelerini etkisiz hale
getirmedigi ve bazi tiimor hiicrelerinin daha fazla direng gostermesine sebep oldugu
goriilmistiir. Buna bagli olarak vahsi tiimor hiicrelerinin yok edilmesi i¢in NK ve CTL
bagisiklik hiicrelerinin giiglii bir destege ihtiya¢c duydugu yorumlanabilir. Bu destek
uygulanan tedavi yontemleri ile saglanabilir. Kemoterapi, radyoterapi ve immunoterapi gibi

tedavi yontemleri uygulanip sonuglar incelenebilir.
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3. BULGULAR

Bu ¢alismada literatiirde var olan deterministik tiimor-bagisiklik etkilesim modelleri
incelenerek tiimoriin ve bagisiklik sisteminin davranislarini daha iyi agiklayabilmek ig¢in
yeni bir tiimor bagisiklik gézetim modeli olusturulmustur. Model bagisiklik hiicreleri, saf
tiimor hiicresi ve vahsi tipli timor hiicreleri (bagisiklik hiicrelerinden kacis gerceklestiren
timor hiicreleri) degiskenlerini igerdiginden modelimiz genigletilmis tiimor-bagisiklik
gozetim modeli olarak adlandirilmistir.

Oncelikle tiimér hiicrelerinin  bagisiklik hiicrelerinden kagis gerceklestirmedigi
varsayilarak saf timor hiicresi bagisiklik gozetim modeli olusturulmustur. Saf tiimor hiicresi
bagisiklik gbzetim modeli degiskenlerinin biyolojik olarak anlamli olabilmesi igin
pozitifligi incelenmis sinirli oldugu durumlar arastirilmigtir. Modelin denge noktalari
bulunmus tiimdrsiiz denge noktasina bagli olarak tiimor hiicresi temel lireme sayisi (R)
bulunarak R,’in degerine gore yerel kararlilik ve global kararlilik durumlari incelenmistir.
Saf tiimor hiicresi modelinin parametreleri iizerinde normal ve genellestirlimis beta
dagilimina sahip rastgele etkiler uygulanmis ve uygulanan dagilimlarla ilgili sonuglar
deterministik degerlerle karsilastirilarak cikarimlar yapilmistir. Saf tiimor hiicresi ile
bagisiklik etkilesiminin rastgele davranigini modelleyebilmek adina diferansiyel denklem
sistemine stokastik giiriiltii terimi eklenmis elde edilen stokastik saf timor hiicresi bagisiklik
gbzetim modeli deterministik model ve rastgele modelin sonuclari ile karsilastirilmistir.

Normal ve Genellestirilmis beta dagilimina sahip rastgele etkiler ile olusturulan
modelin sonuglarinin deterministik modelin sonuglari ile karsilastirmanin yani sira rastgele
etkilerin timor hiicresi temel lireme sayisi olan R,’1 nasil etkiledigi arastirilmis ve ¢ikan
sonuglara gore ¢ikarimlarda bulunulmustur. Stokastik etki sonucunda olusturulan stokastik
modelin sonuglar1 Euler-Maruyama, Milstein, 2. Mertebeden Runge-Kutta ve 4. Mertebeden
Runge-Kutta gibi stokastik sayisal ¢oziim yontemleri kullanilarak bulunmus ve stokastik
¢oziimler ile genel bir yaklasim elde edilmeye ¢alisilmistir. Ayrica stokastik sayisal ¢6ziim
yontemleri sonucunda elde edilen sonuclar deterministik sonuglarla karsilagtirilarak sayisal
¢Oziim yontemleri hakkinda degerlendirmelerde bulunulmustur.

Tiimor hiicrelerinin  bagisiklik hiicrelerinden kagis gerceklestirdigi varsayilarak
Genisletilmis modelden vahsi tiimor hiicresi bagisiklik gozetim modeli olusturulmustur.

Model var olan bilimsel parametre degerleri ile incelenerek kagis gergeklestiren tiimor



hiicresi model degiskenlerinin davramiglar1 tek tek yorumlanarak ¢ikarimlarda
bulunulmustur. Daha sonra parametre degerlerinden NK dogal bagisiklik hiicresi kaynak

orani (o) artirillarak ortaya ¢ikan sonuglar hakkinda degerlendirmeler yapilmistir.
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4. iIRDELEME

Yapilan ¢alismada literatiirdeki model ¢alismalari incelenerek ve bilimsel varsayimlar
kullanilarak olusturulan Genisletilmis Tiimor-Bagisiklik Modeli bilimsel literatiirde konakgi
bagisiklik sisteminin iki kolundan da (NK ve CTL) birden fazla kagis1 dngoéren ilk model
olma 6zelligine sahiptir. Dolayistyla model iizerinde yapilan ¢aligmalarin tiimii modele 6zgii
bir nitelik kazandigindan yapilan caligmalarin tiimii literatiirde mevcut degildir.
Genisletilmis model tiimdr hiicrelerinin bagisiklik sisteminin bir veya her iki kolundan nasil
sizdigini (yani, uyarlanabilir ve dogustan olan bagisiklik) ve tiimor hiicrelerinin konak
bagisiklik sisteminin bir veya her iki kolundan kagtiktan sonra nasil gelistigine dair bir takim
bilgiler sunmaktadir. Bu bilgilerin kanser aragtirmalarini daha fazla derinlestirecegi ve tedavi
yontemlerinin bu dogrultuda uygulanacag diisiiniilmektedir.

Konak¢1 bagisiklik sisteminden kagis gergeklesmedigi varsayilarak olusturulan saf
tiimor hiicresi bagisiklik gdzetim modelinin tiimdr hiicresi iireme sayisinin (R,) bulunmast
saf tiimdr hiicresinin lojistik biiylimeye bagli olarak saglikli hiicreleri  etkileyip
etkilemedigine yonelik sonuglarin elde edilmesine imkan saglamistir. Bulunan R, degeri
timorsiiz dengenin yerel kararliligi ve global kararliligi hakkinda yorum yapmamizi
saglamistir. Stokastik giirtiltii terimi eklenerek olusturulan stokastik model ve parametrelerin
rastgele davranislarini temsil etmek icin olusturulan rastgele modelin literatiirde ¢ogunlukla
stokastik siiregler kullanilarak yapilan analizlerden daha basit ve hizli bir sekilde sonug elde
edilmesine yonelik imkan tanimistir. Stokastik sonuglari elde etmek i¢in Stokastik Euler-
Maruyama, Stokastik Milstein, Stokastik 2. Mertebeden Runge-Kutta ve 4. Mertebeden
Runge-Kutta yontemleri kullanilarak stokastik ¢oziimler elde edilmistir. Sayisal ¢6ziim
yontemlerinden 2. Mertebeden Runge-Kutta ve 4. Mertebeden Runge-Kutta yaklagimlari ilk
kez kullanilmis ve deterministik degere uyumlulugu agisindan adim sayisina bagli olarak
hata oraninin azaltilmasina yonelik ¢alismalar ilk kez yapilmistir.

Genisletilmis modelden elde edilen vahsi timor hiicresi bagisiklik gézetim modeli
literatiirde benzer modeller olmasina karsin elde edilen 6zgiin bir model olma 6zelligi
tagimaktadir. Modelin sayisal sonuclar1 deneysel arastirmalara, bilimsel varsayimlara ve
literatlirdeki kagis gerceklestiren tiimor hiicrelerinin gelismesine yonelik olusturulan
modellerin sonuglar1 ile uyumlu olmasinin yaninda yeni sonuglarin elde edilmesini imkan

saglayacak bir model olma 6zelligine sahiptir.



5. SONUCLAR

Deneysel sonuglara ve bilimsel varsayimlar ile uyumlu ve tiimor hiicrelerinin konake1
bagisiklik sisteminin iki kolundan da (NK ve CTL) birden fazla kagis1 6ngéren Genisletilmis
Tiimor-Bagisiklik Gozetimi adinda yeni bir model olusturulup literatiire kazandirilmistir.

Genigletilmis modelden elde edilen saf tiimor hiicresi bagisiklik gdzetim modelinin
degiskenleri ¢oziimlenmis, pozitifligi ve T(t) = % kosulu altinda sinirlilig1 ispatlanmustir.

Timorsiiz denge noktasinin yerel ve global kararliligini arastirmak i¢in tiimor hiicresi

(L5051

ap2

temel ireme say1s1 Ry = olarak bulunmus, modelin tiimorsiiz denge noktasinda Ry < 1

oldugunda asimptotik kararli, R, > 1 oldugunda ise kararsiz oldugu ispat edilmistir. Ayrica
modelin global asimtotik kararliligi incelenmis ve asimptotik kararli oldugu kosullar altinda
(Ry < 1) global asimptotik kararli oldugu goriilmiistiir.

Saf tliimor hiicresi bagisiklik gdzetim modelinde belirlenen bilimsel parametreler
kapsaminda temel iireme sayis1 hesaplandiginda Ry, = 31.2326 degeri ¢ikmaktadir. Ry > 1
oldugundan model tiimorsiiz denge noktasinda kararsiz olmaktadir. Bunun sonucunda tiimor
hiicrelerinin lojistik olarak biiylimesine devam ettigi model kapsaminda elde edilen
simiilasyonlarla gdsterilmistir.

Saf tiimor hiicresi modelinde tiimoriin biiytimesini engellemek adina NK dogal
bagisiklik hiicresinin kaynak orami artirilmis ve R, < 1 olmasi saglanmistir. Bu duruma
bagl olarak tliimor hiicresinin etkisiz hale geldigi simiilasyonlarla gosterilmistir. Ayrica
Ry <1 i¢in global kararlilik sartlarim1 sagladigi ve tiimor hiicresinin farkli baglangig
kosullar1 altinda kararli oldugu grafikler ile gosterilmistir.

Saf timor hiicresi modelinin parametre degerleri Normal ve Genellestirilmis Beta
dagilimina sahip rastgele etkiler altinda incelenmis ve deterministik degerin sonuglari ile
karsilastirilmistir. Normal dagilimina sahip rastgele etkiler altinda elde edilen sonuglarin
deterministik sonuglara ¢ok yakin oldugu gozlemlenmistir.

Normal ve Genellestirilmis Beta dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki temel
tireme sayis1 hesaplandiginda Normal dagilim i¢in Ry = 31.7595 ve Genellestirilmis Beta
dagilimi i¢in Ry = 34.0985 olmaktadir. Normal dagilim i¢in hesaplanan R, degerinin
deterministik R, degerine daha yakin oldugu goriilmiistiir. Ayrica timoriin lojistik

biiylimesinin rastgele etkilerden c¢ok fazla etkilenmedigi simiilasyonlarla gosterilmistir.



Saf tiimor hiicresi modelindeki diferansiyel denklem sistemine Stokastik giiriiltii terimi
eklenerek stokastik diferansiyel denklem sistemi olusturulmustur. Stokastik diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlemelerinde kiigiik hata paylarnin stokastik etki sonucunda
biiyiiyerek elde edilen deterministik sonuglardan uzaklasacagi degerlendirilmektedir. Bu
ylizden farkli stokastik sayisal ¢Oziim yontemleri kullanilarak stokastik modelin
¢Oziimlerinin genel yaklagimlar1 elde edilmistir. Stokastik modelinin ¢oziimlemesinde
kullanilan Stokastik Euler-Maruyama, Stokastik Milstein, Stokastik 2. Mertebden Runge-
Kutta ve Stokastik 4. Mertebeden Runge-Kutta sayisal ¢oziim yontemlerinin deterministik
saf tiimor hiicresi modeli sonuglarinin gidisatini siirdiirdiigii grafiklerle gosterilmistir.

Adi diferansiyel denklemlerde fark semalarinda oldugu gibi yiiksek dereceli Stokastik
Runge-Kutta yontemleri ile hata orani disiiriiliip hesaplama yapilabilmektedir. Stokastik
modelde de 4.Mertebeden Runge-Kutta yonteminin ¢ok daha az hata igerdigi ve
deterministik modelden elde edilen sonuglara daha yakin oldugu goriilmiistiir.

Tiimoriin bagisik hiicrelerinden kagisini agiklayan vahsi tiimor hiicresi bagisiklik
gbzetimi modeli olugturulmustur. Modelin NK dogal 6ldiiriicii hiicrelerden kacan vahsi tipli
timor hiicrelerinin (T,{}’1 LO,T,% 1,) CD8+ Lenfosit hiicrelerinden kagan tiimor hiicrelerine
(T,G0 Ly TL .1,) gore bagisiklik sistemine karsi daha direngli oldugu yapilan simiilasyonlarla
gosterilmistir.

Vahsi tiimor hiicresi modelinde NK dogal bagisiklik hiicresinin kaynak orani
artirllarak saf tiimor hiicresi temel ilireme sayisinin Ry, < 1 olmasi saglanmis ve bu
dogrultuda kacis gergeklestiren tiimor hiicrelerinin gelisimi incelenmistir. Elde edilen
simiilasyonlar sonucunda kaynak oraninin artirilmasi T180 L, (saf timor hiicresi) ve T,GO L
tiimor hiicrelerinin biliyiimesini durdurarak hareketsiz kalmasini saglamistir. Diger yandan
NK dogal bagisiklik hiicrelerinden kagan TI{IV1L0 ve T,{,Vlleahsi tipli tlimor hiicrelerinin
biiylimesini engellemedigi ve CD8+ Lenfosit hiicrelerden kagan TIG1 1, hticresinin ise hizli

bir sekilde biiylimesine neden oldugu goriilmiistiir.
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6. ONERILER

Saf tiimor hiicresine modeline ait tiimdrsliz denge noktasi diginda kalan denge
noktalarimin yerel asimptotik kararlililk ve global asimptotik kararlilik durumlari
incelenebilir.

Saf tlimor hiicresi modeli Normal ve Genellestirilmis Beta dagiliminin yaninda
Simetrik Uggensel Dagilim ve Laplace Dagilimina sahip rastgele etkiler altinda incelenip
tim dagilimlarin standart sapma, varyans, giiven araliklari, varyasyon katsayis1 gibi farkl
hesaplamalar sonucunda olusan sayisal veriler ile modelin gidisati yorumlanabilir.

Stokastik modellerin yaklasik beklenen degerlerinin daha az hata igermesi i¢in ¢ok
adimli stokastik ¢oziim yontemleri (6. Mertebeden Runge-Kutta gibi) kullanilabilir.

Saf tiimor hiicresinin temel ilireme sayisi hesaplandigi gibi vahsi tiimor hiicresi
modelinin de tiim tiimor hiicreleri i¢in temel lireme sayis1 hesaplanip kararlilik analizleri
yapilabilir.

Genigsletilmis tlimor hiicresi bagisiklik gézetimi modelinde i = 0,1,2,...,m ve j =
1,2,...,m olmak lizere genel olarak N’den kacan tiimdr hiicresi T,{}'j 1;» Lden kagan timor
hiicresi T,GiLj ile ifade edilmisti. Burada i indisi ancak (j — 1) indisi ile j indisinin aldig
degerleri almaktadir. m = 1 igin vahsi tiimor hiicresi modeli incelenip simiilasyonlar
araciligi ile yorumlanmistir. m degeri artirilarak olusturulan tiimér hiicrelerinin bagisiklik
gbzetiminden birden fazla kagis1 ongoren ¢ok boyutlu modelin sayisal sonuglart MATLAB
programi yardimui ile hesaplanip yorumlanabilir.

Yapilan deneysel sonuglara gore genisletilmis modele bilimsel literatiir kapsaminda

terim eklenip modelin gidisat1 deneysel sonuclarla uyumlulugu acisindan degerlendirilebilir.
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