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caligmasinin ikinci boliimiinde ise tez ¢aligmasi ile alakali temel kavramlara deginilmis ve
rastgele gecikmeli diferansiyel denklemin olusturulmasi i¢in eklenecek olan rastgele etki
terimleri ve parametrelerinin denklemi nasil rastgele hale getirdigi sunulmustur. Daha sonra
olasilik dagilimlarinin rastgele etkilerinin benzer degiskenlik katsayisina sahip olabilmeleri
i¢in saglamasi gercken kosullar belirtilmektedir. Son olarak rastgele ve stokastik siireclere
deginilmistir. Tez ¢alismasinin tglincii boliminde rastgele gecikmeli diferansiyel
denklemlerin bazi yar1 analitik ¢dziim ydntemleri, rnegin Varyasyonel Iterasyon Ydéntemi
(VIM), Sumudu Yontemi ve Diferansiyel Doniisim Yontemi (DDY) ele alinmistir. Daha
sonra rastgele gecikmeli diferansiyel denklemlerin davraniglart incelenmistir. Farkli olasilik
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edilmektedir. Bu sayisal karakteristiklerin grafikleri ve tablolar1 verilmektedir. Kullanilan
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1. GIRIS

Gecikmeli Diferansiyel Denklemler alaninda 6nemli ve gincel ¢alismalarin biiyiik
bir kismi1 Erneux (2009), Shampine ve Thomson’a (2009) ait kitaplarda yer almaktadir
(Erneux, 2009; Shampine ve Thompson, 2009; Bahsi, 2019).

Herhangi bir geri bildirim kontrol igeren bir sistem kesinlikle zaman gecikmesi
icermektedir. Sonlu zamandan kaynaklanan bu durum nedeniyle zaman gecikmesi de hesaba
katilarak hassas ¢0zUm gerekmektedir ve bu nedenle zaman gecikmeli diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerinden elde edilecek sonuglarin hassasiyeti biiylik 6nem
tasimaktadir. Bocharov ve Rihan (2000) biyobilimlerde kullanilan ve dinamiklerinin
anlasilmasinda sayisal yaklasimlarin temel bir ara¢ oldugu gecikmeli diferansiyel
denklemlerin matematiksel modellerini incelemis ve bu modelleri arastirmak ic¢in kullanilan
sayisal teknikleri yorumlamislardir (Bocharov ve Rihan, 2000). Buna gerekce olarak da
dogadaki belli biyolojik islemlerde, biyosistemlerin analizinde, adi diferansiyel denklemlere
gore gecikmeli diferansiyel denklemlerin daha uygun ve gercekci olmasini gostermislerdir.
Insperger ve Stépan (2002) lineer gecikmeli sistemlerin kararlilik analizi icin etkili bir
sayisal yontem sunmuslardir (Insperger ve Stépan, 2002). Ydntem, siirekli zaman gecikmesi
olan Mathieu denklemine de uygulanmistir. Asl ve Ulsoy (2003) gecikmeli diferansiyel
denklemlerin tam ¢dzimlerini elde etmek icin Lambert fonksiyonlar1 kavramina dayali yeni
bir analitik yaklasim sunmuslardir (Asl ve Ulsoy, 2003). Giilsu ve Sezer (2005, 2006)
gelistirdikleri matris islemlerine dayali Taylor matris yontemini kullanarak lineer fark
denklemleri ve lineer diferansiyel-fark denklemleri igin sayisal ¢6ziimler bulmuslardir
(Gllsu ve Sezer, 2005; Gllsu ve Sezer, 2006). Gilsu vd. (2006) benzer bir galismay1
Legendre ve Taylor polinomlarin1 hibrit ederek matris yontemiyle lineer fark denklemlerinin
sayisal ¢oziimiinii bulmuslardir (Gilsu vd. 2006). Matris islemlerine dayali bu seri ¢oziim
yontemi siralama yontemi ile birlestirilerek farkli seriler ile ¢oziim ydntemlerinin Onii
acilmistir. Bu konuda, Giilsu vd. (2011, 2012) Hermit ve Chebyshev polinomlari ile lineer
diferansiyel-fark denklemlerinin, Yilzbas1 (2011, 2012) Bessel polinomlarini kullanarak
lineer tekil diferansiyel-fark denklemlerinin ve retartded ve advanced tipi diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir ( Gillsu vd. 2011; Gulsu vd. 2012;
Yiizbasi, 2011; Yiizbasi, 2012). Coziim Lambert fonksiyonlari cinsinden yazilmis modlarin
sonsuz serisi formunda bulunmustur. Farkli 6rneklerdeki gecikme denklemleri igin tekil

modlar, serbest ve zorlamali tepkiler incelenmis ve sonuglar sunulmustur. Xu vd. (2007)



negatif sonimleme ve gecikmeli geri besleme kontroll olan gecikmeli bir osilatériin dinamik
analizini yapmiglardir (Xu vd. 2007). Calisma sonucunda, diizgiin ayarlanmig gecikme
sayesinde kontrollli gecikmeli sistemin kararli dengeye, periyodik ¢6ziimlere, yari-periyodik
cozlmlere veya birlikte var olan kararli ¢oziimlere sahip olabilecegini gostermislerdir.
Vanani ve Aminataei (2008) gecikmeli diferansiyel denklemlerin bir alt simnifi i¢in ¢oklu
karesel yaklasim ile sayisal ¢oziimler elde etmislerdir (Vanani ve Aminataei, 2008). Yu
(2008) varyasyonel iterasyon yontemi ile coklu-pantograf tipi gecikmeli denklemleri, Wang
ve Wang (2010) ise Legendre-Gauss siralama yontemi ile lineer olmayan gecikmeli
diferansiyel denklemleri ¢6zmiislerdir (Yu, 2008; Wang ve Wang, 2010). Dehghan ve Salehi
(2010) biyolojideki dogrusal olmayan zaman gecikmeli bir modelin varyasyonel iterasyon
yontemi ve Adomian ayristirma metodu gibi yari-analitik yaklasimlarla ¢ozumlerini elde
etmiglerdir (Dehghan ve Salehi, 2010). Bu yontemler kigik perturbasyonlara,
dogrusallagtirmaya ve degiskenlerin ayriklastirilmasina gerek duymadiklari icin islem
hacmini azaltmaktadirlar. Saeed ve Rahman (2010) gecikmeli diferansiyel denklem
sistemlerini, Evans ve Raslan (2005) gecikmeli diferansiyel denklemleri, Adomian
decomposition yontemi ile ¢ozmiislerdir (Evans ve Raslan, 2005; Saeed ve Rahman, 2010).
Liu vd. (2013) ikinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin yaklasik analitik
cozimlerini elde etmek icin VIM yonteminden yararlanmistir (Liu vd. 2013). Yakinsama
sonuglari elde edilmis ve ¢oziim surecinde makul bir Lagrange ¢arpani segebilmek i¢in etkin
bir teknik tasarlanmistir. Anakira vd. (2013) gecikmeli fark denklemlerinin yaklasik analitik
¢oziim algoritmasini bulmak igin ilk kez optimal homotopi asimtotik yoéntemini
kullanmiglardir (Anakira vd. 2013). Bu yaklasim, diger perturbasyon yontemlerinin aksine
kiiciik veya biiyiik parametrelere bagh degildir ve yaklasim serilerinin yakinsamasinin
kontrol edilebilmesine imkan vermektedir. Erdem ve Yalg¢inbas (2012) diferansiyel-fark
denklemleri i¢in sayisal ¢6zlim algoritmasini Bernoulli serileri ile matris islemlerine dayali
siralama metodu kullanarak gelistirmislerdir (Erdem ve Yalginbas, 2012). Gokmen ve Sezer
(2013) Taylor polinomlarini kullanarak fark denklemleri icin, Kurt vd. (2013) Fibonacci
polinomlarin1 kullanarak diferansiyel-fark denklemleri i¢in matrise dayali siralama
yontemini kullanmiglardir (G6kmen ve Sezer, 2013; Kurt vd. 2013). Yiizbasi ve Sezer
(2015) lineer gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in Legendre serilerini kullanarak sayisal
cozlimler elde etmisler ve residiiel hata fonksiyonuna dayali hata tahmin algoritmalart
gelistirmiglerdir (Yiizbasi ve Sezer, 2015). Yiizbasi ve Sezer (2013a) baska bir

caligmalarinda ise gecikmeli diferansiyel denklemlerin sinir deger problemleri i¢in hata



tahmin algoritmalar1 ve sayisal ¢oziim yontemleri gelistirmislerdir (Yiizbas1 ve Sezer,
2013a). Yiizbasi vd. (2013b, 2014) lineer gecikmeli diferansiyel denklemler igin hata tahmin
algoritmalar1 ve sayisal ¢oziim yontemleri gelistirmislerdir (Yiizbas1 ve Sezer, 2013b;
Yiizbas1 vd. 2014). Bu hata tahmin algoritmalarin1 kullanarak tam ¢oziimi bilinmeyen
gecikmeli tek serbestlik dereceli kitle yay sisteminin matematiksel modeli icin, Cevik vd.
(2014) ustel formdaki serileri kullanarak siralama yontemi ile bazi modellerin sayisal
¢oziimlerini elde etmislerdir (Cevik vd. 2014). Bu calisma ile yontem ve hata tahmin
algoritmalar1 bir mithendislik problemi i¢in uygulanmistir. Bahst vd. (2015) ortogonal Ustel
fonksiyonlara dayali siralama yontemi ile gecikmeli ve pantograf tipi denklemler i¢in sayisal
¢oziimler elde etmis ve hata tahmin algoritmalari sunmuslardir (Bahs1 vd. 2015).

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in bu yontemlerin disinda
perturbasyon yontemleri de gelistirilmistir (Erneux, 2009). Wang ve Hu (2003) ikinci
mertebe gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢6zimi igin c¢ok Olgekli perturbasyon
yontemini ve Lindstedt-Poincaré yontemini kullanmistir (Wang ve Hu, 2003). Shakeri ve
Dehghan (2008) gecikmeli diferansiyel denklemlere ve Biazar ve Ghanbari (2012) ise
pantograf tipi gecikmeli denklemlere, homotopi perturbasyon yontemini uygulamislardir
(Shakeri ve Dehghan, 2008; Biazar ve Ghanbari, 2012). Ayrica perturbasyon yontemleri fark
denklemleri, diferansiyel denklemler, integro diferansiyel denklemler ve cebirsel denklemler
igin de sikg¢a kullanilmigtir (Nayfeh, 1981). Perturbasyon yontemlerinin temel kisitlamasi
kicik bir parametrenin olma zorunlulugudur. Bu parametre, verilen denklemden
kaynaklanan fiziksel parametre ya da alternatif olarak suni eklenen bir parametredir. Bircok
yontem bu kisitlamanin {izerine kurulmustur. Bu kisitlamanin kaldirilmasi i¢in perturbasyon
yontemlerinin hibrit olarak kullanildigi bir¢ok yontem gelistirilmistir. Bunlardan biri ¢ok
Olcekli metot (multiple scales) ile Lindstedt-Poincaré yonteminin beraber kullanildigi ¢ok
Olcekli Lindstedt-Poincaré (MSLP) yontemidir (Pakdemirli vd. 2009). Diger bir hibrit
perturbasyon yontemi ise, direk perturbasyon yontemi ve iterasyon yontemlerinin birlesimi
olan iterasyon perturbasyon yontemleridir (He, 2001; Mickens, 2006; Marinca ve Herisanu,
2006; Ozis ve Yildirim, 2009; Ganji vd. 2009; Pakdemirli, 2013). iterasyon perturbasyon
yontemlerini, Yiizbasi ve Sezer (2013a) kuvvetli lineer olmayan salinim problemine, Ozis
ve Yildirim (2009) van der Pol denklemine ve Ganji vd. (2009) tek serbestlik dereceli lineer
olmayan salmimli mekanik sistemin denklemi gibi temel mihendislik problemlerine
uygulamistir (Ozis ve Yildirim, 2009; Ganji vd. 2009; Yiizbasi ve Sezer, 2013a). Iterasyon

perturbasyon yontemlerine alternatif ve daha etkili bir hibrit yontem, Pakdemirli (2013)



tarafindan perturbasyon iterasyon yontemi olarak sunulmustur (Pakdemirli, 2013).
Perturbasyon-iterasyon yontemi, perturbasyon ac¢ilimindaki diizeltme teriminin sayisina ve
Taylor serisine agiliminin, tiirevinin mertebesine gore perturbasyon iterasyon algoritmalari
(PIA) ile sunulmustur. Bu yeni perturbasyon-iterasyon yontemi ilk olarak cebirsel
denklemler igin kok bulma algoritmasi olarak sunulmustur (Pakdemirli ve Boyact, 2007).
Sonrasinda yontem, yiiksek dereceli cebirsel denklemler i¢in gelistirilmistir (Pakdemirli vd.
2007; Pakdemirli vd. 2008). Daha sonrasinda, Aksoy ve Pakdemirli (2010) bir fizik
problemi olan Bratu tipi diferansiyel denklemlere ve Dolap¢1 vd. (2013) Fredholm ve
Volterra tipi integral denklemlere uygulamistir (Aksoy ve Pakdemirli, 2010; Dolapg¢1 vd.
2013). Bunun diginda kabul géren bu yeni yontem birgok arastirmaci tarafindan farkl
problemler igin gelistirilmektedir. Yildiz vd. (2016) degisken viskoziteye sahip bir Newton
akiskan1 ve {ii¢iincli mertebe akigkanin, paralel plaka akisi problemi i¢in, gelistirdikleri
perturbasyon-iterasyon yontemi ile direk perturbasyon ydntemine gore daha iyi sonuclar
elde etmislerdir (Yildiz vd. 2016). Ayrica yontem fin denklemine Aksoy ve Pakdemirli
(2016), ikinci mertebe sinus hiperbolik lineer olmayan Troesch denklemine Bahsi, Cevik
(2017) ve LotkaVolterra denklemine Aksoy vd. (2016) uygulanmistir (Aksoy ve Pakdemirli,
2016; Bahsi, Cevik, 2017; Aksoy vd. (2016). Bildik ve Deniz perturbasyon-iterasyon
yontemini modifiye ederek yontemin etkinligini arttiran ¢aligmalar yaymlamiglardir. Bildik
ve Deniz (2018a) modifiye edilmis perturbasyon-iterasyon yontemi ile lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin bazi siniflar1, Bildik ve Deniz (2020) Klein-Gordon denklemi,
Bildik ve Deniz (2018b) Burger ve dalga denklemleri icin perturbasyon-iterasyon
algoritmalar1 gelistirmislerdir (Bildik ve Deniz, 2018a; Bildik ve Deniz, 2018b; Bildik ve
Deniz, 2020). Bahs1 ve Cevik (2015) pantograf tipi gecikmeli diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢Oziimleri igin perturbasyon-iterasyon yontemini sunmuslardir (Bahs1 ve Cevik,
2015). Kovacic vd. (2018) Mathieu denklemlerinin farkli siniflari ile ilgili genel bir ¢alisma
sunmuslardir (Kovacic vd. 2018; Bahsi, 2019).

1.1. Literatuir Ozeti

Gecikme giindelik yasantimizda sik sik karsilagtigimiz bir gergekliktir. Fiziksel
sistemlerin ¢ogunda farkli zamanli uyaricilarla ilgili tepkilerin meydana gelmesi esnasinda
kisa olmakla birlikte bir zaman aras1 olmas1 muhtemeldir. Biyolojik sistemlerde gecikme

birka¢ yliz milisaniye slirede gergeklesir ki bu insandaki tepki siirecine yakindir. Bir



antenden sinyallerin iletilmesiyle, uzak bir nesneden yansimasini almasi arasindaki
gecikmenin kisa stireli olmasi temel 6zelligidir.

Birinci Diinya Savasi'ndan sonra, otomatik kontrol sistemlerinin gelistirilmesi ve
kullanilmasi, gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD) olarak tamamen farkli bir
diferansiyel denklem sinifi ¢alismalariyla sonuglanmistir. Geri bildirim kontroll iceren
herhangi bir sistem zaman gecikmesini igermek zorundadir. Bilgiyi algilamak ve buna tepki
vermek i¢in sinirh bir siire gerekir bu yilizden bir zaman gecikmesi meydana gelir. Bununla
birlikte, birden fazla mekanizmanin ayni anda kontrol edilmesi gerektiginde ciddi denge
sorunlari ortaya ¢ikar. Ornegin, pilotun ucag kontrol etme gabalarmin sonucu olarak kasitsiz
stirekli salinimlar olusur (Mitchell ve Klyde, 2006). Daha kompleks sistemlerde birden ¢ok
gecikme de meydana gelebilir.

Teorik bir zaman gecikmesi bir makineye verilen enerji ile alinan tepki ayni formda
bir 6zelliktir. Uyarict x(t), y(t) tepkisiyle sonuglanir. Burada t zaman, h gecikme olmak
Uzere y(t) tepkisi, x(t — h)’ ye esit olur.

Gecikmeli  diferansiyel  denklemler  bircok problemin  modellenmesinde
kullanilmaktadir. Makine muhendisligi, kimya ve biyoloji, Fowler (1982, 1997, 2005),
McDonald (1989), Stépan (1989), ve Kuang (1993), Epstein ve Pojman (1998), Murray
(2002), Fall, Marland, Wagner ve Tyson (2002), Beuter, Glass, Mackey, Titcombe ve Britton
(2003), Solow (1966), Boucekkine vd. (1997), Glass ve Mackey (1979), Kuang (1993),
Caberlin (2002), Grossman (1998), Baker vd. (1999), Kermack ve McKendrick (1927) gibi
pek ¢ok uygulamasi mevcuttur (Fowler, 1982; Fowler, 1997; Fowler, 2005; MacDonald,
1989; Stépan, 1989; Kuang, 1993; Epstein ve Pojman, 1998; Murray, 2002; Fall vd. 2002;
Beuter vd. 2003; Britton, 2003; Solow, 1966; Boucekkine vd. 1997; Glass ve Mackey, 1979;
Kuang, 1993; Caberlin, 2002; Grossman, 1998; Baker vd. 1999; Kermack ve McKendrick,
1927). Gecikmeli diferansiyel denklemlerin fiziksel ve biyolojik sistemlerde birgok
uygulama alanina sahip olmasi da bu teoriyi matematigin en hizli gelisen dallarindan biri
haline getirmistir.

Literatiirde son yillarda gecikmeli adi diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan
caligmalardan, diizensiz otonom gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in yari periyodik
cozimler Li ve Yuan (2012), gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerinde tiirevlerin sayisal
hesab1 Lenz vd. (2014), ticunct mertebeden splinelar ve gecikmeli diferansiyel denkleminin
¢6zimi Burova ve Abdurakhimova (2015), durtiisel gecikmeli diferansiyel denklemler icin

dogrusal ¢ok asamali yontemler Liu ve Zeng (2018), dogrusal notr gecikme-diferansiyel
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denklem sistemleri igin spline yaklagimi Fabiano ve Payne (2018), rasgele guraltili normal
gecikmeli diferansiyel denklemler igin sayisal semalar Asai ve Kloeden (2019), tek bir sabit
gecikmeli, stokastik gecikmeli diferansiyel denklem icin S-ROCK ydntemi Komori vd.
(2019), gecikmeli dogrusal diferansiyel denklemler icin ¢ézim tahminleri (Berezansky ve
Braverman (2020) dir (Li ve Yuan, 2012; Lenz vd. 2014; Burova ve Abdurakhimova, 2015;
Liu ve Zeng, 2018; Fabiano ve Payne, 2018; Asai ve Kloeden, 2019; Komori vd. 2019;
Berezansky ve Braverman, 2020).

Bu tez ¢alismasinda Sabit ve Oransal Gecikmeli Adi Diferansiyel Denklemler ve
Denklem Sistemleri, bazi olasilik dagilimlarina sahip, rastgele etki terimleri kullanilarak
incelenecektir. Geometrik Dagilim, Diizgiin Dagilim, Normal Dagilim, Ucgensel Dagilim,
Laplace Dagilimi ve Beta Dagilimi ile rastgele hale getirilebilen gecikmeli diferansiyel
denklemlerin sayisal karakteristikleri analiz edilerek bu dagilimlar igin olusan rastgele

davraniglarin karsilagtirilmasi yapilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. t bir bagimsiz degisken olmak iizere, bilinmeyen fonksiyon x(t) 'yi, x(t) 'nin
tiirevini ve bagimsiz degiskenin baska bir fonksiyonu u(t) 'ye bagh sekilde x(u(t)) 'yi
iceren diferansiyel denkleme fonksiyonel diferansiyel denklem denir (Driver, 1977).
Fonksiyonel diferansiyel denklemlerin mertebesi, adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi
denklemde bulunan en ylksek merteben tirevin mertebesidir. Bu durumda, birinci

mertebeden fonksiyonel diferansiyel denklemin genel ifadesi

() = f (620, x(u®)) 2.1)
seklinde verilir (Erman, 2016).

Tammm 2.2. Bir diferansiyel denklemde en yiliksek mertebeden tirev iceren terimin
arglimani, diisiik mertebeden terimlerin argiimanindan daha kiigiik degilse bu diferansiyel
denkleme gecikmeli diferansiyel denklem denir (Driver, 1977). Gecikmeli diferansiyel
denklemler, fonksiyonel diferansiyel denklemlerin 6zel bir halidir. Birinci mertebeden ve

tek zaman gecikmeli diferansiyel denklemin genel ifadesi

x'(t) = f(t,x(¢),x(t — h)),h € IR* (2.2)
(2.2) seklindedir. Eger birden fazla zaman gecikmesi varsa denklemin genel ifadesi, n € Z
ve

i =1,2,..,nolmak Uzere

x'(t) = f(t,x(6), x(t —hy),x(t — hy),..,x(t — hy)), h; € IRT (2.3)

(2.3)’ teki gibi olur. Gecikme terimi durum degiskenine bagli ise denklemin genel ifadesi

x'() = f (tx(0),x (t =7 (x())) (2.4)



(2.4) seklindedir. Burada 7: IR — [0, h] strekli bir fonksiyondur ve gecikme terimi olarak
adlandirilir (Erman, 2016). Denklem (2.4) lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir. Eger

x:[t — h,t] = IR™ ise yeni bir x;: [—h, 0] - IR™ fonksiyonu tanimlayabiliriz dyle ki;

x:(s) =x(t+s),-h<s<0. (2.5)

dir. Sekil 2.1’ den agikca goriildiigii gibi eger x, [t — h, t] Uzerinde sirekli ise x;, [—h, 0]

Uzerinde sureklidir.

0 t-—h e —h 0

Sekil 2.1. x; fonksiyonunun tanimi

Diger taraftan, ] € IR ve D € [R" acik kiimeleri, C = C([t,t + h], D) ile [t,t + h]
araligindan D 'ye tanimli olan siirekli fonksiyonlarin kiimesini ve C, = C([—h,0],D) ile
[—h, 0] araligindan D 'ye taniml1 olan siirekli fonksiyonlarin kiimesini gosterelim (Erman,
2016). Bu durumda F:J x C X C, = IR™ fonksiyoneli olmak (zere Denklem (2.2) ve
Denklem (2.4)

x'(t) = F(t, x, x;¢) (2.6)

(2.6) genel formunda yazilabilir. Burada u € C ve v € C, igin eger F(t,u,v) =
f(t,u,v(—h)) veya F(t,u,v) =f (t, u,v (—T(U(O)))) alinirsa, Denklem(2.6), sirasiyla,

Denklem (2.2) veya Denklem (2.4)’(in genel forumu olur.

Tamim 2.3. F: ] X C X C,, > IR™ olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyor ise
(i) x € C([to — h, B1, D),
(”) [to—h,ﬁ)C],



(i)  x(t) fonksiyonu, t € [ty — h, ) icin Denklem (2.6)’ y1 saglayacak sekilde t, €
IR ve B > t, vardir,

x(t) fonksiyonu Denklem (2.6)’ nin t € [ty — h, ] araliginda bir ¢dziimiidiir denir.

Durum 2.1. Birinci mertebeden, lineer, reel katsayili homojen gecikmeli diferansiyel
denklemler asikar olmayan salinimli bir ¢dziime sahip olabilir. Yani sifirdan farkli x(t)
¢cozumd, yeterince biylk t, degeri igin x(t,) = 0 ve t # t, icin x(t) # 0 'dir. Bu durum
adi diferansiyel denklemler i¢in imkansizdir (Driver, 1977).

Ornek 2.1 (Erman, 2016).

{x’(t) =x(t—h), t>0 (2.7)

x(t) =k, —h<t<O0

problemini ele alalm. k # 0 olmak tizere x'(0™) = 0 ve x'(0*) = k oldugundan dolay:

¢6zimin t = 0 da turevi yoktur.

Durum 2.2. Ornek 2.1.'in baslangi¢ kosulu surekli olsun. t < t, icin strekli bir ¢6ziim
fonksiyonu bulunamayabilir. Bu durum, ge¢mise dogru siireksizlik olarak tanimlanir.
Gegmise dogru siireksizligin olmasi, sistemin stirekli bir gegmis bilgisinin olusturulamamasi
demektir. Dolayistyla t > t, icin elde edilecek ¢6zim IR’ nin yar agik alt araliklarinda

parcal1 bir fonksiyon formunda olur.

Ornek 2.2 (Erman, 2016).

x'(6) = —x(t = |x(©] (2.8)

durum gecikmeli diferansiyel denklem icin ¢(t) baslangic fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlansin.
( -1, t< -1,
[3 1 7
—(t+1)3—-1, 1<t —=
<p(t)=42( D 8 (2.9)
10
7t+1, ——<t<0



t> 0 icin x(t)=t+1 ve x(t)=t+1—1t3? fonksiyonlarinin ikisi de ¢oziim
fonksiyonudur (Winston, 1970).

Durum 2.3. Ornek 2.2. 'nin ¢6ziminiin, t = t, aninda tiirevi olmayabilir. Dahas1 sabit h
gecikmeli diferansiyel denklemlerde bdyle bir durum,t =ty + h,t = ty + 2h,t = t, +

3h, ... noktalarinda da tiirevin olmamasina neden olur.

Teorem 2.1. F: [ty, a] X C X C, — IR™ siirekli, yerel Lipschitz siirekli ve quasi sinirli olsun.
Her ¢, baslangic kosulu i¢in bir f > 0 vardir dyle ki Baslangic Deger Problemi (Ornek 2.1.)

Igin [ty — h, ] lizerinde genisletilemez tek x ¢6ziimii vardir (Driver,1977).

2.1. Matematiksel Modelleme

Matematiksel modelleme gercek hayattaki olaylarin ve sistemlerin matematiksel bir
bicimde gosterilmesi islemidir (Karaaslan, 2019). Mihendislik bilimleri, temel bilimler ve
saglik bilimlerinin yani sira ekonomi ve sosyal bilimler alanlarinda da bir¢cok olay
matematiksel araclar yardimiyla modellenmektedir (Karaaslan, 2019). incelenmekte olan
sistemin yapis1 ve sistem hakkinda sahip olunan bilgi miktar1 goz 6niinde bulundurularak
sistemin en uygun sekilde temsil edilmesini saglayan denklem veya denklem sistemi
olusturulur. Adi diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler, integral denklemler,
stokastik diferansiyel denklemler ve Kkesirli tirevli diferansiyel denklemler ile bu
denklemlerin yiliksek mertebeden halleri kullanilarak bir¢ok olayin analiz edilmesine imkan

saglayan matematiksel modellerin kurulmasi olasidir (Karaaslan, 2019).

2.2. Gecikmeli denklemler

Matematiksel modellemelerin bir olas1 siniflandirilmasi da rastgele olaylara dayanir.
Modellenen olay deterministik, rastgele veya stokastik yani olasiliga dayali olabilir,
dolayisiyla modeller de deterministik veya rastgele olarak siniflandirilabilmektedir. Aym
kosullar altinda bir olay her denemede ayn1 sonucu veriyorsa bu olaya deterministik denir.
Saglik bilimlerinde ve tip alaninda kullanilan ¢ogu modeller deterministiktir. Fakat dogada
ayn1 kosullar altinda ayn1 sonuglar1 vermeyen pek ¢ok olay vardir. Ornegin yazi tura atmak:

paranin belli bir denemeden sonra yazi m1 yoksa tura m1 gelecegi kesin olarak bilinemez.
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Bazi olaylardaki rastgeleligi, rastgele degiskenleri ya da stokastik (rastgele) siirecleri
kullanarak denklemlerle modellenebilir. Bu sekilde olusturulan rastgele denklemleri
kapsayan stokastik modeller, finans, sigorta ve benzeri alanlarda sik sik kullanilir
(Karaaslan, 2019).

2.3. Fonksiyonel

M, y(t) fonksiyonlarinin bir uzay1 olsun. Eger M’nin her y(t) elemanini belirli bir
saylya gotiiren bir kural varsa buna bir fonksiyonel denir (Sencan, 2001). Baska bir deyisle

deger bolgesi R ya da C olan bir fonsiyonsa fonksiyonel denir. Bunu J ile adlandirirsak;

J:M >R
Jiy(t) = say
Ornegin;
M =C'[a,b], Jly(®)]=y'(t), ¢t € [a,b] (2.10)

sabit nokta olsun. J bir fonksiyoneldir. Yine

b
M=C'labl, Jly®] =f 11+ (y'(0) de (2.11)

(yay uzunlugu) bir fonksiyoneldir. Burada C'[a, b], [a, b] araliginda hem kendisi hem birinci

tarevleri strekli fonksiyonlar kiimesidir.

2.4. Fonksiyonel Denklem

Matematik, gercek hayattaki olaylari denklem formatina donistiiriir ve bu denklemin
¢Ozlimlerini bulmaya ¢alisir. Bir denklem ayni uzaym ya da farkli uzaylarin elemanlari
arasinda bir eslemeyi ifade eder.

Fonksiyonel denklemler, fonksiyon uzaylarinda ortaya ¢ikarlar ve yapilarinda, tlrev,
integral, fark ve bunun cesitli kombinezonlar1 gibi operatorleri bulundururlar. Ornegin bir

toplulugun herhangi bir t anindaki niifusunun, bir 6nceki yil nifusuyla, iki y1l 6nceki ve (g
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y1l onceki niifusun toplamina esit oldugu biliniyorsa y(t) herhangi bir t anindaki niifus

olmak Uzere;
y@) =yt-1)+yt—-2)+yt-3) (2.12)
fark denklemi bir fonksiyonel denklemdir (Sencan, 2001).

2.5. Fonksiyonel Diferansiyel Denklem(FDD)

Matematiksel olaylar

V(@) = f(ty(®) t2t
{ y(to) = Yo (2.13)

seklinde baglangi¢ deger problemi kullanarak da modellenebilir. Burada t, baslangi¢

noktasi, y, baslangi¢ degeridir. t, ve y, reel sabit sayilardir. Belirli kosullar altinda (2.10)

baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢6ziimii vardir. Bu problem;

y(t) = y(ty) + ff(s,y(s))ds t=>t, (2.14)

(2.14) integral denklemine esdegerdir. Ornegin herhangi bir t anindaki niifus degisiminin, o

andaki nifus ile orantili oldugu biliniyorsa, niifus modeli olarak

y'() = ay(t) (2.15)
(2.15) diferansiyel denklemi alinabilir. y(t,) = y, kosulu ile ¢6ziim

y(t) = yoeat=to) (2.16)

(2.16) denklemi olur.
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2.6. Fonksiyonel Diferansiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi

Sapmali Argiimentli Diferansiyel Denklemler (SADD) bilinmeyen fonksiyonun
icerdigi gecikmeli degiskene gére tanimlanabilirler. ilerlemeli Fonksiyonel Diferansiyel
Denklem (IFDD), bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevinin, argiimentinin
yalnmiz bir degeri i¢in ifade edildigi bir diferansiyel denklemdir. Bu argiiment diger

bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinin arglimentlerinden biiyiik degildir.

F(t,y(fo1(®), o, y(fom@®), ¥' (f12 (D),
7 (fim©), Y (o (©), o, Y frm(©))) = 0 @17)

(2.17) formunda bir SADD’de j = 1,2,---,m igin f,;(t) = f(t) vei=0,1,--,n—1
olsun.j = 1,2,---,migin f;;(t) = f(t) ise buna ilerlemeli diferansiyel denklem (IDD) denir
(Sencan, 2001).

Ornek 2.6.1.
y' () =—y(t+t3)+y(t+3)—4t+5 (2.18)

Tarafsiz (Neutral) Fonksiyonel Diferansiyel Denklem (FDD), bilinmeyen fonksiyonun en
yuksek mertebeden turevinin, sapma argimentli ve sapma argiimentsiz terimlerini igerdigi
diferansiyel denklemlerdir.

Ornek 2.6.2.

y'(@®) =y +2y'(t-2)-y"(t+2) (2.19)
Mixed(Karigik) FDD, bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden tiirevinin,
arglimentinin yalniz bir degeri i¢in ifade edildigi bir diferansiyel denklemdir. Bu

argiimentten daha kuguk ve daha buyuk olan argiimentler vardir.

Ornek 2.6.3.

y'(®) =yt—-1) -5yt +1)+6 (2.20)
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Gecikmeli FDD, bilinmeyen fonksiyonun en yiksek mertebeden turevinin, arglimentinin
yalniz bir degeri i¢in ifade edilen bir diferansiyel denklemdir. Bu argliment bilinmeyen
fonksiyonun ve onun denklemdeki tiirevlerinin arglimentlerinden daha kiicuk degildir. Yani
(2.17) formundaki bir SADD’de j = 1,2,---,m igin f,;(t) = f(t) ve i = 0,1,--,(n — 1)
aralifinda alindiginda f;;(t) < f(t) oluyorsa buna gecikmeli diferansiyel denklem(GDD)
denir (Sencan, 2001).

Ornek 2.6.4.
y'(t) + ty(t?e ) + cost = 0 (2.21)
y"(t) =y'(t) — 2y(t —sin’t) (2.22)

(2.21) ve (2.22) ifadeleri birer GDD’ dir. Bir baska niifus modeli 6rneginde herhangi bir
anda doganlarin sayisinin, o andaki niifus ile orantili oldugu biliniyorsa, T ortalama 6mur

olmak Uizere

y'(t) = aly(®) —y(t —1)] (2.23)

(2.23) ifadesi gecikmeli diferansiyel denklem ile gdsterilebilen bir niifus modelidir. Bir GDD

i=0,1,-,n-1,j=12,---,mve r;; > 0 olmak tzere

F(6y® (fy(t =7)),y™(®) =0 (2.24)

(2.24) seklinde gosterilebilir. Burada r;;(t)" lere gecikme denir (Sencan, 2001). Herbir
gecikme bir r;; sabitiyse GDD, bir diferansiyel fark denklemi olur. Yukarida yapilan
sniflamalar FDD’ler icin yeterli degildir. Oyle FDD’ ler vardir ki hangi tipte oldugu belli
degildir. Ornegin;

y'(t +1) = ty(t + 2cost) + t2y(t + 1) (2.25)
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(2.25) FDD’ i verilsin. Eger cost < % olursaGDD, cost > % olursa IDD olacaktir (Sencan,

2001).
2.7. Olasilik Teorisi ile Tlgili Temel Kavramlar

Olasilik kuraminin ve stokastik stireclerin temeli belirsizlik ilkesine dayanmaktadir.
Gunluk hayatimizda doga ve toplum olaylarina, ekonomiye, finansa, meteorolojiye,
biyolojiye, tip ve kimya alanlarina genellikle belirsizlikler hakimdir. Bu belirsizlik
durumlarmi bilimsel olarak ifade etmek icin, olasilik, istatistik ve stokastik siiregler gibi
alanlar ortaya ¢ikmustir. Belirsizliklerin uzun donemli davranislari, bir dizgunlik ve bir
belirlilik cercevesinde belli bir 6riintiiyli takip etmektedir. Bu 6zellikler dolayisiyla olasilik
kurami ve stokastik siire¢ler matematik dali olarak gelismislerdir (Capar, 2013).

Bu bolimde tezdeki problemlerin ¢ozimunden sonra olasilik karakteristiklerini

incelemek igin kullanilan olasilik dagilimlarinin tanimlari verilmektedir.

Tamm 2.7.1. Sonuglar1 6nceden Kkestirilemeyen gercek bir deney (laboratuar deneyi gibi)
veya belirsizlik tasiyan bir gbzlem, 6l¢iim veya herhangi bir etkinligi ifade eden isleme

stokastik veya rasgele deney adi verilir (Celenkli, 2019).

Tamm 2.7.2. Bir rastgele deneyinin olas1 tiim sonuglarinin toplulugunu olusturan kiimeye

ornek uzay denir. Ornek uzayin herhangi bir alt kiimesine olay ad1 verilir (Celenkli, 2019).

Tamm 2.7.3. Bir deney esit olasilikl1 N tane farkli sonug verirse ve bu sonuglarin M tanesi

bir A olayina uygun ise, bu A olaymin P(A) ile gosterilen gergeklesme olasiligi

P(4) = Uygun sonuglarin sayist M
~ Ornek uzaydaki tim sonuclarin sayist N

seklinde yazilir (Akdeniz, 2014). Olasiliklar genelde, rassal bir deneyin sonucunda degisik

sonuglarin gézlenebilmelerine olanak saglayan sayisal degerlerdir. Olasilik fonksiyonu

P:{olaylar kiimesi} = [0,1]
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bi¢iminde bir kiime fonksiyonudur. Bu fonksiyonun tanim kiimesi, s6z konusu rassal
deneyin biitiin olaylarini igine alan bir kiime, deger kiimesi ise kapali [0,1] araligindadir.
Fonksiyonun yapist 1933 yilinda Rus matematik¢isi A.N. Kolmogrov (1903-1987)
tarafindan ortaya atilan aksiyomlarla sekillenmistir (Kolmogorov, 1956). Olasilik uzaymi

incelemeden Once bazi1 notasyonlari aciklayalim.

e Q érnekleme uzayi: lyi bir sekilde tanimlanmus rassal bir deneyin mimkiin olan
biitiin sonuglarindan olusan kiimedir. Bu kiimenin elemanlar1 (deney sonuglari)
w, s, x, ¥, z gibi harflerle gosterilecektir.

e Olaylar: A, B, C, D, E gibi blytik harflerle ifade edilecektir.

e Olaylar toplulugu, elemanlar1 kiime olan kiimeler: B, F,G gibi blyuk harflerle

belirtilecektir.

Boylece bu semboller arasinda w € A € F seklinde bir hiyerarsi olusmaktadir (Capar,
2013).

Tanmmm 2.7.4. F bir 0 kiimesinin herhangi bir alt kiimeler toplulugu olsun. Asagidaki

Ozellikleri g6z oniine alalim:

) ReF

I1) A € F olsun. O taktirde A€ € F;;

) Ay, Ay, ... , Ay € Fise o taktirde UL, 4; € F;
IV)A4, Ay, ... Ay, ... € Fise o taktirde U,_,4; € F.

Eger F toplulugu aplijlbrsa HikosbitarayasBoole Cebri, I, TvelV
kosullarin1 sagliyorsa bir sigma-cebir(o-cebir) adin1 alir. Cebir veya o-cebrin 2’nin alt
kiimelerinden olustugu belirtilmek isteniyorsa “f2 icinde bir o-cebir(veya cebir) dir” ifadesi
kullanilabilir. Ayrica (2, F) ciftine de dlgllebilir bir uzay denir (Capar, 2013).

Lemma

i) Bir o-cebir ayrica bir cebirdir,

i) Sonlu sayida kiimesi olan F toplulugunun o-cebir olusu ile cebir olusu 6zdestir.
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Tamm 2.7.5. Bir (2, F, P) tgliisii asagidaki sartlar altinda bir olasilik uzayidir.

i) £ soyut bir kiime (6rnekleme uzay1 gibi);

i) F, 2 icinde bir o-cebir;

iii) P: F — R asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir kiime fonksiyonu:
a) HerA € FicinP(A) = 0;
by () =1
C) Ay, A, ... € Folaylar ayrik olaylar (4; N A; = @,i # j) ise

o((10)-5:ren
1 i=1

i=

olsun. 2 rassal bir deneyin drnekleme uzay1 ise, A veya F elemanlari rassal deneyle ilgili
olaylardir. Burada P’ ye olasilik fonksiyonu, olasilik dlgilisii veya kisaca olasilik denir

(Capar, 2013; Khaniyev vd. 2017).

Tamim 2.7.6. (Q, F, P) bir olasilik uzay1 ve X: Q — R bir fonksiyon olmak izere Vx € R
icin {x € R: X(w) < x} € F ise X fonksiyonuna rastgele degisken denir (Nasirova vd.

2009). Diger bir deyisle rastgele degisken, 6rnekleme uzayi tizerinde tanimli 6lgiilebilir bir

fonksiyondur (Capar, 2013).

Tanmm 2.7.7. X bir rastgele degisken olmak tizere X' in alabilecegi degerlerin kiimesi, sonlu
yada sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’ e bir kesikli rasgele degisken denir. X rastgele
degiskeninin alabilecegi degerlerin kiimesi bir aralik yada araliklarin birlesimi seklinde ise

X’ e surekli rastgele degisken adi verilir (Akdeniz, 2014).

Tammm 2.7.8. X, sonlu sayidaki xq,x,,..,xy degerlerini f(x;) =P(X =x;), i =
1,2,3, ..., N olasiliklarin1 alabilen kesikli rastgele degisken olsun. Bu durumda asagidaki
kosullar1 saglayan f(x) fonksiyonuna X' in olasilik fonksiyonu denir (Akdeniz, 2014).

i) f(x)=0,tum x’lerigin

i) T, f(x) =1
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Tamm 2.7.9. Bir kesikli X rastgele degiskenin x e esit ya da kiiglik olmasi olasiligina, X
rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir. Dagilim fonksiyonu F(x) ile gosterilir. O
halde

FOO =P 1) = ) fx)

XisX
dir (Akdeniz, 2014).

Tamim 2.7.10. X, (—oo, ) araliginda siirekli rastgele degisken olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan
f (x) fonksiyonuna, X rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu denir (Akdeniz, 2014).

) f(x)=0,—00<x <00
i) [7 flodx=1

Tanmm 2.7.11. X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip, siirekli rastgele degisken

olsun. X’ in dagilim fonksiyonu
X
Fx) = P(X < x) = f £(s)ds

olarak tanimlanmaktadir (Akdeniz, 2014).

Tamm 2.7.12. (Q,F,P) olasilik uzayinda X:Q — R rastgele degiskeninin olasilik dagilim

fonksiyonu f(x) olmak Uzere, X kesikli rastgele degiskenin beklenen degeri

O = ) xif(x)

L

olarak tanimlanirken, X siirekli rastgele degiskenin beklenen degeri

E(X) = fooxf(x)dx
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seklinde tanimlanmaktadir (Capar, 2013).

Tamim 2.7.13. Bir X rastgele degiskeninin V(X) veya a2 ile gdsterilen varyans: asagidaki

gibi tanimlanir:
V(X) =02 =E[X —EX)]?
Bu sekilde tanimlanan V(X) sayisinin pozitif karekokiine ise X rastgele degiskeninin
standart sapmasi denir (Akdeniz, 2014). Burada X kesikli veya siirekli rastgele degiskenler
icin, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu igin,
V(X) =0®= EX*) - [E(X)]?

esitligi saglanir.

Tanmm 2.7.14. Eger E(|X|™) < oo ise a, = E(X™) sayisina, X rastgele degiskeninin n.

mertebeden (baslangi¢) momenti denir.

Tamm 2.7.15. Eger Vt € (—a,B);a > 0,8 > 0 igin E(e**) < oo ise

Mx(t) = E(e™) = f+wethFx(x)

ifadesine, X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu denir. Moment c¢ikaran

fonksiyon kullanilarak, |E(X™)| = |a,| < o ise

M)((n)(t) o =EX" =a,n=123,..

seklinde bir X rastgele degiskeninin momentleri hesaplanabilmektedir (Khaniyev vd. 2017).
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2.7.1. Baz1 Olasilik Dagilimlar:

Bu béliimde tez ¢alismasinda kullanilmakta olan bazi olasilik dagilimlart ile ilgili

tanimlar verilmektedir.

2.7.1.1. Diizgiin Dagihm ve Ozellikleri

Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~ U(a, )" duir.

Diizgiin dagilimin,

Bt _ ,at

My(t) = E[et¥] =<

—(,3 ~ )t (2.49)

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak, X ~ U(a, ) rastgele degiskeninin birinci

momenti ve varyansi

a+p _(@-p)*
) ,Var[X]—T

E[X] = (2.50)

bulunur (Feller, 1968).

2.7.1.2. Geometrik Dagihmin Ozellikleri

Geometrik dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~ G(p, q)’ dur.
Geometrik dagilimin

pet

1—qet

My (t) = E[e™] = (2.51)

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak X ~ G(p, q) rastgele degiskeninin birinci

momenti ve varyanst
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(2.52)

bulunur (Feller, 1968).

2.7.1.3. Normal Dagilim

Normal dagilim olasilik ve istatistikte ¢cok 6nemli bir yere sahiptir. Normal dagilim,
tiim olasilik dagilimlarinin en ¢ok kullanilanidir. Dagilim ilk kez 1733’ te De Moivre, daha
sonra 1809 da Gauss tarafindan bulundu. Normal dagilim, ayrica “Gauss dagilimi” olarak
da bilinir. Normal dagilim grafigine normal egri denir. Normal dagilimin kullanilis agisindan
uygun matematiksel ozellikleri vardir. Normal dagilima sahip X rastgele degiskeninin

parametreleri, X ~ N(u,0?) dir. Normal dagilimin

M, (t) = E[e™] = e(Ht27%) (2.53)

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak X ~ N(u,0?) rastgele degiskeninin

birinci, ikinci momentleri

E[X]=u, E[X?] = u?® + o? (2.54)
V€ varyansi

Var[X] = o? (2.55)

bulunur (Feller, 1968). Buradaki momentler kullanilarak, X ve Y bagimsiz rastgele
degiskenler i¢cin beklenen deger E[XY | = E[X]E[Y ] olur.

2.7.1.4. Beta Dagilim
Tamm 2.7.1.1. u ve v degiskenlerinin biitiin pozitif degerleri i¢in tanimlanan

1
B(u,v) =f L (1 —x)""tdx (2.56)

0
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(2.56) fonsiyonuna, beta fonksiyonu denir (Akdeniz, 2014). Ayrica gosterilebilir ki

B(u,v) = B(v,u) (2.57)
ve

B(u,v) = %,u,v >0 (2.58)
dir.

Tamm 2.7.1.2. (Beta dagilimi) Asagidaki yogunluk fonsiyonuna sahip X rastgele degiskenti,
beta dagilimina sahiptir denir (Akdeniz, 2014).

x11-x)°%1 0<x<1

1
f(x;60,8) ={B(6,§) (2.59)
0

, Araligin disinda

Burada 6 ve & parametreleri pozitif reel sayilardir. Ozel olarak & = & =1 alinirsa

dikdortgensel dagilim elde edilir. 8 = 1,& = 2 veya 8 = 2,¢ = 1 aliirsa liggensel dagilim

bulunur:
_ _(2(1=x) 0<x<1
f;1,2) = 10 Araligin disinda (2.60)
2x 0<x<l1
f@x;2,1) = 0 Araligin disinda (2.61)

Beta dagilimina sahip X rasgele degiskeninin, beklenen degeri ve varyansi sirasiyla

asagidaki gibidir.

0
+

E(X) =7 (2.62)

vy
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6¢

Var(X) = 2.63
T =T ere e D (2:63)
2.7.1.5. Ucgensel Dagihm
Bir X rastgele degiskeni,
2(x —a)
a<x<c
_Jb=0o(c—a)’

@ =97 20~ (2.64)

x<b

G- -0 =

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse genellestirilmis U¢gensel dagilima sahiptir.
Burada a ve b sirasiyla rastgele degiskenin (olasilik yogunluk fonksiyonunun) alabilecegi
en kiiciik ve en biiyiikk degerler, ¢ dagilimin mod degeridir. X~Triangular(a,b,c) ile

gosterilir. Beklenen deger ve varyansi

a+b+c
EX) = % (2.65)
a’ + b%*+c?*—ab —ac — bc
Var(X) = (2.66)
18
(2.65) ve (2.66) ile verilir. Uggensel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu:
b—c)e® —(b—a)e + (c —a)el
M () = 2 (b-c) b-a) (c-a) (2.67)

(b—a)(c—a)(b—c)t?

(2.67)’ dir. Karakteristik fonksiyon, moment ¢ikaran fonksiyon igindeki t teriminin it ile
degistirilmesi ile elde edilir. Bir liggensel dagilimin karakteristik fonksiyonu asagidaki

gibidir:

L (b=0)e —(b—a)e + (c—a)e™
bx =2 D ICED D (2.68)
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Uggensel dagilim, (—1,1) araliginda degerler alan ve 0 mod degerine sahip olan, standart
ticgensel dagilimin herhangi bir (a,b) araligina genellestirilmis halidir. Simetrik olan
standart tiggensel dagilim, tepe deger ¢’ nin segimine gore simetrik olmayacak sekilde de

genellestirilebilir. Bir Y rastgele degiskeni

1+ x, -1<x<0

f(y):{l—x, 0<x<1 (2.69)

(2.69) seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse, standart iggensel dagilima sahiptir.

Standart ticgensel dagilim i¢in beklenen deger ve varyans

E(Y) =0, (2.70)

Var(Y) = % (2.71)

(2.70) ve (2.71) seklindedir. Standart ticgensel dagilimin moment ¢ikaran fonsiyonu:

(1-0)e"—(1+De”+ 0+ 1De’ e t—2+ef

M, (t) =2 2.72
() 1+ 10+ 1)(1—0)t? t2 (2.72)
(2.72) dir. Bir standart tiggensel dagilimin karakteristik fonksiyonu soyledir:
(1-0)e —(1+ e + (0+ et e -2+
O = — > = > (2.73)
1+DO+1)(A-0)t t
2.7.1.6. Laplace Dagilim
Bir X rastgele degiskeni,
1 lx — ul
f(x) = 5P~ ,XER (2.74)
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(2.74) seklindeki bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse Laplace dagilimina sahiptir.
Bu rastgele degisken, X~Laplace(u, b) ile gosterilir. Burada u dagilimin konumunu, b ise
dagilimin 6l¢egini belirten parametrelerdir. Laplace dagiliminin, beklenen deger ve varyansi

EX) =p, (2.75)
Var(X) = 2b? (2.76)

(2.75) ve (2.76) seklindedir. Laplace dagilimim moment ¢ikaran fonksiyonu, X, ortalamasi

u ve varyansi 2b? olan bir rastgele degisken olmak lizere asagidaki gibidir:

exp(ut) 1
M, (t) = ——=, tl <-. 2.77
(O =755, ld<g 277)
Karakteristik fonksiyon, i sanal birim ile gosterilen exp(itX) ifadesinin beklenen degeri
olarak tanimlanmistir. Bu nedenle karakteristik fonksiyon, moment c¢ikaran fonksiyon

icindeki t teriminin it ile degistirilmesi ile elde edilir. Bir Laplace dagiliminin karakteristik

fonksiyonu soyledir:

exp(pit)

1
Trpzez ltl<y (2.78)

Px () = b

Laplace dagilimi, u = 0 konum ve b = 1 06lgek parametresine sahip olan standart Laplace

dagiliminin genellestirilmis halidir. Bir Y rastgele degiskeni

1
fG) =cexp(=ful), ueR (2.79)

(2.79) seklindeki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse, standart Laplace dagilimina
sahiptir. Bu rastgele degisken Y ~Laplace(0,1) ile gosterilir. Standart Laplace dagilim1 i¢in

beklenen deger ve varyans
E(Y) =0, (2.80)

Var(Y) =2 (2.81)
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(2.80) ve (2.81) seklindedir. Standart Laplace dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu, X,
ortalamas1 y = 0 ve varyans1 2b% = 2 X 12 = 2 olan bir rastgele degisken olmak iizere

asagidaki gibidir:

exp(0) 1

M) =TTz =T

lit] <1 (2.82)

Bir standart Laplace dagiliminin karakteristik fonksiyonu soyledir:

Px(t) = , it <1 (2.83)

1+ t2

2.7.1.7. Gamma Dagilim

Gamma dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~ Gamma(a, )

dir. Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak

1
My (t) = E[e™] = a=poe (2.84)

(2.84) ifadesi bulunur (Feller, 1968). X ~ Gamma(a, f) rastgele degiskeninin, birinci

momenti ve varyanst

E[X] = aB,Var[X] = a p? (2.85)

(2.85)” dir (Feller, 1968).

2.8. Rastgele ve Stokastik Surecler

Literatiirde verilen bazi1 stokastik stiregler ile ilgili temel bilgiler asagida

sunulmustur.
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2.8.1. Gauss Suregleri

Tanim 2.8.1.1. Sonlu boyutlu dagilimlari normal dagilim olan & (w, t) slrecine Gauss sireci

denir (Aliyev, 2010). Gauss surecinin karekteristik fonksiyonu

(ptl,...,tz (ull 'un) =E exp {l Z U f(tk)}

k=1

n

n
1
= exp iz u, m(ty) — 3 z Ke (i, t) ug, u; (2.86)

k=1 ij=1
(2.86) ifadesindeki gibidir, burada beklenen degeri
me(t) = E(§(w, 1)) (2.87)

(2.87) ve kovaryans fonksiyonu

Ke(ty,t3) = E(&(t)E(ty) — mg (t)me(t2) (2.88)

(2.88)’ dir. Olasilik teorisinden de bilindigi gibi, karekteristik fonksiyonun dagilim
fonksiyonunu bire bir tanimlamaktadir. Ifadesinden goriildiigii gibi, Gauss siirecinin
karekteristik fonksiyonu yalniz siirecin beklenen degeri ve kovaryans fonksiyonu yardimi
ile tanimlanmaktadir. Siirecin beklenen degeri, bir boyutlu, kovaryans fonksiyonu ise iki
boyutlu dagilim yardimi ile tanimlandigindan Gauss surecinin verilebilmesi igin, yalmz iki

boyutlu dagilimin verilmesi yeterli olmaktadir (Aliyev, 2010). Ornegin,

1 1
Deot, (X1, %2) = 5 exp {—5 ((x + sint;)? + (y + sin tz)z)} (2.89)

(2.89) ifadesi, iki boyutlu yogunluk fonksiyonu ile verilen &(w,t) stokastik surecinin
beklenen degeri m;(t) = —sint, varyans1 Var {(t) = 1 olan bir Gauss surecidir. Gauss

stirecine diger bir 6rnek olarak, Wiener slrecini géstermek mimkdndr.
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2.8.2. Degerleri Bagimsiz Siirecler

Tamim 2.8.2.1. £(t) = &(w, t) stokastik slrecinin, 0 < t; <t, < <t, <oo,n=1,2,..
noktalarindaki degerlerini, (t;),&(ty), ... ,é(t,),n = 1,2, ... ile gosterelim. Eger Vn igin
&(ty),E(ty), ... , é(t,) rastgele degiskenleri tam bagimsiz ise bu durumda bu stirece degerleri
bagimsiz stokastik siire¢ denir (Aliyev, 2010). Digerleri bagimsiz olan stokastik siirelerin

sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

Ftl,tz,...,tn(xllxz v Xp) = Ftl(xl)th (x2) ---Ftn(xn)- (2.90)

2.8.2.1. Wiener Sureci

Artiglar1 bagimsiz olan siireclerden biri de Wiener siirecidir. Brown hareketinin
matematiksel modelli 1923 yilinda Amerikali bilim adami1 Norbert Wiener tarafindan

kurulmustur.

Tamim 2.8.2.1. (Q, , P) bir olasilik uzayinda, w € Q,t = 0 olmak lzere, W(t) = W(w, t)

stirecinin agagidaki kosullar1 sagladig1 varsayilsin:

1) W(0) = 0.
2) W(t) siirecinin artiglart bagimsizdir. Yani 0 = t, < t; < -+ < t, <oo,n = 1,2, ...
icin
W(ty) =W (to), W(tz) — W(ty), ..., W(tn) = W(tn-1) (2.91)

(2.91) ifadesinin artislar1 bagimsizdir.

3) VO<s<ticinW(t)—W(s) artis1 (0,t — s) parametreli normal dagilima
sahiptir:

X

1

u2

Foos(x) = P{W(t) —W(s) <x} = e 2(t-s)du (2.92)
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Bu durumda W (t) surrecine, Wiener sureci denir. Wiener siirecinin vV 0 < s < ticin W (t) —

W (s) artisinin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

x2

e 2(t-9), (2.93)

1
Pe—s(x) = m

Wiener siireci ayn1 zamanda Gauss siirecidir. Ciinkii bilindigi gibi, normal dagilima sahip
vektoriin lineer doniisiimii, tekrar normal dagilima sahiptir. Wiener siirecinin artiglart normal
dagilima sahip oldugundan, sonlu boyutlu dagilimlar1 da normal dagilima sahiptir, yani
Wiener sireci hem de Gauss slrecidir. Wiener sireci, fizikte Brown hareketi gibi bilinen
hareketin matematiksel modelidir. Wiener siireci hem de finans pazarinda fiyatlarin

degismesinin incelenmesinde de kullanilmaktadir (Aliyev, 2010).

2.8.2.2. Wiener Siirecinin Sonlu Boyutlu Dagilimlar

Simdi Wiener siirecinin n boyutlu dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk

fonksiyonu, yani
Fiotyo ity X0 Xg vy xn) = PIW(&1) < 2, W(E3) < X3, ..., W(tp) < X3} (2.94)
(2.94) ve

anFtlﬁtZ,--- ,tn (xlr xz ey xn)

0x,0x, ...0x,

Dty totn (X1 X2 vy X)) = (2.95)

(2.95) hesaplanacaktir. Oncelikle (2.92)’ de s = 0 alinirsa, Wiener siirecinin bir boyutlu
dagilim fonksiyonu elde edilir:

1 u?
Fi(x) =P{W(t) <x}= \/ﬁ fe_ﬁdu,Vx ER,t>0. (2.96)

Yukaridaki (2.96) ifadesinin x’e gore tiirevini alirsak, siirecin bir boyutlu olasilik yogunluk
fonksiyonu asagidaki gbi elde edilir (Aliyev, 2010):
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3. YAPILAN CALISMALAR

Rastgele sabit veya rastgele degiskenler iceren diferansiyel denklemler olarak

adlandirilan rastgele diferansiyel denklemler, giiniimiizde ¢ok ¢alisilan konulardir.

3.1. Rastgele (Random) Sabit Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

Rastgele bilesenli diferansiyel denklemler, mihendislik, matematiksel biyoloji ve
fiziksel problemlerdeki pek cok uygulamada buyik Onemi nedeniyle, gincel ilgi
alanlarindan biridir. Bu denklemlerin ¢ogu, analitik olarak ¢oziilemediginden, etkili niimerik
metotlar gereklidir. Bu yontemlerin birkagi; Khudair vd. (2011a) Adomian Ayristirma
Metodu (ADM), Merdan vd. (2012b), Diferansiyel Doniisiim Yontemi (DDY), Inokuti vd.
(1978), Eugene vd. (2002), He (2007), Abassy vd. (2007), Momani vd. (2008), Wu ve Lee
(2010), Jafari ve Tajadodi (2010), Merdan (2010), Khudair vd. (2011a), Khudair vd.
(2011b), Sakar vd. (2012), Merdan (2012a), Merdan vd. (2012b), Elbeleze vd. (2013)
Varyasyonel Iterasyon Yontemi (VIM) ve Wu ve Lee (2010), Kesirli Varyasyonel Iterasyon
Yontemi (FVIM) dir (Khudair vd. 2011a; Merdan vd. 2012b; Inokuti vd. 1978; Eugene vd.
2002; He, 2007; Abassy vd. 2007; Momani vd. 2008; Wu ve Lee, 2010; Jafari ve Tajadodi,
2010; Merdan, 2010; Khudair vd. 2011a; Khudair vd. 2011b; Sakar vd. 2012; Merdan,
2012a; Merdan vd. 2012b; Elbeleze vd. 2013; Wu ve Lee, 2010). Literatiirdeki matematiksel
modelleme c¢alismalarinin  6nemli bir kismi, deterministik, yani rastgele olmayan,
denklemler kullanilarak yiiriitiilmektedir. Adi, kismi, kesirli tiirevli vb. tiirden diferansiyel
denklem sistemlerindeki, baglangic degerleri, katsayilar ve diger bazi denklem bilesenlerinin
rastgele yapiya sahip olma ihtimalini goz ardi eden bu yaklasim, birgok durumda olayin tam
anlamiyla modellenmesine engel olabilmektedir. Dogadaki olaylarin, rastgele yapilarinin
denklem sistemlerinde temsiline imkan veren en dnemli araclar ise rastgele diferansiyel
denklemler ve stokastik siireclerdir. Rastgele degiskenler kullanilarak olusturulan rastgele
diferansiyel denklemler, yapilar itibariyle olaylarin rastgele dinamiklerinin ol¢limiine
imkan saglamaktadirlar. Tez ¢caligmasinda kullanilan rastgele modeller, literatiirde var olan
deterministik diferansiyel denklemler, rastgele etki terimlerinin eklenmesi araciligiyla, elde
edilen denklemlerdir. Temel olarak deterministik diferansiyel denklemler kullanilarak,
asagidaki ii¢ sekilde rastgele diferansiyel denklemler elde edilebilmektedir. Baglangi¢

kosullarini, denklemin katsayilarin1 ve denklemin sag tarafindaki kuvvet terimi rastgele



secilerek denklem rastegele hale donistiiriilecektir. Gecikmeli rastgele diferansiyel
denklemler (GRDD)’ ler:

{y’(t) = f(t,y(t),y(at)), 0<t<T, 3.1)
y(o) = yOJ .

y'(©) = f(6,y(0),y(t - D),

{ y(0) =y, 3.2)

y'(@®) =f(t,y®),yt—1), 0<t<T,

{ (O = g(©),t <0, 3:3)

(3.1), (3.2), (3.3) ifadeleridir. y, baslangi¢ kosulu ve g(t) baslangi¢ fonksiyonu rastgele

secilerek gecikmeli denklemler rastgele getirilebilir.

3.2. Dogrusal Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

f ve a;; ler belirli fonksiyonlar olmak tizere

n-1m

X0 = > Y ay@xO (= 15©) + £ (3:4)

i=0 j=1

(3.4) seklindeki GDD’lere n. mertebeden dogrusal gecikmeli diferansiyel denklem (DGDD)
denir (Sencan, 2001). f(t) = 0 ise denklem homojendir. Bu denklemlerin dogrusallig:

ispatlanabilir.
Teorem 3.2.1. C™, n kere tiirevlenebilir fonksiyonlarin dogrusal uzayi olmak tizere

L:R X C" > C™ (3.5)

n—1

L(t, %) = x™(6) - Z a;; (Ox? (¢ 1,0 (3.6)

i=0 j=1
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operatorii dogrusaldir.

3.2.1. Dogrusal Gecikmeli Diferansiyel Denklem Sistemleri
k =1,2,---,n olmak tzere

Xi= ) ) @ ®x (= 10) + f© (3.7)

i=1j=1

(3.7) formundaki n denklemden olusan ve n bilinmeyen fonksiyon iceren bir denklem
sistemine, birinci mertebeden n bilinmeyenli dogrusal gecikmeli diferansiyel denklem
sistemi (DGDDS) denir (Sencan, 2001). (3.7) denklemi;

x(t) = [x(®)]ax1 Aj@) = [akij]nxn H(t) = [fx(O)]nx1 (3.8)

(3.8) ifadesi ile birlikte

X'(t) = Z 4O (t=710) + H®) (3.9)

j=1
(3.9) vektorel formunda yazilabilir. H(t) = 0 ise homojen DGDDS elde edilir.

Teorem 3.2.1.1. n. mertebeden her DGDD, birinci mertebeden n denklem ve n bilinmeyen
fonksiyon igeren bir DGDDS’ne doniistiiriilebilir. Boylece (3.9) formunda bir denklem elde
edilir. Dogrusal adi diferansiyel denklemlerde, birinci mertebeden dogrusal diferansiyel
denklem sistemine doniistiiriilebiliyordu. Gecikmeli sistemlerde de benzer sekilde n.
mertebeden bir DGDD, birinci mertebden bir DGDDS’ ne doniistiiriilebilir. Bunu bir 6rnek

Uzerinde gosterelim:
xW () =x""(t) +2x""(t = 1) +x"(t) + x"(t — 2)

+2x'(t) —4x'(t — 1) — x(t — 2) + t2 (3.10)
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(3.10) ifadesindeki dordiincii mertebeden, sabit gecikmeli, sabit katsayili, homojen olmayan

DGDD’ ni ele alalim. Oncelikle; x*=1(t) = x;(t) doniisiimiinii yapalim. i = 1, 2, 3,4 i¢in

x(t) = x1(t)
x'(t) = x,(t)

x" () = x3(¢)

x"'(t) = x4(8)

olur. Buradan da

x(t) = x1(t) = x'(t) = x1(¢)
x'(t) = x,(t) = x1(t) = x,(b)
x"'(t) = x3(t) = x5(t) = x5(¢)

x"'(t) = x5 (0) = x3(1) = x3(t) = x4 (¢)

xV(t) = x5 (1) = x,(t) = xV(t)

elde edilir. Boylece

x1(t) = x,(t)
x5 (1) = x3(t)

x3(t) = x,(t)

X4(t) = x4 + 2%,(t — 1) + x3(t) + x3(t — 2)

+2x,(t) —4x,(t —1) —x,(t —2) + 2t

(3.13) ifadesindeki DGDDS veya
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3
X'(t) = Z AX(t—j+1)+H() (3.14)
=1

(3.14) ifadesindeki vektorel denklem bulunur.

x4 () 01 0 0 0 0 0 0
_x2(0) 10 0 1 0 1o 0o 1 o0
XO=1 ol “=lo o o0 1] 4 |0 o 0 1
X4 (t) ax1 0 2 1 14 0 —4 0 2444
0 0 0 0 0 [x'l(t)
_ 0 0 0O _ 0 / _ xIZ(t)
A3 - O 0 O 0 H(t) - 0 X (t) - x’3(t) (315)
_1 0 1 0 4x4 Zt 4x1 x,4(t) 4x1

olur (Sencan, 2001).

3.3. Adimlar Yontemi

T > 0 sabit gecikmesi ile skaler dogrusal gecikmeli diferansiyel denklem

d
2.7 =a@y(® +bO)y(t—7) (3.16)

ile gosterilir (Becker, 2009). Burada a, b: [T, ) — R araliginda siirekli fonksiyonlardir.
Burada (3.16)’ nin ¢6zimlerini hesaplamak icin Maple’ da Adimlar Y6ntemi kullanilacaktir.
T gecikmesinin 6zel degeri i¢in, a(t) ve b(t) fonksiyonlari, T = 0 olmak Uzere [T — 7, T]
baslangi¢ araliginda, ¢: [T — 7, T] — R surekli baslangi¢ fonksiyonu ve pozitif n tamsayisi

icin
T—1<t<Tigciny(t) = ¢@(t) (3.17)

(3.17) baslangi¢ kosulunu saglayan [T, T + nt] araliginda (3.16)’ nin ¢dzimi bulunabilir.
t = T' de y'(T)' nin sagdan tiirev oldugu kabul edilir (Becker, 2009).
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3.3.1. Adimlar Yontemi Metodu ve Adimlar:

Asagidaki 6rnek yardimiyla adimlar yontemini agiklayalim.
Ornek 3.4.1.1.

t € [0,1] icin y(t) = —4 t baslangi¢ kosulunu saglayan [0,3] aralig1 tizerindeki

d
YO =-yO+yt-1 (3.18)

(3.18) denkleminin ¢oziimiini bulalim.

COzum: Problem, t € [—1,0] icin y(t) = —4t olmak Uzere t € [0,3] icin (3.18)
denklemini saglayan y(t) fonksiyonunun belirlenmesidir. t € [0,1] i¢in, =1 <t—-1<0
ve (3.18) denkleminin sag tarafindaki ikinci terim

y(t—1)=-4(t-1) (3.19)

(3.19) dur. Oncelikle y(t) = —4t baslangic fonksiyonu ile [0,1]” daki (3.18)’ in ¢ozimunii
bulmak icin y(0) = —4(t) = 0 baslangi¢ kosulunu saglayan

() = —y(t) - 4t — 1) (3.20)

(3.20) lineer birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi (ADD)’ nin ¢dziimiinii bulmamiz

gerekir. Bu ¢6ziim Maple paket programi yardimiyla asagidaki gibi basit sekilde elde edilir:

d
> ddl = Ey(t) =—y(t)—4(t—-1):

> ¢ozim = dsolve([dd1,y(0) = 0],y(t))

ozum = y(t) = —4t + 8 — 8e~ .
¢6z0 y(t) 4t +8—8e" (3.21)
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[0, 1] aralig1 lizerinde baslangi¢ kosulunu saglayan (3.18)’Un ¢dzimi

y(t) =8 — 4t — 8e™t (3.22)

(3.22) dir. [—1, 3] araliginda tiim ¢6ziim pargalarini1 gostermek icin éncelikle [—1, 0] aralig

tizerinde baslangi¢c fonksiyonu s,

> s[0] =t - —4t
> s[0](®)

Soi=t—> —4t
—4t (3.23)

tanimlanir. Daha sonra [0,1] aralig1 {izerinde baslangi¢ kosulunu saglayan (3.18)’in ¢6zumi

S1
> s[1] := unapply (rhs (¢6ziim), t)
> s[1](t)
S;i=t—>—4t+8—8et
—4t +8— 8¢t (3.24)

tanimlanir. Ancak y(t)’ nin [1,2] araligindaki ¢ozimuni bulmak igin [0,1] araligindaki

¢Ozliimiinii bulmamiz gerekir. t € [1,2] igcint —1 € [0,1] alinirsa
y(t—1)=8—-4(t—1) —8e -1 (3.25)
(3.25) bulunur. Buradan, y(1) = 4 — 8e~! baslangi¢ kosulunu saglayan

y' () =—y®) +8—4(t—1)—8e "V (3.26)
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(3.26)’nin ¢6zUMU

> dd2 = %x(t) =—y(t) +8 —4(t — 1) — 8exp(—(t — 1))

> ¢6ziim?2 = dsolve([dd2,y(1) = 4 — 8exp(—1)],y(t)

coziim2 = y(t) = —8te 1 — 4t + 16 — 8e™!
y(t) = 16 — 4t — 8te t*1 — 8e L. (3.27)
(3.27) elde edilir. s, ile [1, 2] araligindaki y(t) ¢6ziimiinii tanimladik:

s[2] :== unapply(rhs(¢6ziim2),t)

S;i=t—> 8te "1 —4t+ 16 —8e~*t (3.28)
Bu sureg¢ devam ettirilirse, [2,3] araligindaki ¢dzim
y'(t)=—=y®) +y(t—1)=—y(t) + 16 —4(t — 1) — 8(t — 1)e?t —8e~(t=D (3.29)
(3.29) baslangi¢ kosulu ile
y(2) =16 — 4(2) —8(2)e ! — 8¢~2 = 8 — 16e~! — e 2 (3.30)
bulunabilir. Maple komutlar: ¢aligtirilirsa

d
> dd3 = —x(t) = —y(t) + 16 —4(t — 1) = 8(¢ — e~ — ge~(t- 1.

> ¢oziim3 = dsolve([dd3,x(2) = 8 — 16e~1 — 8e72],y(t))

c6zim3 = y(t) = (—4t%e? + 8te? — 8et — 4e't + 24et

(3.31)

8(2e%e?—2e%et+e 2 +2e - 1)>
e—z
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(3.31) ¢dzlimi elde edilir. [2, 3] araligindaki y(t) ¢6zUmi
> simplify(¢ozim3)
y(t) = —4(t?e? — 2te? + 2e? + 2et + e't — 6et + 2)e™t (3.32)
(3.32) dir. [2, 3] araligindaki y(t) ¢6zUmini s5 ile tamimladik:
> s[3] = unapply(simplify(rhs(¢dziim3)), t)
s[3] == t > —4(t?e? — 2te? + 2e? + 2et + eft — 6et + 2)e™t (3.33)
Sonug olarak, Heaviside Fonksiyonu (Birim Basamak Fonksiyonu) yardimiyla [—1, 3]
araligindaki y(t) ¢6zimi, [—1,0],[0,1],[1,2] ve [2,3], araliklarindaki ¢Oziimler
birlestirilerek dort parcali olarak elde edilir.
> NumericEventHandler(invalid_operation =" Heaviside
/EventHandler'(value_at_zero = 0)): (3.34)

y(t) birlestirilmis tek bir ifade ile gdsterilirse,

>h:=1:

2
>y:=t - s[0](t) + Z(s[j + 1] — s[j]D(t) - Heaviside(t — j - h):
j=0

>"y() = y(t)
y(t) = —4t + (8 — 8e Y Heawviside(t) + (—8te t*1 + 8)Heaviside(t — 1)

+(—4(t%e? — 2te? + 2e? + 2et — 6et + 2)e ¢t

+8te™ 1 + 4t — 16 + 8e Y Heaviside(t — 2) (3.35)
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(3.35) elde edilir veya ¢ozumii [—1, 3] ' te parcal1 olarak tanimlanmis fonksiyon olarak ifade

edebiliriz:
> p = simplify(convert(y(t), piecewise, t)):
>y = unapply(p, t):
>y =y(0)
—4t t<0
—4t +8—8et t<1
y(® = —8te~t*1 — 4t + 16 — 8e~" t<2 (3.36)

—4(t%e? — 2te? + 2et +eft —6et +2)et 2<t

t € [—1,3]icin (3.36)’ iin grafigi

plot(y(t),t = —h..3 - h,discont = true, labels = [t,y], labelfont
= [TIMES, BOLD, 12])

yukaridaki komut yardimuiyla ¢izdirilirse asagidaki sekil 3.1 elde edilir.

4

Sekil 3.1. t € [—1,3] igin y(t) fonksiyonunun grafigi
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Ornek 3.3.1.2.
t € [0,1] icin y(t) = At? + Bt + C denkleminde, A~U(a,B) - A~U(1,2) dlzgin
dagilima sahip, B~N(u,0%) - B~N(0,1) normal dagilima sahip, C~B(8,&) - C~B(2,3)

beta dagilimina sahip

d

Ey(t) =y(@)—y(t-1) (3.37)
(3.37) denkleminin ¢ozimun( bulalim.

Cozum: Problem, t € [0,1] icin y(t) = At? + Bt + C olmak Uzere t € [0,3] igin (3.37)
denklemini saglayan y(t) fonksiyonunun belirlenmesidir. t € [0,1]i¢in =1 <t—-1<0
araliginda (3.37) 'in sag tarafindaki ikinci terim

y(t—1)=A(t—1)*+B(t—-1) +C. (3.38)

(3.38) dir. y(t) = At?> + Bt + C baslangigc fonksiyonu ile [0,1] araliginda (3.37)’nin
¢OzUmind bulmak igin y(0) = A(0)? + B(0) + C = C baslangi¢ kosulunu saglayan

Sy(t) =y(®) —A(t—1)? =Bt -1) - C (3.39)

(3.39) lineer birinci mertebeden ADD’ nin ¢6ziimiinii bulmamiz gerekir. Bu ¢6ziim Maple

paket programi1 yardimiyla agagidaki gibi basit sekilde elde edilir:
> ddl = %y(t) =y(t)—At—-1)?>—-B(t—-1)—-C
> ¢coziim = dsolve([dd1,y(0) = C],y(t))
coziim :=y(t) = C+ A+ Bt + At? — e'A (3.40)
[0, 1] aralig1 lizerinde baslangi¢ kosulunu saglayan (3.37)’ nin ¢6zumi

y(t) = C+ A+ Bt + At? — e'A. (3.41)
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(3.41)’ dir. [—1, 3] araliginda tiim ¢6ziim pargalarini géstermek i¢in 6ncelikle [—1, 0] aralig1

tizerinde baslangic fonksiyonu s,

> s[0] ==t > At
> s[0](¢)

So =t > At
At (3.42)

(3.42) olarak tanimlanir. Daha sonra [0, 1] aralig1 {izerinde baslangi¢ kosulunu saglayan y(t)

¢O0zUmu s, olarak tanimlanir:

> s[1] := unapply (rhs (¢6ziim), t)

> [1]()

s =1t At
At (3.43)

[1, 2] araligindaki ¢6zimi bulmak icin [0, 1] araligindaki ¢6zimin bulunmasi gerekir. t €

[1,2]icin,t — 1 € [0, 1] alinirsa

yt—-1)=C+A+Bt-1)+At—-12—et"14 (3.44)
(3.44) bulunur. Buradan, y(1) = C + 24 + B — Ae baslangi¢ kosulunu saglayan
y'®)=y(t)—(C+A+B({t—1)+A(t —1)? —et714) (3.45)

(3.45) ¢oziimiinii bulacagiz:

> dd2 = %x(t) =yt)—(C+A+B(t—1)+A(t—1)?—et"14)
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> ¢0ziim2 = dsolve([dd2,y(1) = y(1) = C + 2A + B — A],y(t))
coziim?2 = y(t)

= Bt + At? + 2A + C + Atet™! — e'"1(24 + Ae)
y(t) = Bt + At? + 2A + C + Atet™! — et"1(24 + Ae)
s, ile [1, 2] araligindaki y(t) ¢6ziimiinii tanimladik:
s[2] :== unapply(rhs(¢6ziim2), t)
Sy =t > Bt + At? + 24+ C + Ate'™1 — e'"1(24 + Ae)

Bu surece devam edilirse, [2,3] araligindaki ¢6zum,
y (@) =y@®-yt-1

=y®)—(B(t—1)+A(t—1)2?+24+C+A(t—1)et"2 —e'"2(24 + Ae))
(3.49) baslangig kosulu ile
y(2) = 2B+ 4A + 2A + C + 24e — e(2A + Ae) = 6A + 2B + C — Ae?

bulunabilir. Maple komutlar: ¢aligtirilirsa,

d
>dd3 = —y(t) = y(©)

—Bt-1)+A(t—1)2+24+C+A(t—1)et™? —e'"2(24 + Ae))

> ¢ozim3 = dsolve([dd3,x(2) = 6A + 2B + C — Ae?],y(t))

A
co6ziim3 = y(t) = (At? + 34+ C + Bt — Etze_z”

+Ate ™2+t — e'72(A + Ae?))
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(3.51) ¢cdzlimi elde edilir. [2, 3] araligindaki ¢oziimii ise

> simplify(¢ozim3)
A
y(t) = At? + 34+ C + Bt = t?e ™20 + Ate™>** — e*2 (A + Ae?) (3:52)

(3.52)" dir. [2, 3] araligindaki y(t) ¢c6zUminU s; ile tanimladik:
> s[3] = unapply(simplify(rhs(¢dziim3)), t)

A
s[3]=t—> At? + 34+ C + Bt — Etze_z” + Ate™**t —ef72(A + Ae?) (3.53)

Sonu¢ olarak, Heaviside Fonksiyonu (Birim Basamak Fonksiyonu) yardimiyla [—1, 3]
araligindaki y(t) ¢6zimi, [—1,0],[0,1],[1,2] ve [2,3], araliklarindaki ¢Oziimler

birlestirilerek dort parcali olarak elde edilir:

invalidoperation =' Heaviside ) (354)

> NumericEventHandler :
EventHandler’(valueatzem = 0)

y(t) birlestirilmis tek bir ifade ile gosterilirse,

>h:=1:

2
>y =t - s[0](t) + Z(s[j + 1] = s[iD)(6). Heaviside(t — j. h):
=0

>'y(@®) = y(t)
y(t) = At> + Bt + C + (C + A + Bt + At? — etA)Heaviside(t)
+ (Bt + At? + 2A + C + Ate' ! — e'"1(24 + Ae))Heaviside(t — 1)
+ (At? +34+C

+Bt — %tze‘“t + Ate 2%t — e'"2(A + Ae?))Heaviside(t — 2) (3.55)
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(3.55) bulunur yada ¢6zimi [—1, 3]' te par¢ali olarak tanimlanmis fonksiyon olarak ifade

edebiliriz:
> p = simplify(convert(y(t), piecewise, t)):
>y = unapply(p, t):
> y(8) = y(t)
At* + Bt +C t<0
C+A+Bt+At?>—efA t<1
y(t) = Bt + At? + 2A + C + Atet™ — et ~1(24 + Ae) t<2

|At? + 34+ C + Bt —Zt2e72 + Ate > — e "2(A+ Ae?) 2<t

(3.56)

A icin diizgiin dagilim, B i¢in normal dagilim, C icin beta dagilimi kullanilirsa beklenen

deger,
E(y(®)
( t2E(A) + tE(B) + E(C) t<0
| E(C) + E(A) + tE(B) + t2E(A) — e*E(A) t<1
= { tE(B) + t2E(A) + 2E(A) + E(C) + tet"LE(A) — 2et1E(A) — e*E(A) t<2
ltzE(A) +3E(A) + E(C) + tE(B) — %tze‘z“E(A) +te 2HE(A) — et 2E(A) —e'E(A) 2<t

E(y(®)
t? (#) +t(w) + (GL;f) t<o0
) (e (3w e (55 - (5)
e () 2() () e () e () (D) s
(50 +3+ (gg) + 00 g (50 wee s (FFF) mex ((5F) -t () 2=

(3.58) bulunur. Varyans degeri

Var(y(t))
t*Var(A) + t*Var(B) t<0
t2Var(B) + t*Var(A) + e**Var(A4) t<1

= t2Var(B) + t*Var(A) + t2e?*~2Var(A) + 4e?"2Var(A) + e?*Var(4)) t<2

1
kt"Var(A) +t?Var(B) + Zt“eZt_“Var(A) + t2e2Var(A) + e?*"*Var(A) + e*Var(4) 2<t
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Var(y(t))

2
t* <(a A >+t2(62) t<0
t2(a2) + t* <(a ﬁ)2>+e2 <(a_ﬁ)2> t<1
_ ~ (3.60)
t?(a?) + t* (—(a 12ﬁ)2> +t2e272 <

+
¢t <—(a Izﬁy) +t2(02) + %t"e““‘ <(a — ﬁ)2> + 24 <(a — [>’)2> +e?t <(a — ﬁ)2> 2<t

(3.60) bulunur. Diizgiin dagilima sahip, A~U( a, B) —» A~U( 1,2), normal dagilima sahip,
B~N(u,0%) - B~N(0,1), beta dagilimina sahip, C~B(0 ,&) - C~B(2,3) 6zel degerleri

icin beklenen deger ve varyans

2
( LI t<0
2 5
19 3
—+=(t*—ebH) t<1
E(y(t)) = < 34_ 3 10 z (3'61)
+=(t? —et +tet™1 —2et™h t<2
D+ (2 —2t2et 2 4 tet™2 — et H o2<t
( 2
+t t<0
4 2t
t2 + % + t<1
Var(y(t)) =4 £ 2p2t=2  p2t-2 L2t (3.62)
t2 + St t—+t5 t=s2
4 4 ,2t—4 2t—4 2t
L AL R R
12 48 12 12

(3.61) ve (3.62) seklinde bulunur. —1 < t < 3i¢in (3.61) beklenen deger ve (3.62) varyans

degerinin grafigi, asagidaki komut yardimiyla cizdirilirse,
plot(y(t),t = —h..3 - h,discont = true, labels = [t,y], labelfont

= [TIMES, BOL, 12])

y(t) fonksiyonunun beklenen deger grafigi Sekil 3.2’deki gibi,
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Sekil 3.2. t € [—1,3] igin y(t) fonksiyonunun beklenen
deger grafigi

varyans grafigi Sekil 3.3” teki gibi bulunur (Becker, 2009).

k
Sekil 3.3. t € [—1,3] i¢in y(t) fonksiyonunun varyans
deger grafigi
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3.4. VIM Yontemi

1978 yilinda M. Inokuti, H. Sekine ve T. Mura tarafindan matematiksel fizikte lineer
olmayan problemlerin ¢6zimii icin genel Lagrange carpam ydntemi onerilmistir (Unl,
2014). Daha sonra Ji-Huan He, s6z konusu yontemi modifiye ederek varyasyonel iterasyon
yontemini vermistir (Tatari ve Dehghan, 2007). Tam ¢6ziime hizli bir sekilde yakinsayan
yaklasimlarla, pek ¢ok lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin bu
yontemin kullanildign ¢ok sayida bilimsel ¢alismalar mevcuttur (Unli, 2014). Ayrica
varyasyonel iterasyon yontemi ilk olarak 1998’de kesirli diferansiyel denklemleri ¢c6zmek
icin onerilmistir (He, 1998). Pek ¢ok yazar, hem lineer hem de lineer olmayan kesirli tirevli
denklemleri ¢cozmek i¢in bu yontemin etkili bir yol oldugunu gésteren ¢alismalar yapmustir.
Bu ¢alismalara 6rnek olarak Elbeleze vd. (2013), Molliq vd. (2011), Wu ve Baleanu (2013),
Elsaid (2010), Jafari ve Tajadodi (2010), Hong ve Lu (2014), Neamah (2014), ibis ve
Bayram (2014) Mollig, Noorani (2012) Elbeleze vd. (2012), Kadem ve Kiligman (2012)
verilebilir (Elbeleze vd. 2013; Molliq vd. 2011; Wu ve Baleanu, 2013; Elsaid, 2010; Jafari
ve Tajadodi, 2010; Hong ve Lu, 2014; Neamah, 2014; ibis ve Bayram, 2014; Molliq,
Noorani, 2012; Elbeleze, vd. 2012; Kadem ve Kiligman, 2012). Varyasyonel iterasyon
yonteminin s6z konusu bu genel Lagrange c¢arpani ydntemiyle olan iligkisi asagida

aciklanmustir. L lineer, N lineer olmayan operator olmak (izere,
Lu+ Nu = f(x) (3.63)

(3.63) genel lineer olmayan denklemi verilsin. uy(x)’ in Lu = 0 denkleminin bir ¢6zimu
oldugu varsayilarak, u fonksiyonunun x, gibi bir 6zel noktadaki dogru (correct) degerini

ifade etmek igin,
Xo

ooy (o) = 1o (xo) + j ALito(x) + Nug(x) — f)dx (3.64)
0

(3.64) seklindeki ifade yazilabilir (Unlii, 2014). Burada A, lagrange carpamdir ve
varyasyonel teori yardimiyla elde edilir. Sag taraftaki ikinci terim diizeltme olarak

adlandirilir. Ornegin, x, = 1 icin,
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1
oo (1) = (1) + j ALito(x) + Nug(x) — f)dx (3.65)
0

(3.65) yazilir (He, 1999). Ji-Huan He, yukaridaki yontemi bir iterasyon yontemi igine,

Xo

U (o) = n(x0) + f ALt (x) + Nity () — f)dx (3.66)

0

(3.66) seklinde modifiye etmistir. Burada {i,,, sinirli (restricted) varyasyon olarak diistiniiliir

ve §i, = 0 olarak alinir. Bu denklem,

X0

U2 (0) = tn () + [ A(Ltn (&) + Nty () = £ (2)) e (367)
0

(3.67) olarak yeniden yazilabilir (He, 1999). Varyasyonel iterasyon yénteminde problem,
Lu(x,t) + Nu(x, t) = f(x,t) (3.68)

(3.68) seklinde lineer olmayan bir diferansiyel denklem olarak diisiiniiliir. Burada L lineer
operator, N lineer olmayan operator, f(x,t) bilinen surekli fonksiyondur (Unld, 2014).

Varyasyonel iterasyon yontemine gore fonksiyonel

t

U1 (6, 0) = uy(x, t) + f&{(Lun(x, s)) + N(ﬁn(x, s)) — f(x, s)}ds (3.69)

to

seklinde diisliniiliir. Bu denkleme diizeltme (correction) fonksiyoneli adi verilir. Yani
VIM’in amac1 bdyle bir diizeltme fonksiyoneli olusturmaktir. Bu formiildeki A, varyasyonel
teori yardimiyla elde edilen lagrange ¢arpanidir (Unlii, 2014). Alt indis n, n.mertebeden
yaklagimi tanimlar. Dolayisiyla u,, , n. yaklasik ¢6ziimdiir. 61, = 0 olmak Uzere {i, ise
siirli (restricted) varyasyon olarak diistiniiliir (He vd. 2010). Duzeltme fonksiyonelinin her

iki tarafinin varyasyonu alinarak,
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Supi1(x, t) = Su, (x,t) + 6 fl{(Lun(x, e)) + N(ﬁn(x, e)) — f(x, e)}de (3.70)

(3.70) elde edilir. Daha sonra du,,,,; = 0 alinarak,

OUpq(x, t) = duy(x,t) + 6 f/l{(Lun(x, 5)) + N(ﬁn(x, s)) — f(x, 5)}d£ =0

to

yazilir ve bdylece ekstremum sartlar (stationary conditions) elde edilir (Unlii, 2014).
Ekstremum sartlar kullanilarak A’nin optimal degeri bulunur (Tatari ve Dehghan, 2007).
Ekstremum sartlarin elde edilmesi i¢in du,,; = 0 ifadesinde kismi integrasyon uygulanir.
Lagrange carpanini kolay bir sekilde belirlemek icin, lineer olmayan terimler sinirh
(restricted) varyasyon olarak diisiiniiliir. Lagrange c¢arpaninin daha dogru tesbiti,
yaklagimlarin tam ¢6ziime daha hizli yakinsamasina neden olur. Bulunan Lagrange

carpaninin degeri,
U1 (6, 0) = uy(x, t) + f&{L(un(x, s)) + N(un(x, s)) — f(x, 5)}d£ (3.71)

to

(3.71) iterasyon formiiliinde yerine yazilir (n = 0). Uygun bir baglangi¢ yaklasiminin
se¢iminden sonra ardisik (succesive) yaklasimlar elde edilir. Aranan ¢6zim u(x, t) bulunan

bu yaklagimlar yardimiyla,

u(x, t) = lim u,(x,t) (3.72)
n—-oo

(3.72) olarak elde edilir. m tane denklem olmasi durumunda ise yukaridaki lineer olmayan

denklem,

Li(u;) + Ni(uq, uy, vy, Uy) = fi(x, t) (i=12,..,m) (3.73)
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(3.73) seklinde yazilir. Bu denklem L;,i. denklemin u;’ye gore lineer kismi, N; ise i.

denklemin lineer olmayan kismidir. Bu durumda fonksiyonel,

t

Ui(n+1) = Uin T f&i{Li(uin(x, s)) + Nl (x, €), e, U (x, ) ) — f(x, s)}de (3.74)

to

(3.74) olarak yazilir. i = 1, 2, ..., m igin A;’nin degerleri, bu fonksiyonelin her iki tarafinin
vayasyonunun alinmasi ve daha sonra O8u;p4q) =0 yazilip ekstremum sartlarin
bulunmasiyla elde edilir (Tatari ve Deghan, 2007). Yukarida almnan lineer olamayan

diferansiyel denklem,

Llu(®] + N[u@®)] = () (3.75)
(3.75) olarak alinirsa, bu durumda diizeltme fonksiyoneli,
U2 (6) = n(0) + | ALt (&) + Nitn(2) = f (2D} (3.76)

to

(3.76) seklinde yazilir (He vd. 2010).

Ornek 3.4.1.
d?y(x) 7 X\ 2
oz = gy(x)2 -y (5) — Ax3 + 6Ax (3.77)

baslangig kosulu y(0) = 0,y’'(0) = 0 olan A~N(u, %), A normal dagilima sahip rastgele
bagimsiz degisken olmak iizere rastgele oransal gecikmeli diferensiyel denkleminin,
varyasyonel iterasyon yontemi ile yaklasik analitik ¢oziimiinii ve olasilik karakteristiklerini

elde ediniz.

C06zUm : Bu problemin tam ¢6zimi
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y(x) = Ax® (3.78)
(3.78) dir. Duzeltme fonksiyoneli,

T 7 T
}’n( ) _ §Yn2(7) + 3,2 (E) + Ax3 — 6Axl dt (3.79)

Yn+1 = Yn(X) + /1()[
0

(3.79) denklemindeki ifadedir.

yn+1(x) = yn(x)

d’y,(r) 7 (T s
+fA(T)[ 1z gon () + v, (§)+AT — 6At|dtr, n>0(3.80)

(3.80) ifadesindeki diizeltme fonksiyoneli stasyoner oldugu i¢in

_ T
8y () = 0,8y, (5) =0 (3.81)
(3.81) olur.

yn (T)

; 7 __ T
Y1 (%) = Syn(x) + 5 ,1( ) ~ 5P @ + 7 (5) + AT3 — 6Arl dr  (3.82)

0

= 89,(0) + [A(D) Yy ey — f 2 (1) ndr

X

= 892(0) + AT lrex — [ (D)8Ynlrox — f (D)8 yndr

0

X

= 8y, () + A(D)8Fn — A (D)8Ynlrex — f (1) Byndt = 0
0

8yn(1 = A (1))]=x = 0

AT |e=x =0
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A'(t)=0
AMT)=a
A(t)=at+b
AT) |2y =ax+b =0
b =—ax
1-2(@)e=x =0
1-a=0
a=1

A(t) = alt —x)

—r—x (3.83)

(3.82) ifadesinden elde edilen (3.83) integral ¢arpani (3.80) ifadesinde yerine yazilirsa
asagidaki ifade elde edilir,

yn+1(x) = yn(x)

X

d’y,(r) 7 (T 5

+](T—x)[ 2 gh () + vy (§)+AT —6At|dt, n=>0 (3.84)
0

(3.84) ifadesinde baslangi¢ ¢oziimleri yerine yazilarak, asagidaki ¢oziimler bulunabilir.

1

y2(x) = —%Ax5 + Ax3 (3.85)
1 179 223 55

xS 4+ Axd b A2x12 _ A2x10 4 22 p2,8 3.86

Y3(x) = =g Ax® + AX® + e AT — oaha004 Y T35 A X (3.86)
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X ~ N(u,0%) normal dagilimina sahip Gauss rastgele bagimsiz degiskeninin moment

c¢ikaran fonksiyonu

1
My (t) = E[et¥] = e(“”i"ztz), (3.87)
(3.87) dir. Birinci, ikinci moment ve varyansi
E[X] =u,E[X?] = u* + o Var[X] =o? (3.88)

(3.88) dir (Feller, 1968). Bu sonuglar kullanilarak,

1 179 223 55
E =E(__A 5 A 3 AZ 12 _ AZ 10 AZ 8)
(v3() 20 4% T A T 108132407 ¥ T 2304007 % T3mgat ¥
1
—_ [ ___ .5 3
—( 0% + x )E(A)
179 223 55
+ 12 10+ S)E AZ
(10813440x 230400~ ‘3585 ) E(AY)

1
= (—%xs +x3>u

+< 179 12 223 10 55 8)( 2, 2) 3.89
10813440 ~ 230400° 3584~ )W T (3.89)

Var(ys(0) = E(r3(0)?) — E(y3(0)°

1 179 223 55
=V (__A 5 A 3 AZ 12 _ AZ 10 AZ 8)
ar{ =0 T A T 108134204 Y T T 2302007 F T35824%

2

1
_(_ 5 3
—( 0% +x) Var(A)

179 223 55 2
+

12 _ 10 8 2
10813440 ~ 230400~ +3584x) Var(4%)

1 2 179 223 55 2
Y 5 3 2 N2 10 ___— .8 2 390
( 20" +x) 7 +<10813440x 230400 +3584x) 7 (390)
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(3.89) beklenen deger, (3.90) varyans elde edilir. Ozel olarak A~N(3,4) secilirse, (3.89)
ifadesindeki beklenen deger ve (3.90) ifadesindeki varyans asagidaki gibi bulunur,

E(y;(x)) = (—ixs + 3x3)

20
2327 2899 715
+ v 1+ °) 391
(10813440x 230400° ' 3584 (391
1 2
Var(ys(x)) = 4 (——xs + x3>
20
716 892 220 _\°
4<— - ) 8) 3.92
10813440 ~ 230400° ' 3584° (3.92)

(3.91) beklenen ve (3.92) varyans degerleri matlab yardimiyla [0,3] araliginda A~N(3,4)
Ozel degerleri igin ¢izdirilirse asagidaki Sekil 3.4 ve Sekil 3.5 elde edilir.

Beklenen Deger
800 T

700}
600}
500}

U_IS 400}
300}

200

100

0

0 0.5

Sekil 3.4. A~N(u = 3,02 = 4) 6zel degeri icin y;(x) “in
beklenen degeri
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x 10° Varyans

Sekil 3.5. A~N(u = 3,02 = 4) 6zel degeri i¢in y3(x) “in
varyans degeri

Ornek 3.4.2.

1 x /x 1
y'(x) = — e Zy(z)—zy(x),OSx<1 (3.93)

baslangic kosulu y(0) =A olan A~ G(p,q), A geometrik dagilima sahip rastgele
bagimsiz degisken olmak {lizere rastgele oransal gecikmeli diferensiyel denkleminin,
varyasyonel iterasyon yontemi ile yaklasik analitik ¢oziimiinii ve olasilik karakteristiklerini

elde ediniz.
Cozim:

Bu denklemin tam ¢6zimi y(x) = Ae™ dir. VIM yontemiyle (3.93) denklemini ¢dzmek

icin diizeltme fonksiyoneli olusturalim.

; d 1 1 o 1_
Y@ =30 @+ [ A0 [+ 36 (5) +37m@|dr, nz0 @ow
0
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X

1 = 1

Syuna () + 6@+ [ A0 [T = 5657 (5) ~ 570 e
0

X

8Yns1(0) = 8Yn(x) + [AD)8Ynrox — f X(D)[8y,)dr = 0 (3.95)

0

8y, bir smirlandirilmis varyasyon olarak diisiiniiliirse 8y, = 0
A(t) =0, 1+ A(1)|= =0, A(t) = —1(lagrange carpant)

(3.95) ifadesinde yerine yazilirsa, asagidaki varyasyonel iterasyon

X

Vs =320 = [ [T+ 36750 (5) + 500 e (396)
0

Yo(x) =y(0) = A

elde edilir. (3.96) ifadesinde baslangi¢ ¢oziimleri yerine yazilarak, asagidaki ¢oziimler

bulunabilir.
L1 (2¢(3)
y1(x) =24 (Ze 2) — x) (3.97)
1 X _3x x
Y2 = ﬁA <12€ 2—4+16e 4 —6xe 2+ 3x2> (3.98)
1 x 3x
y3(x) = — 75 A(=56e72 488 — 448¢ 74
X _7x _3x _x
+84xe”2 — 256e” 8 + 56xe” 4 — 21x%e 2 — 56x + 14x%) (3.99)

X ~ G(p,q) geometrik dagilima sahip rastgele bagimsiz degiskeninin moment ¢ikaran

fonksiyonu

pet

1—get’

My (t) = E[e™] = (3.100)

S7



Birinci moment ve varyansi,

E[X] = %,Var[X] = (3.101)

?;

dir (Feller, 1968). (3.100) ve (3.101) denklemleri kullanilarak,

3x

3x 7x
E(y;(x)) = 56e™2 + 88 — 448~ + B4xe 2 — 2568 + S6xe "t

672(
X
—21x%e”2 — 56x + 14x3> E(A4)

3x

1
= - — 2 4
— (~56¢77 + 88 — 448¢”

7x 3x

+84xe 3 256e 8 + 56xe” 4 — 21x%e 3 56x + 14x3)— (3.102)

Var(ys(x)) = E(y3(x)?) — E(y3(x))2

1 c 3x c 7x c 3x
= z Y z — 8 Y
451584( 6e 2+ 88 —448e 4 + 84xe” 256e 8 + 56xe”

x 2
—21x%e"2 — 56x + 14x3> Var(A)

3x

(—56¢72 + 88 — 4487

~ 451584

_x _7x _3x _x q
+84xe 2 — 256e” 8 + 56xe 4 — 21x%e 2 — 56x + 14x3) Zp—z (3.103)

(3.102) baslangi¢ deger ve (3.103) varyans degerleri hesaplanir. Ozel olarak X ~ G(p =

g, q= g) secilirse, beklenen deger ve varyans asagidaki gibi bulunur,

3x

- 2 4
E(y;(x)) = 224( 56e 2 + 88 — 448e”
7x 3x
+84xe " 7 256e" 8 + 56xe” 4 — 21x%e 5 56x + 14x3) (3.104)
3x
Var(ys(x)) = (—56e” 3488 —448¢ 1

75264
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7x 3x X

X
+84xe 2 — 256e 8 + 56xe 4 —21x%e 2 — 56x + 14x3)? (3.105)

(3.104) beklenen ve (3.105) varyans degerleri matlab yardimiyla [0,3] araliginda X ~

G(p = %, q= é) 0zel degerleri igin ¢izdirilirse asagidaki Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 elde edilir.

Beklenen Deger
3 T

2.5 1

2k .

15F 1

1+ .

E(y)

0.5F 4

oF .

-0.5f b

Atk 4

_1'5 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 3.6. A~ G(p =,q =) 6zel deger igin y; (x) ‘in
beklenen degeri

Varyans

var(y)

0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 3.7. A~ G(p = 7,q =2) 6zel degeri igin y; (x) ‘in
varyans degeri
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Ornek 3.4.3.

y"(x) =—y(x)—y(x—03)+4e™*03,0<x <1 (3.106)
baslangi¢ kosullart y(0) = A4, y'(0) = —A4, y""(0) = A, x <0 olan A~B(6,§), A beta
dagilmina sahip rastgele bagimsiz degisken olmak (izere rastgele sabit gecikmeli
diferensiyel denklemini, varyasyonel iterasyon yontemi ile yaklasik analitik ¢oziimiinii ve

olasilik karakteristiklerini elde ediniz.

Cozim:

X
By, _ _
Yn+1(X) = yp(x) + j A(T) [dx: + ¥, (1) + ¥, (t — 0.3) — Ae ™*03| dt (3.107)
0

(3.107) ifadesindeki diizeltme fonksiyonelini stasyoner yapmak icin, §y(0) = 0 alinirsa,

X

8yn+1(x) = Sy (x) + 6 f A Wnree = P (@) = u(r = 0.3) + Ae7*%]dr (3.108)

0

X X

8Yma1 () = 8yn(x) + A(D)lox — 6 f A Vet — AVl omx — 8 f AD)ynedr
0 0
X

8Yni1(x) = 8y (x) + A(T) 6V r=x — /1(7)55/71'_[:)6 +4 f /i(p)yrdT + 1(7)5)/71'1:)6

0

X

— ) f A(0)8y,dr

6Vn [1 + X(T)L:x] =0

A= =0, A (D)= =0, A(v) =0, (1) =aq, A)=ar+b

art
A(T)=T+br+c

ax?
A(T)I‘L'Zl =0, T+bx+ c=0
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ax? 5
T—ax +c=0

art
A(7) =T+axr+c

—1° x?

A(T) :T-FXT—?

1
Alr) = ) [t2 — 2xT + x?]

AT) = —%(T —x)? (3.109)

(3.109) elde edilir. Lagrange ¢arpani (3.107)’de yerine yazilirsa

X

1
yn+1(x) = yn(x) + f _E(T - x)z[ynrrr + yn(T) + yn(T - 0-3) - Ae_T+O'3]dT' n=0
0

elde edilir.

y(0)=4, y'(0)=-A4 y"(0) =4,

y(x) = a,x? + a;x + a, (3.110)
(3.110) ifadesinde a, bulmak icin x = 0 yazilirsa
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y(0) = A = a, (3.111)

(3.111) ifadesi bulunur. a, degeri (3.110) yerine yazilirsa

y(x) = ax* +a;x + A (3.112)

(3.112) ifadesi elde edilir. a; degerini bulmak i¢in (3.112) ifadesinin tlirevi alinirsa

y'(x) = 2a,x + a4 (3.113)

(3.113) ifadesi elde edilir. (3.113) ifadesinde x = 0 yazilirsa

y'(0)=a, = -4 (3.114)

(3.114) ifadesi elde edilir. Bulunan a, ve a, degerleri (3.110) ifadesinde yerine yazilirsa

y(x) = ax* —Ax+ A (3.115)

(3.115) ifadesi elde edilir. (3.115) ifadesinin tiirevi alinirsa

y'(x) =2a,x — A (3.116)

(3.116) ifadesi elde edilir. Ikinci kez tiirev alinarak a, yalniz birakilarak

y'"'(x) = 2a, (3.117)

degeri elde edilir. (3.117) ifadesinde x = 0 yazilirsa

y"(0) =2a, = A (3.118)

ifadesi elde edilir.
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A
a =3 (3.119)
bulunur. = 0 igin
Ax?
Yo =A—Ax + > (3.120)
(3.120) bulunur. n = 1 i¢in
y, = 2.3498588084 — 2.349858808Ax + 1.174929404Ax? — Ae%3*

—0.39083333334x3 + 0.95833333334x* — 0.1666666667Ax° (3.121)
(3.121) bulunur. Beta dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu:

00 k-1 0+

r

My (t) = E[etX] =1+ Z ( m) tk/k! (3.122)

k=1 \r=0

Beta dagilimina sahip rastgele bagimsiz degiskeninin birinci,ikinci moment ve varyansi :

0 s 86+
ElXl = E[X]_(9+§+1)(9+§)

— (3.123)

6¢
O+820O0+&+1)

Var[X] = (3.124)

dir (Feller, 1968). (3.123) ve (3.124) ifadeleri kullanilarak,
E(yl(x)) = (2.349858808 — 2.349858808x + 1.174929404x? — 03~

—0.3908333333x3 + 0.9583333333x* — 0.1666666667x>) E(A)
= (2.349858808 — 2.349858808x + 1.174929404x? — ¢%37* — 0.3908333333x3
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0
+0.9583333333x* — 0.1666666667x>) —— (3.125)
0+¢

Var(y,(0) = E(p1(02) — E(y,(0)°
= (2.349858808 — 2.349858808x + 1.174929404x% — e03—*
—0.3908333333x3 + 0.9583333333x% — 0.1666666667x5)2Var(A)
= (2.349858808 — 2.349858808x + 1.174929404x% — e%3~* — 0.3908333333x3

6¢
O+820+&+1)

+0.9583333333x* — 0.1666666667x°)? (3.126)

(3.125) beklenen deger (3.126) varyans degeri hesaplanir. Ozel olarak X ~ B(6 = 1,¢ =

2) secilirse, beklenen deger ve varyans asagidaki gibi bulunur,

1
E(yl(x)) = (0.7832862693 — 0.7832862693x + 0.3916431347x% — 560'3"‘

—0.1302777778x3 + 0.3194444444x* — 0.5555555557x°) (3.127)

1
Var(yl(x)) =18 (2.349858808 — 2.349858808x + 1.174929404x2 — ¢%37*

—0.3908333333x3 + 0.9583333333x* — 0.1666666667x°)2, (3.128)

(3.127) beklenen ve (3.128) varyans degerleri matlab yardimiyla [0,3] araliginda A~ B(0 =
1, & = 2) o6zel degerleri i¢gin ¢izdirilirse asagidaki Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 elde edilir.
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Beklenen Deger
20 T

E()

0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 3.8. A~ B(6 = 1,& = 2) o6zel degeri i¢in y; (x) “in
beklenen degeri

Varyans
60 T

501

401

30

var(y)

201

10F

Sekil 3.9. A~ B(0 = 1,¢ = 2) dzel degeri igin y; (x) ‘in
varyans degeri

3.5. Diferansiyel Doniisiim Yontemi(DDY)

y(t) analitik bir fonksiyon ve t, € I olsun. y(t) fonksiyonu t,' da bir kuvvet serisi

ile temsil edilebilir. y(t) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii formu
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1d*y(t)
Yo =

(3.129)

t=t0
seklindedir. Burada Y (k), y(t) orijinal fonksiyonunun donlstiiriilmiis fonksiyonudur.

Diferansiyel ters dontigiimii Y (k) asagidaki gibi tanimlanmistir (Liu vd. 2015):
y() = D YOt~ to)* (3.130)
k=0

(3.129) ve (3.130) ifadelerinden, diferansiyel doniisiim kavraminin Taylor serisi
acilimindan elde edildigini gortliir. Eger, t, sifir alinir ve y(t) fonksiyonu sonlu bir seri ile
ifade edilirse asagidaki ifade bulunur (Liu vd. 2015).

y(t) = Z Y (k) tk (3.131)
k=0

DDY’ yle gergeklestirilen temel matematik islemleri Tablo 3.1'de listelenmistir.

Tablo 3.1. DDY’ yle gergeklestirilen temel matematik islemleri

Orijinal Fonksiyon Dontiisiim Fonksiyonu
y(x) = u(x) £ v(x) Y(x) =U(x) £V (k)
y(x) = cu(x),c €R Y(k) = cU(k)

y(x) = u(x)v(x) k
Y (k) = z V()UK —1)
1=0

y(x) = d:;(nx),n €N vaoy = & Z!”)! Utk +n)
y(x) =x" Y(k) =8k —n)
— plx k
y(x) =e*,A €ER Y(k)=%
Y (k) = i (hl)ahl"‘F(h ) for N = oo
yx)=f(x+a) k s

h1=k
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Tablo 3.1. (devami)

y(x)
= f1(0)f2(%) - frno1(X) fn(x)

k kn—1

Y= )

kn_1=0 kn_2=0 k2=0 k1=0

X Fy(ky —ky) - Fpoq(kp—q1 —

ks ks
INAD)

kn—Z)FZ (kn - kn—l)

y(x) = f(x/a),a=1

V() = F ()

y(x) = f1(x/a)f2(x/ay)

k
1 1
YO = Y = Fo) = Pk = D)
=0 %2 !

y(x) = f1(x/a)f2(x/a)

k
1 1
V) = ) — Ry Fa(k = D
=0

y(x) = f1(x/ay)f2(x/az)
fn—l(x/an—l)fn(x/an);
a; =>1(i=1(1)n)

Y(k)

-3

kn-1=0kp—2=0

Zl Z Z o Pl

k=0 k,=0

— k1) X Fy_1(kn—q
an

Kn—1—kn—
_qn-17Fn-2

1
— kn-2) WFn(k — kn-1)

e Fa (ks

al =a2 = e

F1(k) = Fp(k) = -

=a,=a

Fy(k) = F(k)

3.5.1. Birinci Mertebeden Gecikmeli Adi Diferensiyel Denklemler igin

kn-1 k3

- 3 SN Ly

kn—1=0kyp_2=0

— kl) '"F(kn—l —

kz=0k,=0

X F(k,

Diferensiyel Doniisiim Yontemi

kn-2)F(k = kn_1)

(3.3) tipi gecikmeli diferansiyel denklemleri ¢ézmek i¢in bir¢ok yontem vardir.

Ornegin, dogrusal ¢cok adimli (LM) yontemi, Runge-Kutta (RK) yéntemi, dalga formu

gevseme (WR) yOntemi, ve benzeri yontemler vardir (Liu vd. 2015). Ancak (3.3)” deki

GDD’ leri ¢cozmek icin, asagidaki adimlar takip edilmelidir:

yi(t) = f(t»}’i(t):)’i—1(t - T));i =123

€ [(i — 1)z, it]
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yo(t) = g(t) ile kisaca, bu fikir aralig1 [(i — 1)7,it]'den [it, (i + 1)7]' e kaydirmak ve
¢cozlmu [0, it] 'den [0, (i + 1)7]* ye ¢ikarmaktir. Gegerli araliktaki bilesenleri kullanarak
bu islem, prensip olarak, istenilen 6lglide devam edebilir. Bu isleme, adim yontemi denir
(Driver, 1977). Adimlar yontemini kullanarak asagidaki ADD’ nin ¢6zimunu bulmak igin

DDY' ni uygulanz:

yi(®) = f(t,y: (), g(t — 1)) (3.133)

t € [0, 7] ile yaklasik ¢oziimiin,

yi(0) = ) aqth,t€[0,7] (3.134)
1 kzzo 1k

eger T > T icin y,(t), (3.133) denkleminin bir ¢dzimudur. Aksi halde, ¢6zimi [z, 27]

araliginda bulmaya devam etmeliyiz. Su anda, asagidaki ADD' leri ¢cozmeliyiz:

v5(®) = f(t,y: (), y1(t = D)), t € [1,21] (3.135)

DDY' ini yukaridaki diferansiyel denkleme tekrar uygulayarak, asagidaki ¢oziimii elde
edilir:

[ee)

y2(t) = Z az(t — )%, t € [1, 21] (3.136)

k=0

Eger 27 < T olursa ¢dzlime devam edilir. Genel olarak, DDY” i (3.131) ifadesini ADD' lere

uygulayarak, analitik ¢oztiim elde edelebilir.

[oe)

Yror(t) = Z . (t =)kt € [n7, (n + 1)7] (3.137)

k=0

Gerekli adimlardan sonra, asagidaki ¢oziim elde edilir:
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Y1(t)f t € [O,T]
y@ ={ 72O teln2 (3.138)

yn+1(t); te [TlT, T]

Not3.5.1.1. y,(t) = g(t), ise,y = g(t)'nin dogrudan (3.133) denkleminin analitik ¢ozimii

oldugu sonucuna varabiliriz (Liu vd. 2015).
Not 3.5.1.2. Eger bazi i tamsayilar1 i¢in y;,,(t) = y;(t) ise,

w0, telor]
YO =9y,,©), tell -2 (- 1] (3.139)

(3.133) denkleminin analitik ¢6zimu oldugu sonucuna varabiliriz(Liu vd. 2015).
Not 3.5.1.3. Eger her araliktaki yaklasik ¢6ziimiin dogrulugunu arttirmak istiyorsak Odibat
vd. (2010) tarafindan verilen ¢ok adimli yontemle yukaridaki yontemi birlestirebiliriz

(Odibat vd. 2010).

Not 3.5.1.4. Aslinda, adimlar yontemine dayali DDY kullanilarak asagidaki notr gecikmeli
diferansiyel denklemler ¢ozilebilir (Liu vd. 2015)

y'(@®) = f(t,y®),yt—1),y'(t—1)),0<t<T
{ y(®) = g(t), t<o. (3140
Ornek 3.5.1.1.
y'(@)=Ay(t—-1), t=0 (3.141)
y(t) =B,-1<t<0 (3.142)
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(3.142) baslangig sartina sahip (3.141) denklemi 4, B~U(«a, 8), A, B diizglin dagilima sahip
rastgele bagimsiz degiskenler olmak tiizere (3.141) denklemine DDY’ ni uygulayarak
yaklasik analitik ¢ozliimiinii ve rastgele ¢ozimin karakteristiklerini belirleyiniz.

Cozim :

Ik olarak T =1 de [0,1] araligindaki ¢6zimi elde etmek icin DDY uygulayalim. Bu
aralikta (3.142) ifadesi (3.141) de yerine yazilirsa

y'(t) =AB, Y(0)=B (3.143)

elde edilir. (3.143) denklemine DDY uygulanirsa

(k + 1Y (k + 1) = AB5(k) (3.144)

elde edilir. Baslangi¢ kosulu Y(0) = B, kullanilarak iteratif olarak asagidaki esitlikler

bulunur
k=0 icin 1Y(1)=ABS(0) = AB
k=1 icin 2Y(2)=ABs(1) =0
k=2 igin 3Y(3) =AB6(2) =0
Y(n) =0 (3.145)

Bunlarin sonucu olarak
k=0

Y(k) = {AB, k=1 (3.146)
k=2

Y(0)=B, Y()=A4B

bulunur. Bulunan bu degerler (3.131) bagintisinda yerine yazilirsa,

y(®) = Z YKtk =Y (0) + Y(Dt + Y (2)t? + -
k=0
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=B + ABt
= B(1+ At) (3.147)
(3.147) ¢6zUmU elde edilir. [0,1] araliginda tamimlanan (3.141) denkleminin analitik
¢ozimi y(t) = B(1 + At) dir. Ikinci olarak asagidaki GDD’ ini ele alalim.
y' () =Ay(t—-1), 1<t<2 (3.148)

y(t) =B(1+At), 0<t<1 (3.149)

(3.149) ifadesi (3.148) ifadesinde yerine yazilirsa,
y'(®) =AB(1+A(t-1))=4B(1+A(t-1))

=AB+BA%(t—-1),1<t<?2 (3.150)
(3.150) ifadesi elde edilir. (3.150) ifadesine DDY uygulanirsa agsagidaki denklem elde edilir.
(k+1)Y(k+1) =AB5(k) + BA?§(k — 1), Y(0) = B(1 + A) (3.151)

(3.151) ifadesinde
k=0icin  1.Y(1) = ABS(0) + BA25(—1)

Y(1) = AB
k = 1icin 2.Y(2) = ABS(1) + BA%5(0)
BA?
V@) ==~
k =2 igin
Y(k)=0 (3.152)
bulunur.
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(B(1+A4), k=0

AB, k=1
Y (k) =< BA? 3.153
(=yBa (3.153)
2
0, k>3

(3.153) icin analitik ¢6ziim (3.130) ifadesinde yerine yazilirsa

y(©) = Y V)t~ D} = Y(0) + Y(D( ~ 1)+ Y@)(t — 1)
k=0

2

y(t) =B(1+A4) + AB(t — 1) +%(t —1)2, 1<t<2 (3.154)

(3.154) ¢6zmi elde edilir. Simdi [2, 3] araligindaki ¢oziimii elde etmek istersek, asagidaki
GDD’ leri ele alalim.

y'(®)=A4y(t—-1), 2<t<3 (3.155)

y@t)=B(1+A)+AB(t—1) + BTAZ(t -1)?% 1<t<2 (3.156)

(3.156) ifadesinde (3.155) ifadesi yerine yazilirsa

BA?
y'(t)=A B(1+A)+AB(t—2)+T(t—2)2 ,2<t<3 (3.157)

(3.157) ifadesi bulunur. (3.157) ifadesine DDY uygulanirsa,

(k + 1Y (k+1) = A(1 + A)BS(k) + ABS(k — 1) + 37‘435(1( ~2) (3.158)

(3.158) ifadesi elde edilir. (3.158) ifadesinde
k = 0icin

BA3
1.Y(1) = A(1 + A)BS(0) + A2BS(—1) + T5(—2)

Y(1) = A(1 + A)B
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k = 1icin
BA3
2.Y(2) = A(1+ A)BS5(1) + A%BS(0) + ——6(-1)

2

A°B
re=
k = 2igin

BA3
3.Y(3) = A1 + A)BS(2) + A*BS(1) + ——8(0)

Y(3) = A%B (3.159)

elde edilir. [2, 3] araliginda tanimli analitik ¢6ziim (3.130) ifadesinde yerine yazilirsa,

y(©) = ) YU —2)*
k=0

A? A’B
=Bl(1 +A)+A+7l+A(1 +A)B(t—2)+T(t—2)2

BA3
+T(t —2)3, 2<t<3 (3.160)

(3.160) ifadesi elde edilir. Ortalama kare anlaminda kalkiiliis ve DDY kullanilmasi ile
herhangi bir rastgele fonksiyonun beklenen deger ve varyansi asagidaki gibi elde edilir

(Fakharzadeh vd. 2015; Golmankhaneh, Porghoveh, 2013).

n

E[u(x)] = ) E[U(k)]x* (3.161)
k=0
Var[u(x)] = cov(U (@), U())xt (3.162)
2.2

X ~ U(a,B) parametreli diizgiin dagilima sahip X rastgele bagimsiz degiskenin

momentleri, diizgiin dagilimin monent ¢ikaran fonksiyonundan elde edilir (Feller, 1968).
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e/.?t _ea’t
MX(t) = E[etX] = W

(3.163)

(3.163) ifadesinden X ~ U(a,B) rastgele bagimsiz degiskenin birinci, ikinci ve n.inci

momenti ve varyansi elde edilir:

E[X] — a+’8, E[XZ] =M
2 3
n+l _ . n+l LY
E[xn] =L ¢ varlx) = 9P

n+1DB-a) 12

(3.164)

Bu momentlerin kullanilmasi ile X ve Y bagimsiz rastgele bagimsiz degiskenleri igin

E[XY ] = E[X]E[Y ], beklenen deger ve varyans formiilleri asagidaki gibi hesaplanabilir:

E(y(®) = Y E(Y(o)e*
k=0

2

=E(Bl(1 +A)+A+A?l>+E(A(1+A)B)(t—2)+E<£>(t—2)2

2

E BA3 2)3
¥ <T>(t_)

= E(B) + 2E(B)E(A) + %E(B)E(Az)

+(E(A)E(B) + E(A2)E(B))(t —2) + %E(AZ)E(B)(—Z)Z

1
+EADEB)(E - 2)?

var(y(®)) = EG(®?) - E(y(®))°
= Var(B) + 2Var(B)Var(4) + %Var(Az)
+(Var(A)Var(B) + Var(A®)Var(B))(t — 2)

+%Var(A2)Var(B)(t -2+ %Var(A3)Var(B)(t -2).3
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(3.165) beklenen deger ve (3.166) varyans A, B~U(a = 2,8 = 1) parametre degerleri i¢in

hesaplanirsa,

15 23 7 15
—_ - _ _ 2 - _ 3
E(y(®) = 4+4t+4(t 2) +16(t 2)
14 ((t))—1+1t+ ! (t 2)2+457 (t —2)3
V) =977 T 288 8064

elde edilir. Beklenen deger ve varyans verilen paremetre degerleri igin Matlab’ de

cizidirilirse asagidaki grafikler elde edilir.

Beklenen Deger
20 T

EWy)

5 I I I I I

0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 3.10. A~ U(a = 2,8 = 1) 6zel degeri igin y(t) “nin
beklenen degeri
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Varyans
0.3

var(y)

'0.4 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 3.11 A~U(a = 2,8 = 1) 6zel degeri i¢in y(t) ‘nin
varyans degeri

Ornek 3.6.1.2.

y'(x)=2ey'(x-1)-ykx), 0<x<1 (3.167)

y(x) =Ae*,x <0 (3.168)
(3.168) baslangi¢ sartina sahip (3.167) denklemi A~N(u,0?), A normal dagilima sahip
rastgele bagimsiz degiskenler olmak iizere, (3.167) denklemine DTM yontemi uygulayarak

yaklasik analitik ¢6ztiimiinii ve rastgele ¢ozimin karakteristiklerini belirleyiniz.

Cozim :

y(x) = Ae*
y'(x) = Ae”
y'(x —1) = Ae¥e?

adim yontemine gore hesaplanirsa

y'(x) = de*e™ — y(x) (3.169)
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(3.169) ifadesi elde edilir. (3.169) denklemine DTM uygulanirsa,

k

(k+DY(k+1) = 2e-1.% —Y(k),y(0) = A (3.170)

(3.170) ifadesi elde edilir. (3.170) ifadesi

2e 11k
(k+1)| k!

Y(k+1) = - Y(k)l (3.171)

(3.171) seklinde diizenlenir. (3.171) ifadesinde

k =0igin
V(1) = 1[2e7110 veo
1] o (0)
=1[2e 1 — Al =2e1-4 (3.172)
k =1igin
1[2e7 111 1
— _ — -1 _ -1
Y(2) = 2[ T Y(1)l > [2e 2e7 T + 4]
_4_4 3.173
22 (3.173)
k = 2igin
1[2e7112
Y(3) =§[ TS Y(Z)l
_1[_1 Al et A 3174
—31° T21T 3 T3 (3.174)
k =3 igin
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1[2e7113
Y(4)"Z[ T —-Y(3ﬂ
_1e1 e‘1+A A A 3175
4] 3 3 3! 24 4 (3.175)
k = 4igin
1[2e"11%
Y(S)——gl Y —-Y(4ﬂ
1 el A _e‘1 A 3176
5112 4!l 60 5! (3.176)

k =0,1,2,3,4 igin (3.172), (3.173), (3.174), (3.175), (3.176) ifadeleri elde edilir. Analitik

¢0zUm (3.131) ifadesinde yerine yazilirsa

y(x) = z Y(k)xk=A+ (2e™ 1 — A)x + éxz + <e_‘1 - é) x3

2! 3 3!
=0
A et A
PO R BT
T +(60 SJx *
A, Ax® Ax* Ax®
=A—-Ax+—=x*— + —

2! 3! 4! 5! *

et et x2 x3 x* x°
+t2e"x+—x"+—x>+=A|1l-x+—5+———+

3 60
PEEAES
207 |ttt
y(x) = Ae™ + 2e e* — e™¥]

y(x) = Ae™* + %sinh(x) (3.177)

(3.177) ifadesi elde edilir. X ~ N(u, 0?) parametreli normal dagilimli X rastgele bagimsiz

degiskenin momentleri, genel normal dagilimin monent ¢ikaran fonksiyonundan elde edilir

(Feller, 1968).

78



1
My(t) = E[etX] = eM*27°t, (3.178)

Bu yizden, X ~ N(u,0%) rastgele bagimsiz degiskenin birinci, ikinci momenti ve

varyanst:
E[X] = u, E[X?] = u? + o2, Var[X] = o2. (3.179)
(3.179) bulunur. Bu momentlerin kullanilmasi ile X ve Y bagimsiz rastgele bagimsiz

degiskenleri i¢in E[XY ] = E[X]E[Y ], beklenen deger ve varyans formiilleri asagidaki

gibi hesaplanabilir

2 2
E(y(x)) =E [Ae‘x + ;sinh(x)] =e*E(A) + ;sinh(x) (3.180)

Var(y(x)) = E(y(x)?) — E(y(x))2 = Var [Ae‘x + %sinh(x) = e**Var[A] (3.181)

(3.180) beklenen deger ve (3.181) varyans, A~N(u = 3,62 = 1) parametre degerleri i¢in

hesaplanirsa

E(y(x)) =3e*+ %sinh(x)

Var(y(x)) = e?*

elde edilir. Sekil 3.12 beklenen deger ve Sekil 3.13 varyans grafigi agagidaki gibidir.
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Beklenen Deger

Sekil 3.12. A~ N(u = 3,62 = 1), &zel degeri igin y(x) ‘nin
beklenen degeri

Varyans
T

450

4001

350

300

250

var(y)

200

150

100

50F

Sekil 3.13. A~ N(u = 3,02 = 1), ozel degeri igin y(x) ‘nin
varyans degeri

Ornek 3.5.1.3. (Evans ve Raslan, 2005)

W (b) = —%u(t) —%e-iu (%) 0<t<1u0)=A (3.182)
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baslangi¢c kosulu u(0) = A4, A ~ B (6,¢), A beta dagilimina sahip rastgele bagimsiz
degiskenler olmak iizere (3.182) denklemine DDY’ ni uygulayarak yaklasik analitik
¢cOzUmind, ve rastgele ¢ozumun karakteristiklerini belirleyiniz.

Cozim :

(3.182) ifadesine DDY uygulanirsa :

—ky

k+ Dulk + 1) = ——u(k) _ —Z k (—) u(k — ky) (3.183)

(3.183) ifadesi elde edilir. (3.183) ifadesinde

.. 1 1 A A A
k=0icin 1l.u(l)= —Zu(O) —Zu(O) =-2"2-"3
u(1) = —g (3.184)
1 1 ()" 1-k,
k=1icin 2.u(2)— I Z (—) u(l—kyp)
k1=0
114 1 1
= 2.u(2) ——lg—z[ u(1) _Zu(o)”
1[4 1) 4 A
_§l§_Z _Z_Z”
_1[A A]_A4
~2 [8 T8~ 8
u(2) == (3.185)
1% ek
k=2icin 3.u(3)= u(Z)] y Z (—) u(2 —ky)

u3) ==

1 A4 1 1
3 [—5 "2 [Z”(Z) ~gu+ ﬁ““))”
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:l[_i_l(i+i+i)]

31732 24\32 " 16 ' 32
1 A A] A
3| 32 14 8l| 48
A
u@3) = - = (3.186)
1< e
k=3icin 4u(4) = u(3)] -4 z (—) u@3 - ky)

u) = 3[-3 35~ 3 (54 ~ 5@ + Zu® - 5w )|

[ 1<1A 1A+1<A> A)]
4192 8 48 16 8 64 2 192

l[A 1(—A—3A—3A—>]

41192 4 384

1 (-84)
=Z[192 4 848
1TA A7 1 A A
:Z[ﬁ+192] 496 384

@)=
W = 382

(3.187)
k=0,1,2,3 icin (3.184), (3.185), (3.186), (3.187) ifadeleri bulunur. Analitik ¢6zim
(3.131) ifadesinde yerine yazilirsa

[oe}

u(t) = Z w()tk = w(0) + u(1)t + (W2 + u(t) t3 + u(4)t* +
k=0

EOROONON
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t

u(t) = Ae 2 (3.188)

(3.188) elde edilir. Beta dagiliminin moment ¢ikaran fonksiyonu:

co k-1
0+r
My (t) = E[e¥]= 1+ ( —)tk/k! (3.189)
X kZl 11 0+&+r

(3.189) ifadesinden beta dagilimina sahip rastgele bagimsiz degiskeninin birinci, iKinci

moment ve varyanst:

9 , 00 +1)
I
Var[X] = CEECETES) (3.191)
dir (Feller, 1968). Bu sonuglar kullanilarak,
E(u(®)=E [Ae_%] = E[A]e‘% (3.192)
Var(u(®) = Ew(®)?) — E(u(®))’
= Var [Ae_%] = e'Var[A] (3.193)

(3.192) beklenen deger ve (3.193) varyans formdilleri hesaplanir. Beklenen deger ve varyans

A~Beta(6 = 1,& = 2) parametre degerleri i¢in

E(u(t)) = %e_% JVar(u(t)) = %et (3.194)

(3.194) elde edilir. Beklenen deger ve varyans verilen paremetre degerleri igin Matlab’ de

cizidirilirse asagidaki grafikler elde edilir.
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Beklenen Deger

0.4

0.35f

0.3

0.25F

E(u)

0.2

0.15f

0.1

0.05 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Sekil 3.14. A~ B(6 = 1,& = 2) o6zel degeri i¢in u(t) ‘nin
beklenen degeri

Varyans

1.4

var(u)

0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 3.15. A~ B(8 = 1,& = 2) 6zel degeri igin u(t) ‘nin
varyans degeri

Ornek 3.5.1.4. (Sezer ve Dascioglu, 2007)

B
u'(t) = u(t) +%u(qt) —q?eqf,o <g<1 (3.195)
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baslangi¢ kosulu u(0) = B, B ~ Triangular (a, b, ¢), B U¢gensel dagilima sahip rastgele
bagimsiz degiskenler olmak {iizere (3.195) denklemine DDY’ ni uygulayarak yaklasik
analitik ¢c0zumunu ve rastgele ¢ozumun karakteristiklerini belirleyiniz,

Cozum :

(3.195) denklemine DDY uygulanirsa :
k

B
e+ Duk +1) = u(k) +3 qru() - = (3.196)
(3.196) ifadesi elde edilir. (3.196) ifadesinde
P _ q qB
k =0icin 1.u(1) =u(0) + 5u(o) -
u(1) = B (3.197)
k =1icin 2.u(2) =u(l) + zqu,(l) — @ 4
2 2 1!
_ . q°B q°B
2.u(2) =B+~
u(2) = — (3.198)
o _ q , qB q*
k =2 igin 3u(3) = u(2) + 24 u(2) — =
_ B Bq® Bq® _ B
B
k = nigin u(n) = - (3.200)
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k =0,1,2,n degerleri igin (3.200), (3.199), (3.198), (3.197) elde edilir. Analitik ¢6zim
(3.131) ifadesinde yerine yazilirsa

n

u(t) = Z w(O)Ek = u(0) + (1)t + u(2)t? + u3)e® + -
k=0

B B B

u(t) =B+Bt+—-t*+=t3+-+—t"+ -
2 2 n!
t?2 3 t"

=Bll+t+a+§+'”+m+"'

u(t) = Bet (3.201)
(3.201) elde edilir. Uggensel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu:

(b —c)e® — (b —a)et + (c — a)e

My(®) =2 b= (c—a)b =)t

(3.202)

X ~ Triangular (a,b,c) parametreli ti¢ggensel dagilima sahip X rastgele bagimsiz

degiskenin momentleri, Uggensel dagilimin monent ¢ikaran fonksiyonundan elde edilir

(Feller, 1968).

(b —c)e® — (b —a)et + (c — a)e
(b—a)(c—a)(b—c)t?

My(t) = E[eX] =2 (3.203)

(3.203) ifadesinden X ~ Triangular (a,b,c) rastgele bagimsiz degiskenin birinci

momenti ve varyanst

(a+ b+ ¢) a’+ b?+c?>—ab—ac— bc
ST Ve = = .

E(X) = (3.204)

(3.204) bulunur. Bu momentlerin kullanilmasi ile X ve Y bagimsiz rastgele bagimsiz
degiskenleri i¢in E[XY ] = E[X]E[Y ], beklenen deger ve varyans formiilleri asagidaki

gibi hesaplanabilir

E(u(t)) = E[Be'] = E[B]e® (3.205)
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Var(u(t)) = E(®?) — E(u(t))’ = Var[Bet] = Var[Ble? (3.206)

(3.205) beklenen deger ve (3.206) varyans formullerinde B~Triangular(a = 1,b = 2,¢c =

3 ) parametre degerleri kullanilirsa

E(u(t)) = 2e4, Var(u(t)) = %e” (3.207)

(3.207) beklenen deger ve varyans hesaplanir. Beklenen deger ve varyans verilen paremetre

degerleri i¢in Matlab’ de c¢izidirilirse agagidaki grafikler elde edilir.

Beklenen Deger
300 T T T T T T T T T

250

2001

E(u)
g

100

50

Sekil 3.16. B ~Triangular(a = 1,b = 2,c = 3) 0zel
degeri i¢in u(t) ‘nin beklenen degeri
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Varyans
4000 T

1/6*exp(2+t)

3500

3000

2500

var(u)

2000

1500

1000

500

0 ) ) ) )
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t

Sekil 3.17. B ~Triangular(a = 1,b = 2,c = 3)
0zel degeri icin u(t) ‘nin varyans degeri

Ornek 3.5.1.5. (Saadatmondi ve Dehghan, 2009)

7 t
W (6) = gu() +u (5) AP +6A0<t<1 (3.208)

baslangic kosullart u(t) = At3,u(0) = 0,u’(0) = 0,u”’(0) =0, A ~ Laplace(u, b), A
Laplace dagilima sahip rastgele bagimsiz degiskenler olmak tizere (3.208) rastgele oransal
gecikmeli diferensiyel denkleminin karakteristiklerini elde ediniz.

Cozum :

(3.208) ifadesine DDY uygulanirsa:

(k + 1Dk + 2)(k + Dulk + 3)
k

7 1
= Zu(l) + 4 (5) u(k) — A5 (k — 3) + 6A8(k) (3.209)
(3.209) ifadesi elde edilir. (3.209) ifadesinde (k + 1)(k + 2)(k + 3) ifadesi yerine ="

yazilirsa
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k

7 1
lgu(k) + 4 <§> u(k) — A8(k — 3) + 6A8(k) (3.210)

k!

u(k+3)=(kT'3)!

(3.210) ifadesi elde edilir. (3.209) ifadesinde
k =0icin 2.3.u(3) = gu(O) + Au(0) — A§(—3) + 646(0)
6u(3) = 64 = u(3) = A (3.211)
k=1icin 234.u(4) = [gu(l) + 4 (%)u(l) _ 48(=2) + 645(1)
w(4) =0 (3.212)
k=2icin 3.45.u(5)= %u(Z) + %u(z) — A8(=1) + 645(2)

u(5) =0 (3.213)

3

- 7 1
k =3 icin4.5.6.u(6) = lgu(?)) + A <§>

u(3) — A8(0) + 6A5(3)l

1 [74  A?
u(6) = = ?+?—A] (3.214)

k=0,1,2,3 icin (3.211), (3.212), (3.213), (3.214) ifadeleri bulunur. Bu degerler (3.131)

ifadesinde yerine yazilirsa

[oe)

u(t) = Z u()th = u(0) + u(Dt + u)t? + u3)t3 + u(@)t* + u(5)t> + u(6)t®

k=0
Bazi terimler ihmal edildiginde

u(t) = At® (3.215)

(3.215) ifadesi elde edilir. Laplace dagiliminin beklenen deger ve varyansi
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E(X) = u Var(X) = 2b? (3.216)

(3.216) dir. Laplace dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu X, ortalamasi u ve varyansi 2b?

olan bir rastgele bagimsiz degisken olmak iizere asagidaki gibidir:

M, (6) = pr(ut)

1
T prz [t] < — (3.217)

b

Bu momentlerin kullanilmasi ile X ve Y bagimsiz rastgele bagimsiz degiskenleri igin
E[XY ] = E[X]E[Y ] beklenen deger ve varyans formiilleri agsagidaki gibi hesaplanabilir.
(3.215) ifadesinin

E(u(t)) = E[A¢®] = E[A]¢® (3.218)

Var(u(®) = E@(®)?) — E(u(®)’ = Var[At3] = Var[A]t® (3.219)

(3.218) beklenen deger, (3.219) varyans karakteristik formilleri bulunur. Ozel olarak
A~Laplace(u = 1,b = 1) parametre degerleri igin,
E(u(®)) =1t3
Var(u(t)) = 2t°
beklenen deger ve varyans hesaplanir. Beklenen deger ve varyans verilen paremetre

degerleri i¢in Matlab’ de ¢izidirilirse asagidaki grafikler elde edilir.
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Beklenen Deger

140

120

100

80

E(u)

60

401

201

Sekil 3.18. A~Laplace(u = 1,b = 1), 6zel degeri
icin u(t) ‘nin beklenen degeri

x 10" Varyans

3.5

2.5F

var(u)

15

0.5F

Sekil 3.19. A~Laplace(u = 1,b = 1), 6zel degeri
I¢in u(t) ‘nin varyans degeri

Ornek 3.5.1.6. (Ishiwata ve Muraya, 2007)

1 /t A t
y'(t) = y(t) + §y<§> — Acost — Asint — 5 cos (5),0 <t<T
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baslangic kosulu y(0) = A, A ~ Gamma(a,), A gamma dagilima sahip rastgele
degiskenler olmak iizere (3.220) rastgele oransal gecikmeli diferensiyel denkleminin

karakteristiklerini elde ediniz.
Cozum :

(3.220) ifadesindeki gecikmeli diferansiyel denkleme DDY uygulanirsa:
k+1DY(k+1)

k

1
=Y(k)+ % (%)k Y(k)— %cos <k77r) + %sin (l%n) — ;% cos <k77r) (3.221)

(3.221) ifadesi elde edilir. (3.221) ifadesinde

N 1 A A
k=0i¢in 1.Y(1)=Y(0)+ EY(O) o0 2
A A
YD) =A+5-4-3
v =0 (3.222)

o B 1,1
k=1icin 2Y(2) = Y(1) +§(§) Y(1) + 4

A
Y@ =~ (3.223)

k = 0,1 icin (3.222), (3.223) ifadeleri bulunur. Diger k degerleri i¢in (3.221) ifadesinden

Maple programi yardimiyla ¢oziim elde edilirse:
V(@) = 2 Y (6) = o
24 720

bulunur. Analitik ¢6ziim (3.131) ifadesinde yerine yazilirsa

n
A A
ZE: k— g _ 42 4_ ..
y(t) k_OY(k)t A 21: +24t
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£2 4 46
=A<1——+———+--->=Acost (3.224)

(3.224) ifadesi elde edilir. Gamma dagilimina sahip X rastgele degiskeninin parametreleri,

A ~ Gamma(a, f) dir. Gamma dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanarak

1
MX(t) = E[etX] = m. (3225)

(3.225) ifadesinden A ~ Gamma(a, B) rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi
E[A] = aB,Var[A] = a B? (3.226)
(3.226) olarak hesaplanir (Feller, 1968). Bu momentlerin kullanilmasi ile X ve Y bagimsiz
rastgele degiskenleri icin E[XY | = E[X]E[Y ], (3.224) denkleminin beklenen deger ve

varyans formiilleri asagidaki gibi hesaplanabilir.

E(y(t)) = E[Acost | = E[A]cost (3.227)

Var(y(¥)) = E(y(©)?) — E(y(t))2 = Var[Acost] = Var[A] cos?t (3.228)

(3.227) beklenen deger ve (3.228) varyans formilleri A ~Gamma(2,4) parametre degerleri

icin hesaplanirsa
E(y(t)) = 8cost,Var(y(t)) = 32 cos?t (3.229)

(3.229) elde edilir. Beklenen deger ve varyans verilen paremetre degerleri igin Matlab’ de

cizidirilirse agagidaki grafikler elde edilir.
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Beklenen Deger

8*cos(t)

E(y)
o

8 I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Sekil 3.20. A ~Gamma(a = 2 ve 8 = 4 )dzel degeri
icin y(t) ‘nin beklenen degeri

Varyans
35 T

32c052(t)

30

25

201

var(y)

15

10

Sekil 3.21. A ~Gamma(a = 2 ve 8 = 4 )dzel degeri
icin y(t) “nin varyans degeri

3.6. Sumudu Doniisiimii Yontemi

Bir f(t) fonksiyonun Sumudu Déniisiim metodu Watugala tarafindan 1993 yilinda
asagidaki gibi tanimlamistir (Watugala, 1993). Bir A fonksiyonlar kiimesi

A= {f(t): M, 77, > 0, [f()] < Me'tt € (—1)/x[0, oo)},
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biciminde tanimlanmak {izere

[oe)

S[f(®)] =F) = f e tf(ut)dt, u € (—14,73), (3.230)

0

[oe}

SO =F = [ (3)eroa (3231

0

seklinde tanimlanmaktadir (Kicuk, 2017). (3.230) esitligi verilen diferansiyel denklemlere
uygulanarak F(u) Sumudu doniisiimii elde edilir. Ters Sumudu dontisiimii ise asagidaki

sekilde tanimlanir;

+ico
t) = L efl SfF(l)ds 3.232
f 2mi . ¢ s/ s’ (3:232)
e—1c0

Formiilde belirtilen integral hesab1 baz1 fonksiyonlar i¢in oldukga gii¢ ve zaman alic1
olabilir. Bu sebepten, ters Laplace doniistimlerinde oldugu gibi ters Sumudu
doniistimlerininde  sik  karsilasilan  fonksiyonlarmin  Sumudu  doniisiim  tablolar
hazirlanmistir (Belgacem vd. 2003; Belgacem vd. 2006; Belgacem, 2006). Verilen bir
diferansiyel denklemin ¢6zlmdinin arastirnlmasinda ilk olarak denklemin Sumudu
dontisiimii alinarak cebirsel bir denkleme indirgenir, sonrasinda ise bu denklemden bagimli
degisken cekilerek ters Sumudu doniisiimii uygulandiginda ¢6ziim elde edilmis olur. Bu
tezde kullanilan ve literatiirdeki bir¢cok ¢alismada da siklikla karsilasilan bazi1 fonksiyonlarin

Sumudu doniisiimleri asagidaki teoremlerle ifade edilebilir.

3.6.1. Sumudu Doniisiimiiniin Varhgi

Teorem 3.6.1.1. f(t) fonksiyonu [0, o) araliginda pargali siirekli ve t > t, i¢in @ — listel

mertebeden bir fonksiyon olsun. % > a olmak Uzere S[f(t)] mevcuttur.
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3.6.2. Sumudu Déniisiimiiniin Ozellikleri

Teorem 3.6.2.2. f(t) € A fonksiyonunun, Laplace doniisiimii F(s), Sumudu doniistimii

G (u) olmak tzere,

1
G = Ef) (3.233)

olacak sekilde bir baglant1 vardir (Belgacem vd. 2003).

Teorem 3.6.2.3. Sumudu doéniisiimii lineerdir. Cy, C, keyfi sabitler ve f;, f, de Sumudu

doniisiimii mevcut iki fonksiyon ise
S[CLf1(D) + Cof2(D)] = CS[f1(D)] + CS[f(D)] (3.234)
seklindedir.

Teorem 3.6.2.4. f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii G (u) olmak izere

at 1 u
Sle“tf (0)] = 1= aua( ) (3.235)

1—au
gecerlidir.

Teorem 3.6.2.5. f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii ve Laplace doniisiimii sirasiyla

G (u) ve F(s) olmak Uzere,

0,0<t<a

h(t) = {f(t ARG (3.236)

fonksiyonunun Sumudu doniisiimii S[h(t)] = e%G(u) dur.
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Teorem 3.6.2.6. f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii ve Sumudu doniisiimii sirasiyla

F(s) ve G(u) olmak Uzere,
S[f(at)] = G(au) (3.237)
seklindedir.

Teorem 3.6.2.7. f(t) fonksiyonu [0, ) araliginda siirekli, iistel mertebeden ve f'(t),

[0, ) araliginda pargali siirekli olsun. % > a igin

st (o) = LW~ 7©) (3.238)

u

seklindedir.

Teorem 3.6.2.8. F(s) ve G(u) sirastyla f(t) fonksiyonunun Laplace ve Sumudu
dontisiimleri olmak tizere F;(s) ve G;(u), f(t) fonksiyonunun birinci tiirevinin sirasiyla

Laplace ve Sumudu doniigiimleri olsun. Buna gore,

G (w) = w (3.239)

seklindedir.

Teorem 3.6.2.9. f(t) fonksiyonunun n. Tirevi £ (¢t) olsun. G, (w), n > 1 icin fF™(t)

nin Sumudu doniisiimii olmak {izere,

n—-1 (k)
G, (u) = Gﬁf) - Z = (3.240)
k=0

un—k

gecerlidir ( Belgacem vd. 2003).
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Teorem 3.6.2.10. n > 1 olmak iizere f(t) fomksiyonunun n. tiirevi £ ™ (t) olsun. G, (u) ve

E,(s), f™(t) fonksiyonunun sirasiyla Sumudu ve Laplace doniisiimleri olmak iizere;

dONRNIAO)

un un—k
k=0

G,(w) = (3.241)

gecerlidir (Belgacem vd. 2003).

Teorem 3.6.2.11. S[f(t)] = G (u) olmak lzere,
S[tf(t)] = u? dd_u G(w) + uG(u) (3.242)

gecerlidir (Belgacem, 2006).

Teorem 3.6.2.12. S[f(t)] = G (u) olmak lzere,

2

S[t2f ()] = u* %G(u) + 4u3 dd_u G(w) + 2u?G(w) (3.243)

gecerlidir ( Belgacem, 2006).

Teorem 3.6.2.13. f(t) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii G (w) olsun. ¢%® (w), G (w) nun

u ya gore k. tlrevi olmak lzere, t™ f (t) fonksiyonunun, Sumudu doniisiimii

n

S[EfF(O)] = un Z Pk GO (1) (3.244)

k=0

ag =nl,a' =1,al =nln,a’_, =n’vek =2,3,..,n—2

al = al=t + (n+ k)a}! (3.245)

seklindedir ( Belgacem ve Karaballi, 2006).
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Teorem 3.6.2.14. f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisimi G(u) ve u(—1,1) araliginda

olmak Uzere,

G(u/(1—w)

Sle'f (O] =——F— (3.246)

gerceklenir (Belgacem, 2006).
Teorem 3.6.2.15. f(t) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii G (w) olsun. £ (t), £(t) nin ¢

ye gore n. tirevi; 6™ (u),G(w) nun u ya gore n. tirevi olmak tzere t"f™(t)

fonksiyonunun Sumudu doniisiimii,
S[erf™ ()] = ur6™ (w) (3.247)
seklindedir ( Belgacem ve Karaballi, 2006).

Teorem 3.6.2.16. f(t) € A olmak Uzere ltirr(} f(t) veya }im f(t) limitinin var oldugu kabul

edilirse,

Li_rg G(u) = ltl_rg f(® (3.248)
L111_1)1;10 G(u) = th_)n;no f( (3.249)
olacaktir.

Teorem 3.6.2.17. f(t) € A, T periyotlu bir fonksiyon olsun. f(t) fonksiyonunun Sumudu

doniistimii;

z —t
SIf(O] = Jire f(u?dt (3.250)

seklindedir (Belgacem vd. 2003).
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Teorem 3.6.2.18. f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 Laplace doniisiimleri F(s) ve G(s) Sumudu

doniistimleri M (u) ve N (u) olmak Uzere,
(9@ = [ g -Ddr (3.251)
0

SI(f * g)(®©)] = uM(w)N(w) (3.252)

gerceklenir (Belgacem vd. 2003). Bu tezde kullanilan bazi fonksiyonlarin Sumudu

doniistimleri Tablo 3.2' de verilmistir.

Tablo 3.2. Bazi fonksiyonlarin Sumudu dontisiimleri

Orijinal Fonksiyon Doniistim Fonksiyonu
1 1
t u
tn—l un—l
—n=12,..
m—1"
tn—l un—l
m,n >0
et 1
1—au
sin(at) u
a 1+ a?u?
cos(at) 1
1+ a?u?
aU(x,t) 1
S —[SIUx,t)] —U(x,0
=] —[S[U(x, O] = U, 0)]
a"U "U(x,t) 1 e
T —lswen - v, 0)“‘)]
k=0
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3.6.3. Sumudu Doéniisiimiiniin Gecikmeli Denklemlere Uygulanmasi

Ornek 3.6.3.1.

Gw) —f(0) £'(0)

G,(w) =S(f" () = — ” (3.253)
ikinci mertebeden denklemin genel ¢6zimi
YO | e =0 (3.254)
dt? Y= '
(3.254)’ tir. (3.254) denkleminin sumudu doniisiimii alinrsa,
Gw) —y(0) y'(0) wGu)
-~ + =0
u? u u?
GWw) +w?G(w) =uy'(0) +y(0)
Gw)(1+w?) =uy'(0) + y(0)
_uy'(0) +y(0)
Gw) = 1+ w?
B y'(0)u 1

Gw) = 1+ w? +y(0)1+wz
y(t) = y(0) cos(wt) + y'(0)sin(wt) (3.255)
elde edilir.
Ornek 3.6.3.2.

3 t

VI =V +V (E) 242, V(0)=0,V'(0) =0, (3.256)
V(t) = t? - tam ¢dziim (3.257)

(3.256) ifadesinin Sumudu dontisiimii alinirsa,

101



V) V(@) V'(0) 3 t\ 2
2 u —S<ZV(t)+V<§)—?>l (3.258)

Vara (W) = Vo (W) + A(w)

(3.258) ifadesi elde edilir.
A(u) = —u? - Lagrange ¢arpani (3.259)
(3.258) ifadesine Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

Vn+1(t) = Vn(t)

+ 51 luz (S Gvn(t) +V, (%) —t2 + 2))] (3.260)

(3.260) ifadesi elde edilir. V,(t) = 0 alinirsa,

n=0icin V; =V, + S u?(—2u? + 2)]
= S7-2u* + 2u?]
2t*  2t?

TR

t4-

:tz——
12

(3.261)

(3.261) ifadesi elde edilir. n = 1 igin,

V2(8) = Vi(6) + 577 [uz <S G D+ 0 @ s 2)>l

t* 3 t* t\? 1 t\?
— st (s(2(e-5)+(5) —5(5) - +2
12 “ < (4( 12) 2) " 12\2 *
t* 3 3 t2  tt
=t?——+ S u? S|t ——=t*+—— —t*+2
12 “ ( (4 8" TT ez U
t* 3 3 u?  ut
=t2——+S_1 21 24,2 _ _ 4,4 —_ 2 2 2
1 lu <2u 2u + > 3 u + )l

t* 11
= t? —E+S‘1 [Zuz —Euﬁ]
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4 6
:tZ_t_ tZ_Et_
12 8 6!

e B 1 3.262
B 12 5760 (3.262)

(3.262) elde edilir.

3.6.4. Sumudu Varyasyonel iterasyon Yontemi (SVIM)

GDD en basit sekliyle

vi (0) = f(t,v; (8),v; (1)), (3.263)

(3.263) seklinde ifade edilebilir. Buradai = 1,2,3,..., n ve q sabit bir gecikmedir (Vilu vd.
2019). ilk olarak, GDD' ler ve VIM' in ana fikrini gdstermek igin genel dogrusal olmayan

diferansiyel denklemi Goswami ve Algahtani (2016) ele alalim,

d™v(t)
atm

+ R[v(O)] + N[v(®)] = f (D), (3.264)

asagidaki baslangi¢ kosullariyla:
v®(0) = vk k=0,1,2,..,(m—1), (3.265)

burada v = v (t),R bir lineer operatordir, N dogrusal olmayan bir operatordiir, f (t)
bilinen bir siirekli dis kuvvet ve d™v(t)/dt™ en ylksek mertebeden tirev terimidir
(Goswami ve Algahtani, 2016; Vilu vd. 2019). VIM' in ana fikri, (3.264) ifadesi icin bir

duizeltme fonksiyoneli olusturmaktir.

ddrz:l" + R(%,) + N(%,) — f(r)) dr. (3.266)

Vin+)(t) = v () + j AL, T)(
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Ardisik v,,n = 1 yaklasimi, varyasyon teorisi ile en 1yi sekilde bilinen genel bir Lagrange
carpanm1 A (1) bulunarak elde edilebilir. #, fonksiyonu, 8%, = 0" 1 gosteren smirli bir
varyasyon olarak kabul edilir. ilk olarak, ardisik yaklagimlarin v (t), v, (t) iyi bir baslangic
yaklasimi v (t) ile elde edilmesini saglayan Lagrange carpanini belirlemek i¢in kismi
integrasyon dan faydalanilir. (3.265) 'deki baslangic kosullart tipik olarak ilk yaklagimi

verir. Son olarak, n — oo yaklastiginda, v,, (t) tam olarak v (t) ye yakinsar (Vilu vd. 2019).

3.6.5. Sumudu VIM Doniisiim Yontemi (Hibrit Yontem)(SVIM)

Lagrange carpanlarinin tam ifadesi, f (x) = 0 ¢6zmunin cebirsel denklemi yardimi
ile ifade edilebilir (Vilu vd. 2019).

Xns1 = Xn + Af (). (3.267)
En uc terimi 6x,,,,/8x, = 0 igin optimal kosul sayesinde

1

ST

(3.268)

bulunur (Vilu vd. 2019). Burada & geleneksel varyasyonel operatéri temsil eder. x,
baslangi¢ kosulu uygulandiginda, (3.267) ve (3.268) ifadelerinden gelecek yeni iterasyon

yaklagimlari ile x,,,; yaklasik ¢6ziim elde edilebilir.

f ()

xn+1 = xn - mrf’(xo) * Oln = O; 1: 2; (3269)
n

(3.269)" daki formill quadratik yakinsakliga sahip meshur Newton-Raphson formalidar
(Vilu vd. 2019). Baslangi¢ adimi olarak, He (2007) temel 6zelliklerini Sumudu doniisiimii
ile beraber (3.264) denklemine uygulayalim (He, 2007). Ardindan, asagidaki dogrusal

denklem:

u™5(s) —u ™ (0) — - — u” ™ 1(0) + S(R[v] + N[v]) = S(f (D). (3.270)
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elde edilir. Sumudu Varyasyonel iterasyon Yontemi (SVIM) algoritmasi asagida verilmistir:

(3.263) ifadesine Sumudu doniisiimii uygulanirsa (3.264) denklemindeki fonksiyonel

duzeltmeyi verir:

Uper(w) = U (w) + A)[u""v(u) — u"™v(0) — -

—u~w™m=1(0) + S(R[v] + N[v] — S(f ()], (3.271)

Sumudu doniisiimii belirtmek i¢in S notasyonu kullanildi. (3.264) ifadesindeki, S(R(7,,) +
N(v,)) — S(f(t)), terimleri dikkate alindiginda, (3.271) ifadesinin ¥, denklemine gore

duragan olmasi saglandi.

6T (u) = 61, (w) + A(u) <uim 5ﬁn(u)>. (3.272)

(3.271) 'den Lagrange ¢arpani asagidaki gibi tanimlanir:
Alw) = —u™. (3.273)
(3.265) ifadesinden, (3.270)' in her iki tarafina S~ ters Sumudu déniisiimii uygulanirsa

U1 () = v (8)
— S um™u ™o (w) — u ™ (0) — - — u"tv™1(0)
+S(R(vy) + N(wp) — S(fF(0)}],
=S (w(0) + - + u™ W™ 1(0)) + STHu™(S[R(vy) + N(v,) — F(DD], (3.274)

elde edilir. ilk yaklasimla

vo(t) = S7H(v(0) + - + u™ ™ 1(0))
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tm—lvm—l (0)

=v(0) + U'(O)t + - +W

(3.275)

(3.274) denklemi, ilk iterasyonun Taylor serisi tarafindan olusturulan gelencksel VIM' deki

gibi yapildigin1 géstermektedir.

Ornek 3.6.5.1.

7 t
V") = 5v(0) +v (E) _At% + 64, (3.276)

baslangi¢ kosullar1 v(0) = 0,v'(0) = 0,v" (0) = 0 olmak (izere bu denklemin tam ¢6zimi
v(t) = At3 (3.277)
(3.277)olan A ~ Gamma(a, ), A gamma dagilima sahip rastgele degiskenler olmak iizere
rastgele oransal gecikmeli diferensiyel denkleminin Sumudu VIM yéntemi ile yaklasik
analitik ¢c6zumunu ve olasilik karakteristiklerini elde ediniz.

Cozum:

Sumudu ile VIM’ i birlikte uygulayalim

v(u) _ v(0) B v'(0) _ v""(0)

S @] = —5—— ” » (3.278)
Sumudu doniistimii alinirsa,
Vner (W) = v, (W)
v(u) v(0) v'(0) v"(0) 7 t 5
1 [ =S - T2 s (S + v (5) - 4r + 64) (3.279)
Au) = —u? - lagrange carpant (3.280)
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elde edilir. Ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa

v or(8) = v, () + S~ qu (5 (g v (D) + 1, (%) _ A+ 6A)>l (3.281)
elde edilir. vy(t) = 0 alinirsa, n = 0 igin;
vy (t) = S7THu?(—At3 + 64)]
= ST [u?[-Au33! + 64]]

= S71(—6A4u® + 6Au?)

6At> 6At2_ 6At°> 6At?

v(t) = - 6 + T3) ST (3.282)
elde edilir.
1 1 tn—l
- n— —_
S7Hu™ 1] = =Dl
tn
S7Hu =—
n!
S[t" 1] = T(n)u™ ! (3.283)
n = 1igin;
7 t
vy (8) = vy () + S~ [uz <s (§ v. () + v, (5) _ A%+ 6A)>l
3 6At> X
== + 3At
+S 1 |u?( S 7(_Ae + 3At? 4 <t>5 + 34 (t)z At3 + 6A
u s\ 2 4\2 2) ~
64
= ——1t> + 3At?

5!

74 214 A 34
+S‘1[2(——F6 5+ —T3)u? - —=T(6u’ + —T(3)u?
u? | =35 TOu + —=Tu" — -2 T(O)u” + =TB)u

— AT(4)11® + 64 )]
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6A
= ——t> + 3At?

5!
105 214 154 3A
+S_1 —Tu7+Tu4—?u7+7u4—6Au5+6Au2
B Mﬁ+mﬂ+<1%6ﬂ+mAﬁ
5l 4 )7 4 4
154 t7 +3A t4 t° N 6At> 3084
16 7! 2 4! 51 2 @ )

elde edilir. Gamma dagilima sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X ~

Gamma(a, ) dir. Gamma dagilimimin moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak

1
MX(t) = E[etX] = m. (3285)

X ~ Gamma(a, ) rastgele degiskeninin birinci momenti ve varyansi
E[X] = aB,Var[X] = a p? (3.286)
bulunur (Feller, 1968). Bu momentlerin kullanilmasi ile X ve Y bagimsiz rastgele

degiskenleri i¢in E[XY ] = E[X]E[Y ], beklenen deger ve varyans formiilleri asagidaki
gibi hesaplanur.

E(0,(6)) = 6A 5 4 34p2 105t” N 21At* 15At7 N 3At* ” t° N 6At?>
v2(D) = 51 4 T4 4 16 T2 & 51772
[ 6 /5 432 105t7 N 21t* 15 t7 N 3t  6t° N 6t2 E[A] 3987

N 5! 4 7! 4 4! 167! 24! 5! 2 @ )

Var(y(t)) = E(y(t)?) — E(y(t))z

_v 64 /5 1342 1057 N 21At* 15At7 N 3At* ” t> N 6AL2
BRGUH IY 4 71T T4 4 16 71T 2 & 5172
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[ s 105¢7 21t* 15¢7 3¢t 65  6t2)
5! 4 70 44 1670 240 51 2

(3.287) beklenen deger ve (3.288) varyans A~Gamma(2,4), parametre degerleri i¢in

hesaplanirsa,

. , 105t7 21t* 15¢7 3t* 6t 6t?
E(Uz(t)) ——t + 3t _T%-I_TE_EW +§Z_?+T Olﬁ (3289)

. , 105t 21t* 15t7 3t* 6t°
Var(u, ) = |- g 60+ 30 - S - e

212

6
+—| ap? (3.290)

6 105¢7 21¢* 15¢7 3t* 6t° 6t?
E(vy()) = 8|— ot +362 - 2 4 = - 4o 7 3.291
(v.(®) [ 510 F R TR I TR T T DT TR (3.291)
Var(oy(®) = 32| £ 65 + 3¢ 105¢7 21t* 15¢ 3¢t 6t5+6t22 2907
) = 51 TR TR T T PR TR IS

elde edilir. Beklenen deger ve varyans verilen paremetre degerleri i¢in Matlab’ de

cizidirilirse asagidaki grafikler elde edilir.

Beklenen Deger
350 T

3001 b

250 1

E(y)

150 1

100 b

0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

t

Sekil 3.22. A~Gamma(a = 2,8 = 4) 6zel degeri
igin v, (t) ‘in beklenen degeri
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x 10° Varyans
T T

Var(y)
w

Sekil 3.23. A~Gamma(a = 2, = 4) 6zel degeri
icin v, (t)‘in varyans degeri

Ornek 3.6.5.2.

" (£) = gv(t) +v (%) _ A + 64 (3.293)

baslangic kosullar1 v(0) = 0,v'(0) = 0,v"(0) = 0 olmak lizere A ~ N(u,o%), A normal
dagilima sahip rastgele degisken olmak iizere rastgele oransal gecikmeli diferensiyel
denkleminin Sumudu VIM yontemi ile yaklasik analitik ¢oziimiinii ve olasilik

karakteristiklerini elde ediniz.
Cozim :

_ v v(0) v'(0) v"(0)
T wd W w?r u

S[v™ (@]

(3.294)

olmak Gzere (3.293) denklemine Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

Una1 (W) = v, (w)
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+A() ”53‘) - ”53)) - ”u(zo )_ ””150) -s (%v(t) +v(3)- A+ 6A>l (3.295)
A(u) = —u® - lagrange ¢arpani (3.296)

elde edilir. Ters Sumudu dontisiimii uygulanirsa

D1 () = v, (8) + S [u3 <s (g v () + v, (%) _ A+ 6A)>l (3.297)

elde edilir. vy(t) = 0 alinirsa, n = 0 igin;

vy (£) = vy(t) + S~1 lu3 (s (g 1o (6) + v, (%) — A + 6A>>l
= SHul[-Au33! + 64]]

= S™1(=31Au® + 64u?)

B 6At® 6At3
= "o T3
_ AT + At®
120
At®
v (t) = ~120 + At3 (3.298)

vy(t) = v (t)+ 571 [u3 <S (g v1(t) + vy (%) — At + 6A)>l

3(S 7 At6+At3 4 tﬁ+m3 At3 + 64
U s\~ 120 12064 " 8

3(S 7 At6+7At3 4 t6+At3 At3 + 64
U 960 8 12064 ' 8

v,(t) = v (t) + ST

6

t
Uz(t) = —m+At3 +571
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= At6+A1:3+S‘1 3 171Au6+6A
~ 120 u 32

= At6+At3+S‘1[ 1714 %+ 64 3]
~ 7120 32 ¢ U

194 t° 1 At® + 2At3
1290240 120

194 1
9 — — At + 24¢° (3.299)

t) = — t
v2() =~ 590220 120

n = 2 igin;
v3(£) = vy (£) + S~1 [u3 <5 (g v, (£) + v, (%) _ A+ 6A)>]

(®) ®O+Stu3ls <7< 194 t? 4 t® + 2At3) 194 to
v =v u o - -
3 2 8\ 1290240 120 660602880

A A
——to+—t3 - A3 + 6A)>l

7680 4

767794 , 1714

16384 © ~ 32

=v,(t) + 571 [u3 <— u® + 64ud + 6A>]

767794 1714
= v,(t) + 57 [— 12 9+ 6Au’ + 64 3]
v,(t) + 16384u + 32 u’ + 6A4u® + 6Au

76779A t1? 194 o4 14 (6 4 ap 2300
16384 12! 1290240 120 (3:300)

v3(t) = —

X ~ N(u,0?)normal dagilimma sahip X rastgele degiskeninin monent ¢ikaran fonksiyonu:

My(t) = E[e™*] = (H+27¢%). (3.301)

(3.301) monent ¢ikaran fonksiyonundan A ~ N(u,0?) rastgele degiskenin birinci, ikinci

momenti ve varyansi hesaplanirsa:

E[tl =u,E[X?] = u? + o Var[X] =c? (3.302)
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elde edilir (Feller, 1968). Beklenen deger ve varyans:

—p( =22 77T p9 4 T 46 3
=£ 16384 12! 1290240t +120t At

76779 t1? 19 .
16384 12! 1290240

( 76779A t1? 194 14 >

1
9 t°+t3)E(A
VTR ) )

~ ( 767792 19

1
— —— t° to 4¢3 3.303
16384 12! 1290240 + 120 + )M ( )

Var(vg(t)) = E(v3(t)?) — E(v3 (t))z

76779412 194, 14
Y\ T 16384 121 1290240 T 120

_ ( 76779 t12 19

2
1
_ e . o
16384 12! 1290240° ' 120° +t> Var(4)

76779 L™ 19 t% + 1 to +¢3 2 2 3.304
16384 12! 1290240 120 g (3.304)

elde edilir. (3.303) beklenen deger ve (3.304) varyans A~N(3,4) parametre degerleri igin

hesaplanirsa,
8531 19 1
E(vs()) = |- t1? — t? +—t° 3t3) 3.305
(173( )) ( 290665267200 430080 * 40 * ( )
Var(v3(t))
B t%(8531t° — 12840960t° + 7266631680t3 + 871995801600)2 (3306)

190094169502006640640000

elde edilir. Beklenen deger ve varyans verilen paremetre degerleri i¢cin Matlab’ de

cizidirilirse asagidaki grafikler elde edilir.
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100

Beklenen Deger

N0

80

0

EW)
3

Sekil 3.24. A~N(u = 3,02 = 4) ozel degeri igin

4500

4000

3500

3000

Var(y)

1500

1000

500

0

v3(t) ‘in beklenen degeri

Varyans

2500

2000

0

0.5 1 1.5 2 2.5 3
t

Sekil 3.25. A~N(u = 3,02 = 4) 06zel degeri i¢in

Ornek 3.6.5.3.

=12 ()

v3(t) “in varyans degeri
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baslangi¢ kosullar1 v(0) = A,v'(0) = 0 olmak lzere A ~ G(p,q), A geometrik dagilima
sahip rastgele degisken olmak {izere rastgele oransal gecikmeli diferensiyel denkleminin

Sumudu VIM yontemi ile yaklasik analitik ¢dziimiinii ve olasilik karakteristiklerini elde

ediniz.
Cozim :
" v(w) v(0) v'(0)
SO =—5 ——5 —— (3.308)
(3.307) denklemine Sumudu déniistimii uygulanirsa,
vw) v(0) v'(0) 2t
V() = v, (w) + A(w) e R -S4 —sz <§> (3.309)
(3.309) ifadesi elde edilir.
A(uw) = —u? - lagrange carpani (3.310)
elde edilir. Ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa
2 t
Vpir(t) = v, (t) + S71 luz [S <A — Zv,% <§> )” (3.311)
vo(t) = A (3.312)

ifadesi elde edilir. n = 0 igin;

v,(t) = vo(t) + S71

efs(a-2a )
es(a-2a )

=A+S1 luz [5 (A - %A2>”

= A+ S u?[-A]]

vl(t) = A +S_1
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(3.313)
elde edilir. n = 1 igin;
[ 2t
v,(t) = v (t) + S |u? S[A——vl2 (—)]
471\2
=41 i + 51 [w2 S_A 2142 (1 t2+t4
- 21 u 4 4 " 6a
£2 r £2 4 1]
—Al1—-=)+s|u?|s|la-24(1-—+—
(1-3)+ s e sla2a(i-F+53))
=Al1 tz + 51 Z-S A+At2 Act
- 21 U 4 64
_ (4 t? 1|y 2_}_Au‘*Z! Aub4!
- 21 u 4 64
t2 Au* 3
_ _ -11_ 2 - 6
= (1 2!>+S lAu + > 8Aul
3 t? At?  At* 3At°
O =A1-5 - 5r*2a 88
t)=4 A1:2+At4 4 to 3.314
v2lt) = 48~ 1920 (3:314)

elde edilir. X ~ G(p,q) geometrik dagilima sahip rastgele degiskeninin moment ¢ikaran
fonksiyonu
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t

pe

My(t) = E[e”] = — e (3.315)
Birinci moment ve varyansi
1 q
E[X] ==,Var[X] == (3.316)
p p
dir (Feller, 1968). Bu sonuglar kullanilarak,
t4 6
E(v,(®))=|1-t*+—— E(A
(v.(®) ( 18 1920) @)
=11 t2+t4 )1 3.317
B 48 1920/p (3:317)
2
Var(v,(t)) = E(v,()*) — E(v2(D))
tr 5 \?
=(1-t2+—— Var(A
( 18 1920) ar(4)
=11 t2+t4 t° zq 3.318
B 48 1920/ p? (3318)

(3.317) beklenen deger (3.317) varyans elde edilir. (3.317) beklenen deger ve (3.318)

varyans A ~ G(p = %, q= g) parametre degerleri i¢in hesaplanirsa,

t* ¢t
E(v,(0) = (3 —3t% + e @) (3.319)
t4 16\
Var(v,()) =6 (1 —t2 + i 1920> (3.320)
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elde edilir. Beklenen deger ve varyans, verilen paremetre degerleri icin Matlab’ de

cizidirilirse agagidaki grafikler elde edilir.

Beklenen Deger

E(y)

_25 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

t

Sekil 3.26. A~G(p = 7,q =2) 6zel degeri igin v, (t) ‘in
beklenen degeri

Varyans
300 T T T T T

250

200

Var(y)

100

50

o
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 3.27. A~G(p = ,q =) 6zel degeri igin v, (t) ‘in
varyans degeri
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4 IRDELEME

Bu tez calismasindan elde edilen bulgulardan ¢ikarilan sonuca gore, deterministik
gecikmeli diferansiyel denklemler ile rastgele gecikmeli diferansiyel denklemelerin uyumlu
oldugu goriilmektedir. Rastgele diferansiyel denklemler ile ilgili literaturde tiirkge kaynagin
cok az oldugu goriilmektedir. Bu tez ¢alismasi ile bu bosluk bir nebzede olsa doldurulacaktir.
Bu c¢alismadan elde edilen sonuglar bu alanda c¢alismak isteyen arastirmacilar ig¢in yol
gosterici olacagl distliniilmektedir. Son zamanlarda rastgele ve stokastik diferansiyel

denklemler konular1 yogun bir sekilde arastirmacilar tarafindan ele alinmaktadir.



5.ONERILER

Bu ¢alismada sabit ve oransal gecikmeli adi diferansiyel denklemler, rastgele hale
dontstiiriilerek olasilik karakteristikleri arastirilmistir. Benzer sekilde degisken gecikmeli
adi diferansiyel denklemlerde rastgele hale getirilerek arastirilabilir. Buna ilaveten gecikmeli
Volterra ve Fredholm integral denklemleride rastgele hale getirilerek incelenebilir. Ayrica
lineer ve lineer olmayan gecikmeli kismi diferansiyel denklemler rastgele hale getirilerek
olasilik karakteristikleri arastirilabilir. Lineer olmayan gecikmeli rastgele diferansiyel
denklemler literatiirde mevcut olan Homotopi Analiz ve Homotopi Perturbasyon yaklagik

analitik yontemler kullanilarakta ¢oziilebilirler.



6. SONUCLAR

Bu calismada sabit ve oransal gecikmeli adi diferansiyel denklemlerin baslangig
kosullar1 ya da katsayilari, sirekli zamanli olasilik dagilimlar1 olan, dizgiin, geometrik,
normal, beta, licgensel, laplace ve gamma dagilimlarindan herhangi biri secilerek denklemler
rastgele  hale  donistirUlmislerdir. Bu  doniistiiriilen  denklemlerin  olasilik
karakteristiklerinden beklenen deger ve varyansi hesaplanmistir. Rastgele gecikmeli
diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in yaklasik analitik ¢ozim ydntemlerinden literatlirde en
stk kullanilan DDY olan, varyasyonel iterayon yontemi ve sumudu doniisim
yontemlerinden faydalanilmigtir. Ayrica lineer rastgele gecikmeli diferansiyel denklemleri
¢ozmek i¢in adimlar yontemi kullanmilmistir. Lineer olmayan gecikmeli diferansiyel
denklemleri ¢c6zmek icin ise hibrit yontem olan Sumudu VIM y6nteminden yararlanilmistir.
Buna ilaveten elde edilen ¢oziimlerin olasilik karakteristiklerinden beklenen deger ve
varyans grafikleri MATLAB (2013a) ve MAPLE 13 paket programi yardimiyla

¢izdirilmistir.
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