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OZET
YUKSEK LiSANS TEZIi

IKiNCIi TiP SINIR DEGER VE INTEGRAL KOSULLARI iLE LOKAL
OLMAYAN TERS PARABOLIK PROBLEM iCiN FARK SEMALARI

Ahmet GONENC

Giimiishane Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2021, 81 sayfa

Bu iste, ters parabolik diferansiyel denklemler i¢in ikinci tip sinir deger ve integral
kosullart ile lokal olmayan problem ele alinmistir.

Lokal olmayan problemin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak ic¢in birinci ve ikinci
mertebeden sonlu fark semalar1 kurulmustur. Integral kosullu Neumann tipi sinir deger
problemi i¢in birinci ve ikinci mertebeden sonlu fark semalarinin kararligi gosterilmistir.

Ayrica, Neumann sartlar1 ile verilen ¢ok boyutlu ters parabolik kismi diferansiyel
denklem igin birinci ve ikinci mertebeden dogrulukla fark semalar ele alinmistir.

Test orneklerde Neumann sarth integral tipindeki lokal olmayan ters parabolik sinir

deger probleminin sayisal ¢oziimiinii bulmak icin MATLAB kodlar1 verilmistir.



Anahtar Kelimeler: Crank-Nicholson semas1, Fark semasi, integral kosulu, Iyi tanimlilik,
Kararlilik tahmini, Sinir deger problemi, Ters parabolik denklem,

Yaklasik ¢oziim



ABSTRACT
MS THESIS

DIFFERENCE SCHEMES FOR NONLOCAL REVERSE PARABOLIC PROBLEM
WITH SECOND KIND BOUNDARY AND INTEGRAL CONDITIONS

Ahmet GONENC

Glimiigshane University
The Graduate School of Education

Department of Mathematical Engineering

Supervisor: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2021, 81 pages

In this work, second kind boundary and integral conditions for reverse parabolic
differential equations and nonlocal problem are studied.

In order to find the approximate solution of the nonlocal problem, first and second
order finite difference schemes are constructed. The stability of the first and second order
finite difference schemes for the Neumann type boundary value problem with integral
conditions are proved.

In addition, the difference schemes with the first and second order accuracy for the
multidimensional reverse parabolic partial differential equation given by Neumann

conditions are discussed.
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MATLAB codes to find numerical solution of the integral type nonlocal reverse

parabolic boundary value problem with Neumann condition in test examples are given.
Keywords: Crank-Nicholson scheme, Difference scheme, Integral condition, Well

posedness, Stability estimates, Boundary value problem, Reverse parabolic
equation, Approximate solution
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Pozitif gergek say1

. Pozitif gergek say1

: (0,1) araligindaki bir say1

. Pozitif gercek say1

. Pozitif gercek sayilar olmak iizere ag noktalar1 belirleyen

adimlar

. Dogal sayilar olmak iizere ag (grid) noktalarin sayisin
belirler

: Hilbert uzay1

: Bir H Hilbert uzayinda 6z eslenik pozitif tanimli bir
operator.

: Operator

: Operator

: Operator

. A operatoriiniin tersi

: Degerleri H Hilbert uzayinda olan ve [0,1]araliginda taniml

tiim stirekli fonksiyonlardan olusan bir Banach uzay1
: Bir v(t)fonksiyonun C(H) Banach uzaymndaki normu

. Degerleri H Hilbert uzayinda olan ve [0,1] araliginda

tamimli  tim birinci mertebeden tiirevlenebilir siirekli
fonksiyonlardan olusan bir Banach uzayi

: Banach uzay1
. f fonksiyonun C*(H) Banach uzayindaki normu

. Bir V(t) fonksiyonun C/(H) Banach uzayindaki normu
. H Hilbert uzayindaki p elemanin normu

: H Hilbert uzayindaki Ay elemanin normu

: R" Oklid uzayindaki agik birim kiip

. Acik birim kiipiin kapanisi
: Kiiptin sinir1

Q Dbolgesinde tammli tim siirekli  fonksiyonlarin

olusturdugu bir Banach uzay1
. u fonksiyonun C (5) Banach uzaymdaki normu

Q iizerinde tammh ve kuadratik integrallenebilir

fonksiyonlarin kiimesi
. Aoperatoriiniin tanim bolgesi
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: Bir Banach uzay1
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tirevleri  kuadratik  integrallenebilen  fonksiyonlarin
olusturdugu Sobolev uzay1
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noktalardan olusan bir kiime
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normu

: Rezolvent operatorii

: Operator

: Operator
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: Matrisler
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda tez igerisinde kullanilan temel kavramlar1 ve tanimlar1 verecegiz. Ayrica,
lineer uzay, normlu lineer uzay, metrik uzay, Banach uzayi, Hilbert uzayi, fonksiyonel,
lineer operator, 6z eslenik pozitif tanimli operatdr, Cauchy probleminin yaklasik ¢ozimii
icin Rothe fark semasi, lokal olmayan integral simir kosulu, Dirichlet kosulu, Neumann

kosulu tanimlari verilecektir. Bu tanimlarla ilgili 6rnek ve ¢oziimler incelenecektir.

Tamim 1.1. (Yosida, 1980) X asagidaki sartlar1 sagliyorsa K alani tizerinde bir lineer
uzaydir. X degismeli (abelyen) bir gruptur. Her X,y € X ve her bir «, f € K olmak {izere

ax seklinde X ’ in elemani olan bir vektoriin skalerle carpimi tanimlanir.

1) a(x+y)=ax+ay,
2) (a+ )X =ax+ pX,

3) (ap)x = a(px),
4) 1L.Xx=X.

Burada 1, K alaninm birim elemanidir.
Tamm 1.2. (Maddox, 1970) X bos olmayan bir kiime ve d: X xX — R bir metrik

fonksiyon olmak iizere her X,Yy,z € X elemanlar igin

1) d(x,y) =0 ancak ve ancak x =y, durumunda olur,

2) d(x,y)=d(y,x),

3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)

sartlar1 saglanirsa (X,d) ikilisine metrik uzay denir. d(x,x) =0 oldugunda ise yar1 metrik

uzay denir.



Tamim 1.3. (Maddox, 1970) X kompleks veya reel bir lineer uzay ve | . ||: X — R bir norm

olmak lizere:

1) ||X|| =0 yalnizca X =@ oldugunda,
2) |Ax=141IA.

3) [x+yl < +[y]

sartlar1 saglaniyorsa (X|| . ||) normlu lineer uzaydir. ||49|| =0 ve tim Xe X i¢in ||X||20

oldugunu belirtelim.

Tamm 1.4. (Maddox, 1970) X tam normlu lineer uzayina bir Banach uzayi denir. Burada

uzaym tam olmasmin anlami: X € X olmak {izere ||Xm—Xn||—>0, m,n —oco ise

||Xn — X|| — 0, n — o olacak sekilde bir X € X elemaninin var olmasidir.

Ornek 1.1. L,’ nin elemanlari, X dyle ki |x|p olacak sekilde [0,1] tizerinde Lebesque
1

integrallenebilir fonksiyonlardir. Buradan x € L, ancak ve ancak J|X(t)|p dt < oo *dur.
0

L, igindeki dogal yar1 norm

1
p

[ for e

seklindedir. Bu uzay, p>1igin L, [O,l] ile gosterilir.

Tamm 1.5. (Krein, 1971) H Hilbert uzayi, bir i¢ ¢arpim kullanarak normu ||x||2 =(x,x) ile

olusturulan Banach uzayidir. I¢ ¢arpim ise x,y e H igin (x,y) formundaki fonksiyonel

olmak tlzere:

1) x=0ise (x,y)>0,
2) (%,¥) =(Y,%),
3) (X +X%,,Y) =(%,Y) + (%, Y),



4) (A%, y) = A(XY)

Ozelliklerine sahiptir.

Tamm 1.6. (Krein, 1971) n boyutlu Oklid uzaymda x={&, &, ..., &} ve

y= {771, 7 77n} vektorlerinin skaler ¢carpimi genellikle

(x,y)= zfn

formiilu ile bulunur.

n boyutlu iiniter (kompleks Oklid) uzay1
n —_—

(X y) =D &mn,
=

formili ile bulunur.

Ornek 1.2. Eger |, kompleks uzayi igin
(X’ y) = z éa
i=1

olusturulursa, bu Hilbert uzayi olur.

Ornek 1.3. Eger kompleks degerli fonksiyonlarin L,(a,b) uzayi igin

b
(x,y) =[x y(t)dt

kurulursa, bu Hilbert uzayi olur.
Ornek 1.4. Hilbert uzayinda

vy e H gin [x v+ eyl = 2( |y



paralelkenar kurali gegerlidir.

Coziim: VX,y e H igin

x+ y||2 =(X+Y,X+y)=(X,X)+2(X, )+ (Y, y)
[x=yI" = (x=y.x=y) = (xx)=2(x.y)+(y.y)

=y =2(Jf +1yT°)

paralelkenar kurali Banach uzayinda gegerli degildir.

Tamm 1.7. (Naimark, 1968) H uzaymin bazi alt kiimelerinde tanimlanan ve fonksiyon
degerleri olarak gercek veya kompleks sayilart alan herhangi bir F fonksiyonuna H iginde
bir fonksiyonel denir.

F fonksiyoneline, H uzayinin tiim elemanlarinda tanimli ve asagidaki kosullar1 sagladig

taktirde lineer fonksiyonel denir.

1) F(AX+uy) = AF(X) + uF(y),
2) Tiim xeH ve C sabiti igin |F(x)|<C|x|.

E tizerinde tanimlanan A operatoriin tanim bolgesini D(A) ile gosterecegiz.
Tanmim 1.8. (Krein, 1971) D(A), E iginde bir lineer manifold olursa ve keyfi x, X, € D(A)

elemanlar i¢in
Aoy X + ayX,) = oy AX + a, AX,

ise A operatoriine lineer operator denir.
Birim (6zdeslik) operator | her X € E eleman ig¢in IX =X olacak sekilde tanimlanir.

Ornek 1.5. (Maddox, 1970) integral denklemler teorisinde

(AX)(s) = ja(s,t)x(t)dt



ile tanimlanan sekilde A operatorii olusur.

Bu denklemde a(s,t), [0,1]x[0,1] iizerinde siirekli bir fonksiyon ve X =Xx(t), [0,1]
iizerinde siireklidir. Buradan, AX, se[0,1]” nin siirekli bir fonksiyonudur.

Boylece,
A:C[0.1]—>C[0,1]

olur.
Ornek 1.6. (Krein, 1966)

n
Av==>"(a,(X)vy ), +ov
r=1

diferansiyel ifadesi D(A*) = {u eW2(Q), u(x)=0, xe s} etkisi ile L,(Q) iizerinde hareket
eden AX, 6z eslenik pozitif tanimli operatorii tanimlar.

Tamm 1.9. (Maddox, 1970) A: X —Y lineer operatorii ancak ve ancak tim Xe X
elemanlari i¢in ||A(X)|| <M ||X|| olacak sekilde bir M sabiti mevcut ise sinirli denir. B(X,Y)

ile lineer siirlt operatorlerin kiimesini gosterecegiz.

Tamm 1.10. (Maddox, 1970) A< B(X,Y) olsun. O zaman A operatoriiniin normu

A
Al =sup
Al=sup g

<0
seklinde tanimlanir. Supremumun sinirli olmast her Ae B(X,Y) igin ||A(X)||£M||X||

saglandigindan elde edilir.

Tamm 1.11. (Krein, 1971) H Hilbert uzay1 {izerinde tanimlanan A, lineer sinirh

operatoriniin normu

_ _ _ (AX, Ax)
|Al|=sup|Ax| = (f,li)pzf [(AX, Ax) = igg ’—(x, )

XL e



seklinde tanimlanir.

Eger (AX,Y) skaler carpiminda y bir sabit ise bir X * e bagl lineer fonksiyonel

f(x) =(Ax.y)

olarak elde edilir.

Burada,

£00/=Kax <] Ix] v}
Bu fonksiyonel,
(AX,y)=(x,u), ueH

formunda yazilabilir.

y > u karsilastirmas1 U = A’y sinirh lineer operatdriinii tanimlar. Tanima gore,

(Ax y)=(x, A'Y)
olur. A" operatdriine, A operatoriiniin eslenigi (adjointi) denir,

Ornek 1.7. H=L,[0,1] ve AXx=1X(t) olduguna gére A= A" oldugunu gdsterelim.

Coziim:

(Ax,y) = [ Ax(®)y(B)dt = [tx(t)y(E)dt

= j Ax(t)ty(t)dt = j x(t) Ay (t)dt

=(x, Ay) = A=A

Tamm 1.12. (Krein, 1971) A, E iizerinde tanimli lineer bir operator olsun. Eger,



[AX] <Clx]e

ise A smurlidir. Burada C, X € E elemanlarindan bagimsizdir.
Bu esitsizlikteki en kiigiik C sayilarina A operatoriiniin normu denir ve ||A||E_>F ile

gosterilir. Bu tanima gore,

|A]
A =sup E = sup || Ax (1.1)
[Ale..e 2, XE:1” |-

oldugu goriiliir.

Eger, F =E ise norm, ||A|| seklinde yazilir.

Ornek 1.8. E, =E,=C [0,1], A:E — E olmak tlizere:
1

Ax =Ix(s)ds.||A||
0

esitligini gosterelim.

Coziim: Her te[O,l] icin

1 1
|AX(t)] < ! [X(s)|ds < ! max [x(s)|ds

1
= max|X(s) ! ds = Xe o

dogrudur. Buna gore:

HAXHC[O,l] - %QQQ‘W(S)‘ - ‘AX('[O)‘ = HXHC[O,l]

HAXHC[O,l] = HXHC[O,l] ,VxeC[0.1]



seklindeki esitsizlikler elde edilir.

(1.1) formiiliine gore:

A=, sup_[Axopoy < =1

X
H HC[Ol]_l H H H HC[O]_]

bulunur.

Buradan, |A| <1 olur.

Simdi, X,(t) =1 fonksiyonunu ele alalim. O zaman,

HXOHC[O,l] - I(‘)rsusa‘s)l(‘xo(s)‘ "~ 0<s<1 ‘1‘ 1

ve
A, (t) :jxo(s)ds - _l[lds 1, |A% (1) =1

olur. Buna gore,

HAXOHC[O 1] =A% (t)]
|A|= sup HAXHC[Ol]—HAXoHC[oq

Mero
Boylece

|Al>1
elde edilir.

Sonugta |A|<1 ve |A|>1 olduguna gére, |A|=1 olur.

Tamim 1.13. (Krein, 1971) Smirli lineer bir A operator kendisinin eslenigine esit, A= A’

ise 0z esleniktir.



Oz eslenik operatdr igin

(A%, Y) = (%, Ay) = (AY, X)

esitligi vardir.

Tanmm 1.14. (Krein, 1971) A 6z eslenik operatoriinii alt ve iist sinirlari sirasiyla,

m = Hier]Il(AX’ X)
ve

M = sxuzpl)(Ax, X)
seklindedir.

A operatorinin normu |m| ve |M| sayilarinin en biiyiigiine esittir:

| A= max(|m] M) =sup ( Ax,x)|

Eger, alt sinir negatif degilse, yani bir baska deyisle, her xe H ve A= 0igin
(Ax,x) >0
ve

(AX,X) 2 5(x,Xx), 6>0

olursa, A operatdriine pozitif operatdr denir. Oz eslenik pozitif tanimli A operatdriiniin

f (A) fonksiyonunun normu igin



£ (A< sup |£(A)
O< <0

kestirimi gegerlidir.
Ornek 1.9. e ™, Ae ™, t>0 olmak iizere operatdriin normlarini gosterelim.

Coziim:

[ (A< sup [f(A)
O0<A<0

formiiliinii kullanarak

LY.
HoH  s<i<wo

e—m‘ _ ‘e—ét‘
olduguna gore;

Je N sl
H—->H

elde edilir.

e

H—->H

normunu degerlendirmek igin dnce w (1) = 1™ fonksiyonunu inceleyelim.

v (0) = () =0,
y'(A)=e"-tle " =0,

1-tie " =0, /1:%.

Buna gore,
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HAe‘tAH < sup

HoH  s5<i<wo

/le‘”‘ =5

Tanmim 1.15. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994) N bir dogal sayir olmak iizere
[0.1], ={t, :t, =kh, 0<k <N, Nh=1} grid noktalar kiimesinde tanimlanan ¢" ={gpk}§

mesh fonksiyonlarin kiimesini ele alalm. H =L,, uzayi, [0,1]h grid noktalar kiimesinde

tanimlanan {(pk }: mesh fonksiyonlarin asagidaki normu ile bir uzay olsun.

N
Ornek 1.10. Ah(ph {q)k hq)k 1} , @, =0 operatoriiniin 6z eslenik ve pozitif olup
k=1

olmadigini inceleyelim.

Coziim:
h h L h
(A0".0") = ;(Aco ), oh
N
NP~ P
kZ:;, h oh
N
:kZ;, 2 (P — P 1)
1 s 2 2
=3 D (@ —0) +ox |20
k=1
N w ¢ N
(A" p") =2 P By =3 (0= o
k=0 k=0
N
(", Aw")=> o PPt —Z(V/k Vi )P

=~

=0

(A" w") = (0" Ay").

M
S
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A, kendisine eslenik degildir ama pozitif operatordiir.

N
Ornek 1.11. Ahgoh = {— P~ 2h¢2k i (Dk_l} , @ =0, ¢, =0 olmak {lizere operatoriin 6z
k=1

eslenik ve pozitif olup olmadigini inceleyelim.

Coziim:
N-1
<A1(ph,l// > ;(Pku Z(Pk‘H/’k “Ly.h

P =P _ P —Pa
N-1 n N )
== 4
& h :
N-1

Z ¢k+1 P W+ Z ¢k+1 P o

k=0
\ 1(¢k+1 )(l//k+1_‘//k)
= h

(A@"w") = (0" Ay").

<Ah¢h1¢h>:N 1(€9k+1 Cﬁk)((”k+1_(ﬂk)
= h
— \ l((okJrl ) >0.
k=0

A, kendisine eslenik ve pozitif operatordiir.
Tamm 1.16. (Naimark, 1968) Eger A kompleks sayisi igin H wuzayr iizerinde

R,=(A-Al™" tersi varsa ve sinirl operatorii temsil ediyorsa A operatdriiniin regiiler
noktasidir denir. R, operatdriine ise A operatdriiniin rezolventi denir.

Keyfi bir E Banach uzayinda parabolik denklem i¢in

V'(t)+ Av(t) = f(t), 0<t<1, v(0) =V, (1.2)

seklindeki Cauchy problemini ele alalim. Burada v(t) bilinmeyen ve f(t) verilen bir [0,1]

tizerinde tanimlanmis E degerli fonksiyonlardir. v'(t) tiirevi ise karsilikli farklilik oraninin
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E normundaki limiti olarak anlagilir. A, D(A) etki alaninda ve E iizerinde tanimlanan bir
lineer operatdr olsun. Ayrica, V,, E’ nin verilen bir elemanidir.
Tamm 1.17. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994)
Eger v(t) fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa (1.2) problemin ¢6ziimiidiir denir.

1) v(t), [01] segmenti iizerinde siirekli bir tiirevlenebilir. Segmentin ug
noktalarindaki tiirev uygun tek tarafli tiirevler olarak anlagilir.

2) v(t) elementi tim te [O,l] icin D(A) ’ ya aittir ve Av(t) fonksiyonu, [0,1]
tizerinde siireklidir.

3) v(t), (1.2) esitligini ve sinir sartlarini saglar.

(1.2) Cauchy problemini, ona karsilik gelen
Du, + Au, =¢,, 1<Kk <N, U, =U,(7) (1.3)

seklindeki fark problemi ile iligkilendirecegiz.

u

e g 1 N
Burada N pozitif bir tam say1, 7=-—, Du, =X L

—U,_ T N T
N Tkl ve U'={u ., 9" ={o]

vektorleri E Banach uzayinin elemanlarindan olusan sirasiyla bilinmeyen ve verilen ag (grid)
fonksiyonlaridir. ¢° fonksiyonu ve U,(7) elemanlar: sirasiyla, belirli bir sekilde, f(t) ve
V, degerlerin yaklagimlaridirlar.

Ornegin: Eger f(t)eC(E) ise ¢, = f(t,), t =kz, k=1...,N, u, =V, belirleyebiliriz.
Burada, f(t)e L (E) ise

1%
? = | f(s)ds

1

olur. (1.3) fark problemine, (1.2) Cauchy probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in Rothe fark

semasi denir.
Eger U, € D(A), k=1,...,N, komponentleri (1.3) denklem sistemini saglarsa u* ag (grid)
fonksiyonuyla birlikte 7 sabitine, (1.3) fark probleminin ¢oziimiidiir denir.

Simdi [a,b] araliginda taniml1 fonksiyon i¢in

13



b
j f (t)dt

seklindeki belirli integralin birinci ve ikinci mertebeden yaklasim formiillerini verelim.

T= b_Ta, i=0,1...,n i¢in t; =a+ir noktalar belirleyelim.

Birinci mertebeden yaklasim formiilii
b n-1

j f(t)ydt=7> f(t)+o(r)

a =

bi¢imindedir.

f eC? [a, b] olsun. Yamuk kurali olarak adlandirilan ikinci mertebeden yaklasim formiilii:

i f(t)dt :% f(t))+ f (tn)+2?zl1 f(t) [+0(z?)

seklindedir (Cheney ve Kincaid, 2008).
Tamm 1.18. (Ashyralyyev vd, 2012a) Q =(0,1)" = R" birim a¢ik kiip, S =0Q onun sinir1

ve Q=SUQ kapanist olsun. Simdi, f =(0,)xQ—>R, a,:Q—>R, r =1..,M,
7K [0,1] — R, ¢:Q— R verilen fonksiyonlar oldugunu varsayalim. Ayrica ¢ bilinen bir
pozitif say1, her X € ve r indis i¢in a,(X) >a,> 0 olsun.

[0,1] x (2 bolgesinde tanimli U fonksiyonu denklem i¢in ¢ok boyutlu ters parabolik kismi

diferansiyel denklemi

ut(x,t)+zn:(ar(x)uxr(x,t)) —ou(x,t)= f(x,t), 0<t<l, Xx=(X,....X,) €Q

Xy

seklindedir.

Bu denklemi saglayan u fonksiyonu
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u(x,1) :Jl'y(s)u(x,s)ds+go(x), xeQ (1.4)

siir kosuluna uyumlu olsun. (1.4) kosuluna lokal olmayan integral sinir kosulu denir.

xeS, te[0,1] olmak iizere u fonksiyonun (x,t) noktasindaki normal n vektdriine gdre

ou(x,t)

kismi tiirevi p ile gosterilir.
n

u fonksiyonu i¢in

u(x,t)=0, xe S, 0<t<1

kosuluna Dirichlet kosulu,

UXY _o xes, 0<t<1
on

kosuluna Neumann kosulu denir.
1.2. Giris

Son donemlerde ters parabolik kismi diferansiyel denklemler konusundaki
arastirmalar Ozellikle lokal olmayan baslangic kosullariyla verilen matematiksel fizik
denklemlerin miithendisligin, fizigin farkli uygulamali alanlarinda ve temel bilimlerin bir¢ok
dalinda ortaya ¢ikmasiyla bu konuda bilimsel arastirma yapilmasi daha 6nem kazanmaistir.

Ters parabolik denklemler i¢in lokal olmayan smir deger problemleri biyolojik,
fiziksel, sistem miihendisligi, ekonomi ve sosyolojik siire¢leri modellemek i¢in kullanilir ve
bir¢ok kisi tarafindan incelenmistir.

Stewartson (1974), Stewartson (1981), Martin-Vaquero (2009), Martin-Vaquero ve
Vigo-Aguiar (2009), Klimsiak (2012) makalelerde ters parabolik denklem, akiskan
dinamigi, plazma fizigi, bir elektron 1siminin giines koronas: boyunca yayilmasinin

incelenmesi gibi birgok uygulamada ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir.
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LaRosa (1986) makalede ekonomide ortalama alan dengesinin hesaplanmasi ters
parabolik denklemli model kullanilarak yapilmstir.

Ashyralyev vd (2008), Ashyralyev vd (2009), Ashyralyev vd (2012), Ashyralyyev
(2018), Ashyralyyev (2020), Ashyralyyev vd (2012a), Ashyralyyev vd (2012b) makalelerde
cesitli smir kosullar1 ile ters parabolik denklem ic¢in klasik olmayan smir deger
problemlerinin iyi tanimlilig1 ve yaklasik ¢oziimleri i¢in fark semalari incelenmistir.

Ayrica, Ashyralyev vd (2008) makalede ters parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali
lokal olmayan sinir deger problemlerinin iyi tanimlilig1 gésterilmistir.

Ashyralyev vd (2009), Ashyralyyev vd (2012a) makalelerde ters parabolik denklemler
icin ¢ok noktal1 lokal olmayan sinir deger problemlerinin yaklasik ¢6ziimii icin BMDFS ve
IMDFS incelenmistir.

Ashyralyyev ve Akkan (2020) makalede Dirichlet sinir kosullar1 ile gok boyutlu ters
parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan problemlerin yaklasik ¢6ziimii i¢in
IMDFS’ ler incelenmistir.

Ters parabolik denklemler icin farkli lokal olmayan Neumann kosullu sinir deger
problemler ve onlarin yaklasimlari Ashyralyev vd (2008), Ashyralyyev vd (2012b),
Ashyralyyev (2018), Ashyralyyev (2020) makalelerde arastiriimistir.

Ashyralyyev vd (2012a) ve Ashyralyyev (2018) makalelerde ters parabolik denklemler
icin ¢cok noktali ve integral tipindeki lokal olmayan sinir deger problemlerin iyi tanimlilig
arastirilmastir.

Ashyralyyev (2020) makalede lokal olmayan ters parabolik problemi integral kosullu
¢ozmek i¢in sonlu farklar yontemi uygulanmstir, ters parabolik problemin yaklasimi i¢in
IMDFS olusturulmustur, bu fark semasmin ¢dziimleri igin kararlilik tahminleri
gosterilmistir. Ayrica, ¢ok boyutlu ters parabolik sinir deger probleminin birinci tiir sinir
kosulu ile yaklasimi i¢in IMDFS ve onun ¢dziimii i¢in kararlilik tahminleri incelenmistir.
Bu makalede, basit test problemleri i¢in sayisal gosterim verilmistir.

Ancak ters parabolik denklemler i¢in ikinci tip Neumann kosullu lokal olmayan sinir
deger sartlariyla Crank-Nicholson fark semalar1 problemleri incelenmemistir. Bu problemler
icin kararlilik analizi yapilmamistir. Yaklasik ¢oziim icin de kararlilik sonuglart agiktir.
Tezde alinacak sonuglar bu boslugu doldurmay1 hedeflemektedir.

Ikinci tip sinir deger ve integral kosullari ile lokal olmayan ters parabolik problemleri
arastirmak icin klasik yontemler (Fourier serileri, Fourier ve Laplace integral yontemler)

sabit katsayili durumlarda uygulanabilir. H, herhangi bir Hilbert uzay1 olsun. 1 : H — H,
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birim operatdr olmak iizere A:H — H* nmin OEPTO oldugunu varsayalim. Bu durumda

0 >0 bir pozitif sabit i¢cin A> ¢l ifade dogrudur. w e H ve f, u diizgiin fonksiyonlari

verilmis olsun. Ters parabolik denklem icin

au(t) _

Au(t)= f(t), 0<t<],
= Au) = 0

(1.5)

U = [ u(s)u(s)ds +

seklindeki integral kosullu sinir deger probleminin iyi tanimliligi Ashyralyyev (2018)
makalede incelenmistir.
Ashyralyyev (2020) makalede bu problemin yaklasik ¢6ziimii i¢cin Rothe fark semasi

incelenmistir. Ikinci mertebeden dogrulukla yaklasik ¢oziim igin

t, =kr, 1<k <N, == (1.6)
N-1
_Z Z — Z t_z t. +Z u. + 1_1 t _Z U, =
2# 2 uO j:12 y J 2 +ILl j+l 2 ] 2/’1 N 2 N ¢

Crank-Nicholson fark semasini kullanacagiz.

Crank-Nicholson fark semasmin ¢éziimii i¢in kararlilik ve koersiv esitsizlikleri

kanitlanacaktir.

Q=(0,1)"cR" birim agk kip, S=0Q, Q=SUQ ve f=(01)xQ>R,
8,:Q—>R, r=1.,M, u[01]->R, p:Q—R verilen fonksiyonlar, o bilinen bir
pozitif say1, her xeQ ve r indis i¢in a,(X) = a,> 0 oldugunu varsayalim.

Cok boyutlu ters parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in
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0O+ (8, 00U, (60) —ou(xt) = f(xb)

X=(%,..»X,) €Q, 0<t<],

1 _ (1.7)
u(x,1) = jy(s)u(x, s)ds +p(x), x e Q,

MY o xes, 0<t<l
on

seklindeki lokal olmayan integral kosullu Neumann smir deger probleminin birinci
mertebeden yaklasik ¢ozlimii arastirilacaktir. Neumann kosullu lokal olmayan ters parabolik

sinir deger probleminde yaklasik ¢6zliimii bulabilmek i¢in BMDFS:

W) U0 _ sy () = £t %), 1<k <N, X< O,

f (1.8)

un () =" ult)ul (X)7 +9"(x), x € Qn
0

ele alinacaktir ve ¢ozlimiin kararlilik tahminleri incelenecektir.

Ag (grid) noktalar kiimesi:

On ={x,, =(hm,...,hm), m=(m,,...,m,), m,=0,...,M,, hM, =I, r=1...,n},

Q =QNOh, S, =QnNS

seklindedir.

n

7 ve |h|= ’z h? kiigiik pozitif gergek sayilardir ve 7N =1, t, =kz, 1<k < N.
i1

Her xeS icin u"(x) =0 sartin1 saglayan

Afuh:—ZL(aruQr)x j +oul (1.9)
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seklindeki operatorii Af ile gosterecegiz.

Neumann sart1 ile verilen ters parabolik kismi diferansiyel denklemin lokal olmayan

sinir deger probleminin ¢oziimii icin IMDFS olusturulacaktir.

U (x) —uy(x) 1
T 2

(AU 00+ AU (0) =60,

6, (x) = fh(tkf’x} t =kr, k=1..,N, Nr=1 xeQn, (1.10)

ul (x) = %“[tj ]%[u?(x) + U?_l(X):|+(0h(X), X € On

1
2

fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik ve koersiv kararlilik esitsizlikleri elde edilecektir.
Test drneklerde ters parabolik lokal olmayan sinir deger probleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in

algoritma ve MATLAB kodlar verilecektir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Sabit Katsayih Ters Parabolik Denklemler icin Integral Kosullu Simir Deger

Probleminin Coziimlerinin Klasik Yontemlerle Bulunmasi

Bu kisimda, sabit katsayili ters parabolik kismi diferansiyel denklemler i¢in integral
kosullu sinir deger problemleri Fourier serileri, Fourier integral doniisiim ve Laplace integral
doniisiim yontemleri uygulanarak ¢oziilecektir.

[lk olarak, Fourier serileri ydntemi uygulayarak Ornek 2.1’ deki integral kosullu smir

deger problemin ¢oziimiinii ele alalim.

Ornek 2.1. [0,1]x[0, 7] bélgesinde ters parabolik denklem igin

u, (t, X) = —u, (t,x) +u(t,x) —3e " cos x,
O<t<l, O<x<mr,

1 e? 1 (2.1)

1
u(d, x) =J'e‘fu(r,x)dr+(g+7—§}cosx, 0<x<m,
0

u,(t,0)=0, u (t,z)=0, 0<t<1

seklindeki integral kosullu lokal olmayan sinir deger problemin ¢éziimiinii Fourier seri
yontemi ile bulalim.

Coziim: Coziimii,
u(t, x)=v(t, x) +w(t,x) (2.2)
biciminde arayacagiz. Burada v(t, x) ve w(t,Xx) fonksiyonlar: sirastyla homojen denklem

V, (t, X) = -, (t, X) + Vv(t, X),
O<t<l, O<x<mr,

1
V(LX) = [e"v(z,x)dr, 0<x<, (2.3)
0

v, (t,0)=0, v,(t,7)=0, 0<t<1



icin smir deger problemin ve homojen olmayan denklem i¢in

W, (t, X) = —w, (t, X) + w(t, x) —3e " cos X,
O<t<l, O<x<,

1 -2 24
w(l,x):je”w(r,x)dr+ 1.8 Lleosx o<x<r, @4
5 e 2 2
W, (t,0) =0, w,(t,7)=0, 0<t<1
siir deger problemin ¢oziimii olarak alinir.
Oncelikle (2.3) problemin ¢dziimiinii elde edelim.
Coziimii,
v(t,x) = X (x)-T(t) (2.5)

seklinde arayalim. (2.3) problemin ¢6ziimiinii degiskenlere ayirma yontemiyle arayacagiz.
v(t,x) fonksiyonunun X ve t degiskenlerine gore tiirevleri alinarak (2.3) problemin

diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa,

T'(1)- X () =-T()- X"(x)=T(1)- X(x)

veya

MO+TO)- X)) =-T(1)- X"(x)

ifadesi elde edilir. Buna gore ifade, A bir sabit olmak lizere

TO+TO __X") _,
T X

bi¢iminde olur.

(2.3) problemin sinir deger kosullarini kullanirsak

21



X, (0)=0, X,(7)=0 (2.6)
alinir. Simdi,
X"(X)—AX(x)=0, 0<x<1 (2.7)
denklemi igin (2.6) sinir deger sartlari ile sinir deger problemini inceleyelim.

(2.7) adi diferansiyel denklemin ¢oziimiinii bulmak icin m?+ A =0 Kkarakteristik

denklemi yazalim. A <0 igin sadece trivial ¢oziim vardir.

O zaman A >0 duruma bakalim. O zaman
X (X) = &,.c0s~/AX+a,.sin</Ax
ifadesi (2.7) denkleminin ¢oziimiidiir. Burada X’ e gore tiirev alinirsa,

X (X) = —a,A/2.5inAX +a,~/4.c0s\/AxX

olur.

Sonrasinda sinir degerleri yerine yazilirsa,

X, (0)=0=>a,~/2.cosy/AIx=0=a, =0,

X, (7) =0 = —a,A.sinAr =0
alinir. Buna gore,
sin\Az =0

olur. k =1,2,... olmak tizere

JAl=k=1=k?
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elde edilir. Boylelikle,
A =K% k=12,... (2.8)
0z degerler elde edilmis olur. (2.8) 6z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar
X, (x) =coskx, k=1,2,...
seklindedir. Simdi T, (t) fonksiyonlarini bulalim.

TO+TE) X0 _ e
T X(X)

olduguna gore
T't)+@+k)T(t)=0 (2.9)

(2.9) denklemin ¢dziimii C,, k =1,2,... keyfi sabitler olmak {izere
—(1+k?
T, (t) =c e ™

bi¢imindedir. Sonugta, (2.3) problemin ¢6ziimii
v(t,x) =" c e ) coskx

1
olarak elde edilir. Simdi integral kosulundan

o0 1 o0

2 _ 2
> ce ™ coskx= [e > ¢,e” )" coskxdr,
1 0 1
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© o 1

_ 2 _ _ 2
> ce ™ coska =" [ec.e ™ drcosk,
1 1o

o0 o0 —(2+k2)
—(1+k2) R el -1
c.e coskx =Y ———=coskx
21: k 21: 2 +k?

elde edilir. Buna gore k =1,2,... i¢in
c, =0

olur.

Yani ¢ozimi
v(t,x)=0

olarak buluruz.

Simdi (2.4) problemin ¢oziimiinii A (t) keyfi fonksiyonlar olmak tizere
w(t,x) =>" A (t).coskx (2.10)
1

seklinde arayacagiz. Buradan (2.10) ifadesinin t ve X degiskenlere gore tiirevlerini alip

(2.4) kismi diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa
> (A1) —k?A (1) — A (t)).coskx =—3e ™' cos x
T

elde edilir. k #1 indisler i¢in
A1) -L+kHA ) =0

olur. b, keyfi sabit olmak iizere
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A (D) =b e+

elde edilir. Buna gore,
w(t,x) = b, e®*.coskx
1

sonucuna ulasilir.

- 1 e? 1
w(l,x):_[e W(z,X)d7+| =+ ——= |cOS X
5 e 2 2

integral kosulunu kullanirsak

0 0 1 -2
(1+k?) _N| [, ek 1,e° 1
Zl:bke .coskx—zl:ue b.e ercoskx+(e+ 5 2}cosx

olur. Boylelikle,
2 1 2
bke(1+k ) — ka'e—re(1+k )rdz.
0

esitligi gosterilir. Buradan k =1 indisler i¢in
b =0

oldugu goriiliir.

k =1 durumunda,

Al -2AM)=-3e"
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denklemine ulasilir. (2.12) denklemin ¢oziimii
t

A(t) = A(0)e* -3 j e?(=9)g=5ds
0

seklindedir. Yine (2.11) integral kosulunu kullanirsak

w(t,x) = A (t)cosx = [(Ai(O) ~1)e? + e“]cos X,

:(A_L(O) ~1)e? + e‘l: COS X = ie" [(AL(O) —1)e* + e‘f} drcosx+ (% + % - %]cos X,
(A - e ]= e [(A© D7+ Jdr +[%+%—%],
(A(0)-D)e” +e7 | = (A(0)-D(e-1) —%%{%%—%}

(A(Q)-1)(e*—e+1) =0

elde edilir. Buna gore, A (0)=1 oldugu goriiliir.

O halde, (2.4) problemin ¢6ziimii
w(t, ) = A (t).cosx =[ (A(0)—1)e* +e™* [cosx =€~ cos X

seklindedir.

(2.2) ifadesini kullanirsak, (2.1) problemin ¢6ziimii
u(t,x) =e " cosx
seklinde bulunur.
Simdi, sabit katsayili ters parabolik denklemler i¢in integral kosullu sinir deger

probleminin ¢dziimiinii Ornek 2.2’ de Fourier integral doniisiim yontemi kullanarak elde

edelim.
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Ornek 2.2. [0,1] x (—o0,00) bolgesinde ters parabolik denklem igin

U, (t, X) = —U (t, X) +u(t, x) + e (L+4x%t —3t),

1 , 2.13
u(l,x):ju(r,x)dr+%e‘X ,0<t<]l —o<X<m® 213)
0

bi¢imindeki integral kosullu lokal olmayan sinir deger problemin ¢dziimiinii Fourier integral
doniigiimii yontemiyle bulalim.
Coziim: (2.13) problemde diferansiyel denklemin her iki yanina X degiskenine gore Fourier

integral doniistimii uygulayalim.
v(t,s)=F{u(t,x)} (2.14)
notasyonu g6z oniine alalim. Fourier doniisiimiin 6zelliklerine gore:

F {U (t, %)} = (i8)2F {u(t, )} = (is)v(t,s),
(F {uxx(t’ X)})t =V, (t,9),

Fle L+ axit-30} = F e | - F fte™ |+ F ftaxt - 2)e ™},
=F {e’xz}—tF {e’x2 } +tF {(e’xz)”} = (L-t+(is)’t)F {efxz}’

= (1-t-s%)F {e‘xz}
elde edilir. Boylece, (2.13) diferansiyel denkleminden

F ) =—F {ua) + F )+ Ffe (e at-20),

V,(t,S) + (=2 —Dv(t,s) = (1—t — s2t)F {e} (2.15)

elde edilir. (2.15) denklemini ¢6zmek igin ilk 6nce
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vI(t,s) + (s —1)v(t,s) =0,
homojen denklemi ele alalim. Onun ¢6ziimii
VI(t,s) =v(1,5)eC DD

olarak bulunur. Bu durumda, homojen olmayan (2.15) denklemin ¢6ziimii
24t bo(s2 )(t 2 2
v(t,5) =v(0,9)e Dt 4 [ DD 17 527)doF {e—x } (2.16)
0

seklindedir.

[k 6nce
t 2
I(t)= Ie‘(s Drrdr
0
integrali hesaplayalim. Kismi integrasyon kullanarak asagidaki islemler yapilirsa

_(s2 1 2
= = (57 — — — (s“+D)r
I (t) {u 7, € dr=dv, du=dz, v (82+1)e }

1 —(52+1)Tt 1 t ~(s%+)r
=———(-re +———|e dr,
(32+1)( g )o (sz+1)£ ’
te—(s2+1)t e—(s2+1)t
=— —~ e

(s?+1) (s?+1)? (

te—(52+1)t e—(52+1)t 1

—(s2+1)t _1)

T (2407 (s2+1)2

bulunur.
Simdi,
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t t
(1) = [eC A (1-r—s’r)dr =D [e "I (L-7 —s’r)d7
0 0
integralini hesaplayalim:
t t
I(t)= e(32+1)t {J‘ efr(52+1)dz_ —+ SZ)J'efr(serl)z_d 2},
0 0

t

—(s2+1) 7

2 e

=l L——(Szﬂ)} ~@+s)IM
0

(Sz—i-l)t —(52+1)t —(52+1)t
_t o (2t 1y _ 2\ A(s2)t | te K 1
(P4 (e +1)-(A+s%)e (s2+1) TN
1 a(s?+)t 1 e(s?t

B R RN
(2.16) ¢6ziimiinii kullanirsak
v(t,s) =Vv(0,5)e* D 1+ J (t)F {e—xz} (0,996 ' +F o]
elde edilir. Buna gore t =1 i¢in

V(L) =v(0,5)e ) + J())F {e }

=v(0,5)e™ + F {e"‘z}

olur.

Simdi (2.13) problemin integral kosuluna bakalim:

V(l, S) = ‘IV(T, S)dz’ + %F {(_:rx2 }
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esitliginden
1 1
—X — T —X 1 —X
v(O,S)e(52+1)+F{e 2}_v(0,s)£e(52+1) dr+t[z'dz'F{e 2}+§F{e 2}

elde edilir. Buna gore,

s el

(s2+1)  (s2+1) 2

olur.

Buradan,

(s2+1)

(s241) _ e 1
v(0,s)e =v(0, ){ ey —(52+1)]
veya
v(0,5)=0

oldugu goriiliir. Boylece,

2
v=v(0,5)e M +tF {e‘xz} =tF {e‘xz} (2.17)
elde edilir. (2.17) ifadesinin her iki yaninda ters Fourier doniisiimii alinirsa

-9

seklinde ¢6ziim bulunur.
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Son olarak, sabit katsayili ters parabolik denklemler i¢in integral kosullu sinir deger
probleminin ¢oziimiinii Ornek 2.3 iizerinde Laplace integral doniisiim ydntemi kullanarak

ele alalim.

Ornek 2.3. [0,1] x[0,0) bolgesinde ters parabolik denklem igin

u,(t, x) =—u, (t,X)+u(t,x) +1-t—e™ —xe ™+ 27,
O<t<l O<x<oo,

u(t X)=:[u(r,x)dr+%[(l—(1+x)e‘x)}, 0<x<an (2.18)

u(t,0)=0, u,(t,0)=0, 0<t<1

seklinde lokal olmayan problemin ¢6ziimiinii Laplace integral doniisiim yontemi ile bulalim.
Coziim: (2.18) problemin diferansiyel denkleminde x degiskenine gore Laplace doniisiimii

uygulanirsa

L {u, (t, X)} = —L{u (t,x)} + L{ut, )} + L{l—t —e X —xe 4 2e‘xt} ,
(L{uct, x)})t =—s?L{u(t,x)} +su(t,0) +u,(t,0)

1-t 1 1 2t
+L{u(t, x)} + s S+1_(s+1)2 + S

ifadesi elde edilir. u(t, x) fonksiyonunun x degiskene gore Laplace doniisiimiinii
v(t,s)=L{u(t,x)}

ile gosterelim. Buna gore,

1-t 1 1 2t
Vi(t:9)+SV(L,) ~(t,5) = S _s+1_(s+1)2+s+1’

1-t 1 1 2t
vt(t,s)+(52_1)v(t,s): 5 _S+1_(s+1)2+s+1
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olur.

V(L) +(s? ~L)v"(t,5) =0

seklindeki homojen denklemin genel ¢6ziimii ¢ keyfi sabit olmak {izere
VIt s) =e " Di¢

olarak bulunur.

Homojen olmayan denklemin 6zel ¢6ziimiinii
Vv (t,s) =a(s)t+b(s)
formunda arayalim. Buradan,

v (t,s) = a(9t,

a(s)+(sz—1)a(s)t+(sz—1)b(s)—t(—%+iJ+[1_L_ 1 ]

s+1

(s*-1)a(s) = (—1+Lj,

s s+1

a(s) + (s> ~Db(s) = [%—S%l— g jl)zl

elde edilir. Sonugta,

12
s(s?=1)  (s+1)(s*-1)’

b(s)_[l_L_Lﬁ_LJ 1

s s+1 (5+1)2 s s+1](s*-1)
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bulunur. Elde edilen a(s) ve b(s) fonksiyonlarini yerine yazarsak, 6zel ¢6ziim

. 1 (1 1 1 1 1 2

VO = ST (st (sl s sed) |
(s+1)" (s+1)’\ s s+

SR S S O B S S S

s2—1 s s+1 s s+1 (3+1)2

olarak elde edilir. Boylece,

v(t,s)=e " Dic 4 it 1 S|t
s s+1 (3+1)

elde edilir. Simdi (2.18) problemin integral kosuluna Laplace doniisiimiinii uygulayalim.

L{%[(l—mx)eX)J}%{L{l}—t{eX}—L{Xe*}}%{%—s%‘ﬁ}

olduguna gore, integral kosulunu

v(Ls) _iv(r,s)dr%{%—i— : 2}

formunda yazabiliriz. Buna gore,

e_(sz_l)tc _I_l_i_ 1

s s+1 (5+1)2

ifadesi yerine yazilirsa,
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olur. Buradan

(_6(521) +1)

S

e “Ve=c
ve ¢ =0 oldugu goriiliir. Boylece,

v(t,s):(z_i_%z} 219

¢Ozlimiine ulasiriz.

(2.19) esitligin her iki yanina ters Laplace doniisiimii uygularsak

u(t,x) = L{v(t,s)} —[Ll {%}— Lt {siﬂ}_ Ll{(s jl)z Ht =(l-e*—xe ™t

elde ederiz. (2.18) problemin ¢oziimii

u(t,x)=>_1L-e*—xe )t

olur.
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2.2. Ters Parabolik Denklem i¢in Integral Kosullu Lokal Olmayan Problemin

Coziimiiniin Kararhhg

H , herhangi bir Hilbert uzayinda A:H — H OEPTO verilmis olsun. Ters parabolik

denklem igin

%—Au(t): F(t), 0<t<1 (2.20)
u@) = Jl'y(s)u(s)ds +¢ (2.21)

seklindeki integral kosullu lokal olmayan smir deger probleminin iyi tanimlilig
Ashyralyyev (2018) makalede incelenmistir.

Burada, verilen siirekli gergek degerli skaler bir 4 fonksiyonunun

1
j u(s)|ds <1 (2.22)
0

sart1 altinda oldugunu varsayalim.

Asagidaki ii¢ kosul gecerliyse U :[O,l] — H fonksiyonunun (2.20) ve (2.21)
probleminin ¢6ziimii oldugu sdylenebilir:

1. u(t), [0,1] izerinde tanimlanan siirekli tiirevlenebilir fonksiyondur.

2. Vte[0,1] i¢in u(t), eleman1 D(A) kiimesine aittir ve Au(t) fonksiyonu [0,1]

tizerinde siirekli fonksiyondur.

3. u(t), (2.20) denklemini ve (2.21) lokal olmayan kosulu saglar.
v [0,1] — H siirekli fonksiyonlardan olusan C(H) ve C[(H) Banach uzaylan asagidaki

karsilikli normlari ile tanimlanir

HUHC(H) - maXOStslHU(t)HH :

1-t)"
o Hcla(H) = HUHC(H) T SUPoctctrra (Tj ot +7)- U(t)HH :
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Teorem 2.1. p € D(A), f(t)eC/(H) ve (2.22) sartinin gecerli oldugunu varsayalim. O

halde (2.20), (2.21) probleminin tek ¢oziimii vardir ve C;*(H) uzayinda iyi tanimlidir.

Cozlim icin

. 1
HU HCf‘(H) +HAU C&(H) <M (5)(”A¢HH + 0{(1—&) H f HCf’(H)j

koersiv tahmini gegerlidir. Burada M (8) degeri ¢ ve f ’ den bagimsizdir.

Simdi,

0O+ (8, 00U, (6D) —ou(xt) = f(xb)

X

= (X, X,) €Q, 0<t<],
X=X, Xy) € <t< (2.23)

u(x,1) = jy(s)u(x, s)ds +¢(x), xeQ,

u(x,t)=0, xeS, 0<t<1

seklindeki ¢ok boyutlu parabolik denklem igin Dirichlet sartiyla baslangi¢ sinir deger

problemini ele alalim. Diferansiyel denklemin operatorii
n
Av==>"(a,(X)vy ), +ov (2.24)
r=1

formundaki diferansiyel ifade ile gosterilmistir.

Teorem 2.2. (peW22(£_).), feCf‘(Lz(g_Z)) olsun ve (2.22) sartinin gegerli oldugunu

varsayalim. O zaman (2.23) ¢ok boyutlu siir deger probleminin ¢6ziimii i¢in M sabiti f

ve ¢’ ye bagli olmamak tizere:

1
HU‘HCF(LZ @) H“”Cﬁ(w%(ﬁ)) <M {m” f HCla(Lz(ﬁ)) + H(P\Mzz (9)] (2.25)

kararlilik tahmini dogrudur (Ashyralyyev, 2018).
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Simdi, ¢cok boyutlu parabolik denklem igin

U (x,1) + Zn: (@, (Xuy, (x,1))y, —ou(xt) = f(x1),
r=1

X=(X X5 ooy X)€Q, 0<t <]

1 . (2.26)
u(x,1) = j 2(S)u(x,s)ds + g(x), x e Q,
0
MY g xes, 0<t<1
on

Neumann sinir kosulu ile sinir deger problemini ele alalim.
(2.24) diferansiyel ifadesi D(A") = {u eW,’(Q), u(x) =0, x e S} etkisi ile L, () iizerinde

hareket eden A*, OEPTO’ yu tamimlar (Krein, 1966). Bu nedenle soyut Teorem 2.1, (2.26)

ters parabolik problemin iyi tanimliligin1 gosterir.
Teorem 2.3. ¢ W, (S_)) , FeC/ (L2 (f_l)) ve (2.22) sart1 gecerli olsun. O zaman ¢ok boyutlu

(2.26) sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in M (0) degeri ¢ ve f’ den bagimsiz olmak

tizere (2.25) kararlilik tahmini gegerlidir.

2.3. Birinci Mertebeden Fark Semasi

N biiyiik bir dogal sayr olmak iizere T=% icin diizglin ag noktalar uzaymi
[01], ={t |t =iz, 0<i<N} seklinde  gdsterecegiz. H Hilbert  uzayinda

v’:{vi}i'ioz{v(ti)}:io degerlerine sahip ag (grid) fonksiyonlardan olusan ve

T

oy = dhax |Vi,  seklindeki normu ile birlikte lineer Banach uzaym

C.(H)=C([0,1],,H) ile gosterecegiz.
Ayrica, CZ(H)=C*([0,1],,H) ve C/.(H)=C/ ([0,1],,H) Banach uzaylarmn

siirli ag (grid) fonksiyonlarinin
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T _ T - —a Y]
ce(H)y I lic,(H) +osm§}(sN(JT) ‘V'H V'HH ’
(2.27)
T =|v* _iei-al\y, v
ety 1V ooy F oM (N =17 ) Vi =]

karsilikli uygun normlar1 olarak tanimlanir. Bu boliimdeki odak noktamiz (2.20) ve (2.21)

ters problemlerin yaklagik ¢oziimleri igin

Y=Uis Ay =), t=ir, 1<i<N, r=—, (2.28)
T N

N-1

Uy =D ut))uz+9 (2.29)
=0

Rothe fark semasini incelemektir.

u Tonksiyonu igin verilen

N-1

uatt))| 7 <1 (2.30)
j=0

sarti bu bolim boyunca gerekli olacaktir. A’ nin

R=(l +7A)™" seklindedir.

rezolventi (¢6ziicii ¢ekirdegi)

Lemma 2.1. OEPTO A i¢in asagidaki tahminler dogrudur:

tAfe ™| <M, vt>0 k>0, (2.31)

kHH%H Sﬁ’ (2.32)
Z'ARKHH_)H s%, vk >1, (2.33)
AP (RKT — RK)HH—>H <M (IE;;Z” , 1<k <k+r<N, ge{0,1}, 0<y<1 (2.34)
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burada bazi M degerleri &’ ya bagl fakat kiigiik pozitif sayr olan 7’ dan bagimsizdir
(Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).
Teorem 2.4. pe D(A), f*eC (H) ve (2.30) varsayimlar1 altinda (2.28) ve (2.29) fark

problemlerinin bir ¢6ziimii vardir ve ¢dziim i¢in asagidaki kararlilik tahmini

fr (2.35)

max ], <M (5, 1) (IIcoIIH +) c,(H))

O<i<N
gecerlidir. Burada M (S, ) pozitifsayist &, u’ ye bagh fakat 7, ¢, f7’ danbagimsizdir.
Teorem 2.5. p e D(A), f"eC/ (H) ve (2.30) varsayimlari altinda (2.28) ve (2.29) fark

problemlerinin ¢oziimii asagidaki kararlilik tahminini

<M (5, 1) (ﬁ”ff

oo TR0l 239

saglar. Burada M (8, ) pozitif sayist &, u’ ye bagh fakat 7, ¢, f’’ dan bagimsizdir.
Cok boyutlu parabolik kismi diferansiyel denklem igin integral ve Dirichlet sinir
kosullart ile olusturulan lokal olmayan siir deger problemin yaklasik ¢oziimii Rothe fark
semastyla 6nceki boliimiin soyut sonuglarini uygulayarak ele alinmistir.
Integral ve birinci tiir smir kosullari ile verilen asagidaki ters parabolik denklem igin

cok boyutlu sinir deger problemin

Xy

0O+ (8 (U, (1) —ou(xt) = f(xb)

X=(X,.,X,)€Q, 0<t<],
(q ) (2.37)

u(x,1) = jy(s)u(x, s)ds +¢(x), xeQ,

u(x,t)=0, xe S, 0<t<1

iyi tammliligi Ashyralyyev (2018) makalede arastirilmustir.
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Burada, Q= (0,1)"  R" birim agik kiip, S =6Q, Q=SUQ ve f =(0,1)xQ— R,
a, :Q—>R', u:[01]>R', ¢:Q—R" verilen fonksiyonlar, o bilinen pozitif bir say,
vxeQ, Vr=1..,na.(x)>a,> 0.

Simdi, ag noktalar (grid) uzayimi
On ={x,, =(hm,....hhm,), m=(m,...,m,), m =0,...,N,, hN, =I, r=1...,n}

ile gosterecegiz.

Ayrica,
Q,=0nNQ, S5, =0QnNS

notasyonlarini kullanacagiz.
X €S, tizerinde U"(X) =0 kosulunu saglayan u"(x) ag (grid) fonksiyonu iizerinde hareket
eden
h
+ou’(x)
r

Ay Z_Z:\':l(ar (x)ul )X J

I

operatdriinii A™ seklinde gosterecegiz.
Aﬁ( operatoriinii kullanarak ¢ok boyutlu parabolik denklem igin (2.37) sinir deger problemin

Rothe fark semasi ile yeniden diizenlenebilir

h _h
u, (X) —uy(x) AU () =", x), 1<k <N, xeOn,
. (2.38)

ufl (x) = iy(tj)u?(x)rﬂoh(x), X € Qn.
£

Qdn lizerinde tanimlanan goh(X):{go(hlml,...,hnmn )} ag (grid) fonksiyonlarin normlari

sirastyla,
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o = el h . h]

XeQh

1

h hJ

Py ', 3 Sl o)

xeQp r=1

Xr ,Yr ,mr

seklindedir. Ag (grid) fonksiyonlar uzaylarmi1 L, ve W22h seklinde gosterecegiz. Bu

bolimde 7 ve h=/h?+...+ h’ degerleri yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun.

Teorem 2.6. (2.38) fark semasinin ¢oziimii igin asagidaki kararlilik tahmini

o)y [

M5 o], -

Cr(l—gh) C, (L2h)
gecerlidir. Burada bazi pozitif M (3, ) sayilar1 8, u° ye bagh fakat 7, ¢"(x) ve fX(x),
k=1,...,N —1 degerlerinden bagimsizdir.

Teorem 2.7. (2.38) fark problemin ¢6ziimii asagidaki koersiv kararlilik tahminini

N
-1f,,h h

[

<M(2,u) H‘ph‘wh *

C (L) C (L)

saglar. Burada bazi pozitif M (5, ) sayilart &, > ye bagh fakat 7, @"(x) ve f(x),
k=1,...,N -1 degerlerinden bagimsizdir.

2.6 ve 2.7 teoremlerinin ispati, L, * deki eliptik fark problemi i¢in (2.35) ve (2.36)
tahminlerine ve asagidaki koersiv esitsizlik teoremine dayanmaktadir.

Teorem 2.8. Bir pozitif M degeri h ve w"' ye bagl olmamak iizere:

UM (x)=w"(x), xeOn,
u"(x)=0, xeS,
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eliptik fark problemin ¢6ziimii i¢in

(uih )XiXi,ji L =M HWhHLZh

kararlilik esitsizligi gegerlidir (Sobolevskii, 1975).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, ters parabolik denklem i¢in integral kosullu lokal olmayan problem igin

IMDFS’ ler kurulacaktir ve problemin ¢dziimiiniin kararlilig1 incelenecektir.

3.1. ikinci Mertebeden Fark Semasi

(2.20) ve (2.21) ters parabolik denklemi i¢in integral kosullu sinir deger probleminde
IMDFS’ nin yaklasimi Ashyralyyev (2020) makalede incelenmistir. Bu ¢alismada

(3.1)
1

N r\u +u,
uszﬂ(tj_Ej( ! 5 ’1Jr+¢) (3.2)
j=1

fark semasi i¢in asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tez boyunca asagidaki varsayima ihtiya¢ duyulacaktir

=

Teorem 3.1. 8" €C_(H), ¢ € D(A) ve (3.3) sartinin saglandigin1 varsayalim. O zaman

>

j=1

7 <1.

(3.3)

(3.1), (3.2) fark problemi ¢oziime sahiptir ve ¢oziim i¢in kararlilik tahmini

max o], =M@, (ol +e

C,(H)) (3.4)

gecerlidir. Burada bazi pozitif gercek M (9, 1) sabit degeri 7, ¢, 67’ dan bagimsiz fakat
o, p’ ye baghdir.



Teorem 3.2. ¢ € D(A), " € C"(H) ve (3.3) sartinin gegerli oldugunu varsayalim. O zaman

(3.1) ve (3.2) fark semalarinin ¢6ziimii koersiv kararlilik tahmini i¢in

S )

saglar. Burada bazi pozitif gercek M (&, ) sabit degeri 7, @, 6°’° dan bagimsiz fakat & ve

+
C#(H)

< M(5,u)(

w1l | @9

1
(7
all-a)

C*(H)

A ye baghdir.
Aﬁ notasyonunu kullanarak (2.37) problemi integral kosullu sonsuz adi diferansiyel
denklem sistemi i¢in asagidaki (3.6) lokal olmayan sinir deger problemine indirgenir

%uh(x,t)— AU"(x1) = F(x,1), te(0,1), X,

1 (3.6)
u"(x,1) = Iy(s)u“(x, s)ds + " (X), X € Qn.

0

Sonrasinda (2.37) sinir deger problemi ile IMDFS yeniden olusturulur
U () =g (X) _ pxp
. -ABJu. ,(x)=6,(x),
6,(x) =B " Ltk_f ] B = Tph
’ (3.7)

tk=kz, k=1,..., N, Nr =1, xeQn,

N M G
ufl (x) = Zﬂ( 2) [U?(X)+U?_1(X)}+¢h(X),XEQh.

A

(2, ag (grid) uzayi iizerinde tanimlanan (ph (X) ag (grid) fonksiyonlarinin normlari sirasiyla

1

ZL > o' hy hn]z,
XeQh
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1

(¢" () 2hl hnT

h
H¢ Xr ,Xr ,mr

Lz

xeQh r=1

seklindedir. Ag (grid) fonksiyonlarmin uzaylarmm L, ve W22h ile gosteririz. Bu bolim

1
n 2
boyunca |h|= (Z th ve 7 sayilan yeterince kiigiik pozitif sayilar olsun.
=1

Teorem 3.3. (3.7) fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik tahmini asagidaki sart

(o),

furl,

M o], -

Ce(Lyp) Cr(Lyp)

N
ile saglanir. Burada M (3, z2) degeri 7, ¢"(X) ve {0kh }1 > den bagimsizdr.
Teorem 3.3.” iin ispat1 (3.4) tahmini, (3.3) varsayimi ve asagidaki L,, icinde eliptik fark

probleminin ¢dziimiiniin koersiv kararlilik 6zelliklerine dayanmaktadir.

Teorem 3.4. (3.7) fark probleminin ¢6ziimii asagidaki koersiv kararlilik tahmini i¢in

N

N
-1§,,h h

<M. o], +ﬁ”{9§}

CE (Lyy) *llegwi,)

saglanir. Burada M (8, 1, ) degeri 7, {HKh }? ve ¢"(x)’ den bagimsizdur.

3.2. Crank-Nicholson Fark Semasi

3.2.1 Soyut Problem icin Fark Semasi

H keyfi bir Hilbert uzay1 olsun. A:H — H , birim operator | :H — H icin A> ol
ve pozitif sayt 6 >0 olmak {iizere OEPTO olsun. ,u:[O,l]—) R, f :[O,l]—) H verilen

fonksiyonlar ve v € H oldugu bilinmektedir.
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Simdi, integral kosullu lokal olmayan ters parabolik problemin

u,(t) — Au(t) = f (t),0 <t <1,

1 (3.8)
U@ = [u(s)u(s)ds +¢

yaklagimi i¢in fark semasini inceleyecegiz.

Ashyralyyev (2020) makalesinde, ters parabolik (3.8) probleminin yaklasik ¢oziimii
i¢in Rothe fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik tahminleri, integral ve Dirichlet kosullariyla
¢ok boyutlu ters parabolik problemi i¢in Rothe fark semasinin kararliligi olusturulmustur.
Ashyralyyev (2020) makalede A? kullanilarak IMDFS incelendi. Bu ¢alismada, ters
parabolik (3.8) probleminin yaklasik ¢6ziimii igin Crank-Nicholson fark semasini

inceleyecegiz ve ¢ozlimii i¢in kararlilik tahminleri olusturacagiz.

N dogal sayr olmak iizere diizgin ag (grid) uzaym: [0,1] :{ti It. :iz',r:%}

seklinde gosterecegiz. H  Hilbert uzayinda V° :{v.}N , degerlerine sahip ve

T

. .y . N - . .
= E%”V‘ ||H normu ile birlikte verilen v* ={v, }i=1 ag (grid) fonksiyonlarmin Banach

uzaym: C_(H)=C([0,1],,H) ile gosterecegiz. Ayrica CZ(H)=C*([0,1] ,H) ve

Cr/(H)=C7([0,1]_,H) ile v* ag (grid) fonksiyonlarmin Banach uzaylarina karsilik gelen

normlari
T _ T - —a Y
ceHy 7 lle.H) +ngj§;\|(]r) ‘Viﬂ' Vi HH ' (3.9)
T _ T - —a __ a v
cery IV lee gy +K{Q§j§N(Jf) ((N-i)7) ‘v,ﬂ V,HH (3.10)

_2, J=1..,N olmak iizere;

A{t. 1}#{? 1j
] )
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ile tammlanmustir. t | =t

J*E !
T
y(tN_;J +7 'U(EJ <2 (3.11)

N-1
+7)
=




oldugunu varsayalim.

Lemma 3.1. (3.11) varsaymmi altinda

()

oldugunda

N-1
T T T N T N+j
T =|1-=p|t | —=u| = |PN == t o, |+t PN
i ( 2“(@]} 2”[2) zjzl{‘{j;} ﬂ(j+;J:|

operatdrii i¢in sinirli ters Q=T esitligi bulunur.

Ispat: |P|,,_,, <1 oldugu agiktir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994).

™A

- g(3) 4
1 ~ " ’

7/ ? 1+ﬁ

2

notasyonlar: ve OEPTO igin fonksiyon normun tanimini kullanarak Ashyralyyev (2020)

makalede
1
Q1 <sup !
A>0 T
1_2ﬂ[tN 1J 0,—0q,
-
(3.12)
<sup ! <M
S Y P 2 Y Y (PO T O
AT B V) I Y AR Y
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esitsizlikleri elde edilmistir. (3.8) problemin lokal olmayan integral kosulu ikinci

mertebeden yaklasimla

[

u :it y7i L T+
N 1 2
seklinde yazilabilir. O zaman, (3.8) problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in

u -u._, 1
M_E(Auk+Auk_l):9k, 6, = f(tk;j, k=1..,N,

o

Teorem 3.5. 6" €C_(H), @eD(A) ve (3.11) ifadesinin saglandigini kabul edelim. O

S bl

formundaki Crank-Nicholson fark semasi elde edilir.

(3.13)

[ =

zaman, (3.13) fark semasinin ¢6ziimii vardir ve ¢6ziimii igin

01’

max|ul,, <M, “)[\\(PHH +| C,(H)j (3.14)

kararlilik tahmini gecerlidir. Burada M (0, i) pozitif gergek sabiti o, x degerlerine

baghdir fakat 7, ¢, 67 degerlerinden bagimsizdir.

1
Ispat: C = (l +%j olsun. (3.13) fark semasindan

(I +§juk_1:(l —%juk—rﬁk, U, =Pu,—7C6,, k=1..,N
-1 -1
uk_1:(|+%j [I—%)uk—r(H%J 6,

ifadesi elde edilir.
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Uy_; = Puy —7C6,
denklemi kullanilarak
g=N-2 i¢gin

Uy_, = Puy, —7CO, 4,
=P(Pu, —7C68,) - C6H, .,
= quN —7PC6, —CH, 4

g=N -3 i¢in

Uy_s = Puy_, —7Cé8, ,,
= P(P?u, —rPC8, —C6,_,) —CO,_,,
= PBUN —’Z'PZCQN —TPCHN_l _TCQN—Z

elde edilir.

Boylece,
g+l

Uy = pN—quN _72 P-9CaA, q=N-1...,0
i=N

sonucuna varilir.

(3.13) fark semasinin lokal olmayan kosulunda (3.15) formiilii kullanilarak

y(%)(PNUN —fz Pi‘1C9ij+(l—%y(tN_;DuN

N - j+1 i
_ZE U tj,l +u tj+1 P ™ uy —TZP Co |=¢p
=1 2 2 i=N
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elde edilir.

Boylece,

=l 2

r? T\ i 72 N jHl .
Uy = -— Ul = P=CO —— t +ult P'™I=Cao, 3.16
Qo= u3 3P en-5 8 e Jealt, | Bereal  ao

formiiliiyle u,, degerini bulabiliriz.

1 1
S =Y P"9ICH ve S, => PICh

=N TN
notasyonlari kullanilarak (3.16) Uy, formiiliinii

B 2.2 T T2 N-1
Uy =Q¢ 7#&}% 7j1[ﬂ[tj%]+u(tj+éﬂsz,j

bi¢iminde yazabiliriz. Cauchy-Schwartz esitsizligin uygularsak

HT

1 .
HsluH»H S;:HPI_(HHH%H HCHH%H HQ'HH = Ml‘ C.(H)

ve

92’

i+
“Sz’j“H—)H S;HPIquH—m HCHH—>H HH'HH = MZ‘ C:(H)

esitsizlikleri elde edilir.

Cauchy-Schwartz ve tliggen esitsizlikleri kullanilarak
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2 2 N-1
HUNHH SHQTHH%H H(/)HH +% ,u(%j H81HH_>H % Jl[ﬂ[t 2] [tj% ‘ HSZJHH—M
2 N-1 |
< M3H(pHH +% ‘u(%j c (H) Lz JZ ,u[t %] (tﬁ;j M, |6° .
< M4[H¢HH +6" CT(H)}

alinir. (3.15), Cauchy-Schwartz ve tiggen esitsizliklerinden her q indisi i¢in

g+l
S L RS TN Wl s W = P

<M, ol |

T

]+M50
C.(H)

o }
C.(H)

sonucuna ulagilir. Buna gore,

C:(H)

<M lel,, +

HT

2 Juaf,, <Me(.20 ol +

C (H)j

elde edilir. Teorem 3.5’ in ispat1 yapilmistir.

ONN

Teorem 3.6. (Ashyralyyev ve Goneng, 2021b) ¢ € D(A), 6" €C/(H) ve (3.11) gecerli

olsun. O zaman (3.13) fark semasinin ¢éziimii

g () (3.17)
e

1 .
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koersiv kararlilik tahminini saglar. Burada M (5, ) pozitif gergek sabiti 7, ¢, 6°
degerlerinden bagimsiz fakat 6, u degerlerine baglidir.

Teorem 3.6’ nin ispat1 (3.12) esitsizligine, (3.15) ve (3.16) formiillerine dayanir.

3.2.2 Cok Boyutlu Problem i¢in Fark Semasi

Bu bélimde Q=(0,1)"cR" birim ack kip, S=0Q, Q=SuUQ ve
f=01)xQ—>R, a:Q>R, x:[01]->R, w:Q — R verilen fonksiyonlar, ¢ bilinen
pozitif bir say1, Vr=1,...,n, VX= (X X,,..., X,) €Q, a,(x)>a,> 0.

[0,1] x Q) bolgesinde, ters parabolik denklem i¢in integral ve ikinci tiir sinir kosullari ile

verilen

(6 )+ . (8 (U, (60),, —ou(t,X) = T (6, X),

te(0,1), xeQ, %(t,x)zo, xeS, te[0,1], (3.18)

u(l, x) = j,u(s)u(s, x)ds + (X), x€Q

seklindeki ok boyutlu sinir deger problemin yaklasik ¢dziimiinii belirleyen IMDCNFS’ yi
aragtiracagiz. (3.18) sinir deger problemin iyi tanimliligi Ashyralyyev (2020) makalede
arastirilmagstir.

Simdi, (3.18) sinir deger problemini ¢6zmek icin IMDFS olusturacagiz. Ag (grid) noktalar

uzayint

On ={x, =(hm,....hhm,), m=(m,,...,m,), m =0,...,N,, hN, =I, r=1...,n},

Q, =QNQn, 5, =QnNS

seklinde gosteriyoruz.
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x €S, iizerinde Du"(x) =0 sartin1 saglayan u"(x) ag (grid) fonksiyonlari iizerinde

hareket eden A*u" = —Z:zl(aru%)

(3.18) problemi

4+ ou" operatdrii A’ ile gosterilir. Daha sonra
Xry Jr

ug (X) U 4 (%) 21

) 2 (AU00+ AL (0) = 6,0,

6, (X) = fh(tk_r,x} t =kz, k=1..,N, Nz =1, xeQn, (3.19)
2

1
172

N
ufl (x) = Z/,{t_ J%[u?(x) +u;‘_1(x)}+goh(x), X € On
IMDFS’ ye indirgenir.

Qn ag (grid) uzay: iizerinde tanimlanan ¢"(X) ag (grid) fonksiyonlarinin normlari sirastyla,

1

"], { S 0N . h]
h XeQn

hy o 23 |

(¢" ()

Xr lir :mr

seklindedir. Ag (grid) fonksiyonlarinin uzaylarmi L, ve W,; ile gosteririz. Bu bdliim

n 2
boyunca, |h| = [Z hrzj ve 7 sayilar yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun.
r=1

Teorem 3.7. (3.19) fark semasinin ¢6ziimii igin asagidaki kararlilik tahmini

(o),

N
h

|
kfq

{

M. o], -

Cr('—zh) CT(I‘2h)

gecerlidir. Burada M (8, 1) ifadesi 7, ¢"(x) ve 6%(x) degerlerden bagimsizdir.
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Teorem 3.8. (3.19) diferansiyel probleminin ¢6ziimii asagidaki koersiv kararlilik tahminini

+
C (L)

M) ']+ ()

N
-1f,,h h

{%(Aﬁu&(x)wfur_l(x))}u

N

1

CfF(W4,)

saglar. Burada M (8, 1, ) ifadesi r, {Qkh}F ve ¢"(x) degerlerinden bagimsizdr.

3.7 ve 3.8 teoremlerinin ispatlart L,, igindeki eliptik fark probleminin ¢6ziimi i¢in (3.14),

(3.17) tahminlerine, (3.11) varsayimma ve Lachapelle vd (2010) makaledeki koersiv

kararlilik 6zelligine dayanmaktadir.
3.3. Sayisal Sonuclar

Bu boliimde lokal olmayan ters parabolik sinir deger probleminin ¢dziimiinii bulmak
i¢in birinci mertebeden dogrulukla Rothe fark semasi ve ikinci mertebeden dogrulukla iki
tane fark semas1 kullanilacaktir ve test drneklerde sayisal ¢oziimleri ele alinacaktir. Fark

semalariin ¢éziimleri ise MATLAB kodlar1 kullanilarak ele alinacaktir.

Ornek 3.1. Ters parabolik denklem icin integral tipindeki lokal olmayan sartli ve Neumann
sinir kosullu

U, (X,t) + @+ 2X)%u,, (X, t) + 4L+ 2X)u, (X, ) —u(x,t) = f(x,1),

f(x,t) =—4e? cosx(1+ X+ x?) —4(L+ 2x)e %' sin X,

O<x<m O<t<], (3.20)
1 4

u(x.2) = [e"u(y, x)dy +y (%), z//(x):cosx(e2+e7—1j, 0<x<7,

0

u,(0,t)=0, u,(7,t)=0, 0<t<1

seklindeki sinir deger problemine bakilacaktir.
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Coziim: u(x,t) =e* cosx fonksiyonu (3.20) sinir deger problemin gergek ¢oziimiidiir.

(3.20) problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in (2.38) fark semasini kullanirsak,

k-1 k-1 k-1 k-1 k
Uns; —2U, " +U — U,

u
n1 4 4(1+2x, )L —nd
h2 ( n) 2

k-1 -1
uk—u 8 §
n - L_uk? = f(x,,t),

04 (1+2x)°
T

k=1..,N,n=1..,M-1,
NT L ] (3.21)
upy' => e ulr+cosx,|e?+-—-=1|,n=0,.,M,
= 4 4
U =ug, uf =uf ,, k=0,...,N
elde edilir.
0 0 0
Un71 un+1 un
un—1 = ' un+1 = : ! Un =
N N N
u u
"N+ LN+ N N+
olmak tizere (3.21) denklem sistemi asagidaki gibi
Au.,+Bu, +Cu. ,=ly, n=1...M-1, (3.22)

Uy =Up, Uy =Uy,4

matris formunda yazilabilir.
Burada y,, (N +1)x1tipinde siitun matris, |, (N +1)x (N +1) tipinde birim matris, A, ,

B,, C,, (N+1)x(N +1) tipinde kare matrisler olmak {izere:

0 0 0 0] 0 0 0 0]
a, 0 00 c, 0 00
A, = il c, = H,
0 0 00 0 0 00
0 0 a, 0] 0 0 c, 0
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—e%or _eiy _gg —e M2 e N 1_
b, s 0 0 0 0
0 b, s 0 0 0
Bn: . '
0 0 0 S 0
0 0 0 . b s
0 0 0 - 0 b, s
1+2x )" 2(1+2x
2 ! h2)+(h )
o __ 1 20+2x)
" w7
. C(1+2x)° 2(1+2x,)
"R h
1
s==,
T
V/O
vo=| i |
7

-4
W =COSX, e2 8 1 ,n=1...,M-1,
4 4

wi="f(x,t) k=1...,N, n=1..M-1.

Simdi (3.21) fark denklemlerini niimerik ¢6ziimii i¢in diizenlenmis Gauss eliminasyon

metodunu kullanacagiz (Samarskii, 2001).

Yani,

a, =1, f, (N+1)x1 tipinde sifir siitun vektord, a,, (n=2,...,M —=1), (N+1)x (N +1)
tipinde kare matris ve £,, (n=2,...,M =1), (N +1)x1 tipinde siitun matrisi olmak tizere:

(3.22) denklem sistemin ¢oziimiinii
U, =, U, +ﬂn+1’ n=M-1...1
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seklinde arayacagiz.

Buna gore,

Oy = _(Bn + Cnan)71A1 ,

ﬂn+l = (Bn +Cnan)7l(|n':”n _Cnﬂn) N :11"" M-1

ve

Uy =Up_g = (A4 +Bys+ CM—laM—l)_l(I m1¥m1—CuaBu 1)

olur.
(N,M) farkli degerleri i¢in Tablo 3.1’ deki mevcut hata

1

M-1 >
Eul = Krp<aNx_1[ D (U(Xy b)) —up)? h)
- n=1

normu ile hesaplanir.

Tablo 3.1. (3.21) BMDFS’ nin hata analizi

Hata/(N,M) | (10,10) | (20,20) | (40,40) | (80,80) | (160,160) | (320,320)
Eu) 06194  |0.3819 0.2264 0.1218 |0.0630 | 0.0320

Tablo 3.1° de gordigiimiiz gibi N ve M degerleri iki kat arttiginda hata degerleri yaklasik
olarak % oraninda azalir.

Tablodaki N ve M degerleri kullanilarak, (3.21) BMDFS’ nin yaklasik ¢oziim grafigi, (3.20)
problemi icin gercek ¢oziim grafigi ve (3.21) BMDEFES’ nin yaklasik ¢oziimii ve (3.20)
problemin gercek ¢oziimiin farkinin mutlak degerinin grafigi verilen farkli degerlere gore
sirastyla, Sekil 3.1, Sekil 3.2, Sekil 3.3, Sekil 3.4, Sekil 3.5, Sekil 3.6, Sekil 3.7 ve Sekil 3.8’

de gosterilmistir.
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; iy . 25
..... 15
10

¥ ekseni 0 0 tecksani

Sekil 3.1. N=20, M=20 i¢in (3.21) BMDFS$’ nin yaklasik ¢6ziim grafigi

Problemin gergek gazimi N=20 M=20

15

10

; ]
% ekseni 0 t ekseni

Sekil 3.2. N=20, M=20 i¢in (3.20) probleminin ger¢ek ¢oziim grafigi
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BMDFS yaklagik ¢ozimi ve problemin gercek cdzimin farkinin mutlak degeri, N=10 M=10

08~

UB\

T

t ekseni

Sekil 3.3. N=10, M=10 i¢in (3.21) BMDEFS’ nin yaklasik ¢6ziimii ve (3.20)
problemin gercek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi

BMDFS yaklagik ¢ozimi ve problemin gercek cdzimin farkinin mutlak degeri, N=20 M=20

e A0
0.3 foer
092 J T

U1 \'.~~~:--....,;~..

15

10

t ekseni

Sekil 3.4. N=20, M=20 i¢in (3.21) BMDFS’ nin yaklasik ¢6ziimii ve (3.20)
problemin gergek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi
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BMDF 3 yaklagik géizimii ve problemin gergek gozimin farkinin mutlak degeri, N=40 M=40

o
02\
0.15 \
0.1 _

0,05 i

50

30

; "

t ekseni

Sekil 3.5. N=40, M=40 i¢in (3.21) BMDFS’ nin yaklasik ¢6ziimii ve (3.20)
problemin ger¢ek ¢6ziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi

BMDFS yaklagik gozimi ve problemin gergek gozidmin farkinin mutlak degeri, N=80 M=80

AT

TP e

; »
60

40

t ekseni

Sekil 3.6. N=80, M=80 i¢in (3.21) BMDFS’ nin yaklasik ¢6ziimii ve (3.20)
problemin gergek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi
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BMDFS yaklagik gozimi ve problemin gergek gdzidmin farkinin mutlak degeri, N=160 M=160

007 <
s
0.05 o

004

200

100

t ekseni

Sekil 3.7. N=160, M=160 i¢in (3.21) BMDFS’ nin yaklasik ¢6ziimii ve (3.20)
problemin gercek ¢6ziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi

BMDFS yaklagik ¢ozimi ve problemin gergek ¢dzidmin farkinin mutlak degeri, N=320 M=320

400

200

100 100

t ekseni

Sekil 3.8. N=320, M=320 i¢in (3.21) BMDFS’ nin yaklasik ¢oziimii ve (3.20)
problemin gergek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi
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Ornek 3.2. Simdi ters parabolik diferansiyel denklem icin

Ug (t, X, Y) + L+ 2X) U, (8, X, Y) + 40+ 2X)u, (t, X, ) + U, (6, X, ) —u(t, X, )

=f(t,xy),
f(t,X,y)=—(4+(1+2x)%)e?* cosxcosy—4(1+2x)e ' sin xcos Y,
O<x,y<m O<t<],

1
U@ X, y) = [eu(r,x, y)dy +p(x.y) (3.23)
0

-4
w (X, y) = COS XCOS y(e‘2 +eT—%], 0<x,y<m,

u.(t,0,y)=0, u,(t,7z,y)=0, 0
u,(t,x,0)=0, u,(t,x,7)=0, 0

seklindeki iki boyutlu Neumann kosullu ve lokal olmayan smir deger problemini

inceleyecegiz.

-2t

Coziim: u(t,x,y)=e " cosxcosy fonksiyonu (3.23) problemin ger¢ek ¢oziimiidiir.

l//m,n:l//(xmiyn)i n=0,M, m=0,M,

1:rrIT,n: f(tk!Xm!yn), kZO,N, n:O,M, mIO,M

notasyonlar1 verilmis olsun.

(3.23) lokal olmayan ters parabolik sinir deger probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in (2.38) fark

semasini kullanirsak

k k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
us —u u —2U° >+ U u -u

m,n m,n + (1+ 2Xm)2 m-+1,n r121,n m-1,n + 2(1+ 2Xn) m+1,n m-1,n

T h h
k-1 k-1 k-1

u —2u°+U
4+ M0 h“z"” mot_ykl=fk, 1<k<N-1 1<nm<M -1,
Ugn =0, Uy, =0, 1<k <N-1 (3.24)

Uno=0, Uusy =0, 1<k<N-1 1<nm<M -1,

N-1 —4
AT L, e 1
unﬁ"n:Ze tlur{]’nr+cosxncosym[e 2+_4 —Zj, 1<nm<M -1
-0
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elde edilir.
(3.24) fark problemi, (3.22) matris formunda

ETION ]
{A]un+l+Bnun+Cnunl If™ n=1...,M-1, (3.25)

Uy =Uy, Uy =Uy,4

seklinde yeniden yazilabilir.

Burada K = (N +1)(M +1) olmak tizere: A, B, C,, I, KxK tipinde kare matrisler ve |

birim matris, ™, u_,, u,, U,,,, K x1 tipinde siitun matrisleri

0 [,,0 0 [ ,,0
fO,n u0,n+1 uO,n uO,n—l
N N N N
fO,n uO,n+1 l'IO,n uO,n—l
0 0 0 0
fn Ui Uiy Uiy
() _ . . . . . . .
f - N H un+1 - N 1 un - N 1 un_]_ - N 1
f u u u
1n 1n+l 1n 1,n-1
0 0 0 0
fM n uM N+l uM n uM ,n-1
fN ull u u
L M N ks L M,n+1_K><1 L M N ks L M ,n—l_KXl

ve

L Jkxa
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R OO . O 0O
O E O .- O OO
0O o E - OOO
By= [+ cor wer Tl el .
0O oo .- E OO
0O oo .- 0 EO
0 0 0 - 0 0 R,
1
a:F,
1 4
b:___F_l’
1
r:_’
T
e;=b e r,e.=0

diger durumlar i¢in i =2, N,

ena=1 &, =-t7, k=1...N,

fo o (s X V) K=1,...N +1,

fon=Wnm NM=1...M -1,

D =diag(0,a,a,...a,0), O:O(N+1)X(N+l)’

R= I(N+1)><(N+l)'

Bu matrisler igin

AU, +Bu,+Cu_,=If™

ifadesi acikca
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u(()),m—l ug,n
. 'R 0O O - 0 0 O] u:N
[0 O O O] u‘;”“ O E O O 0O u‘g"
O D o of| ™ O O E O O Oof "
uN + | ... . uN
O 0 D of| "™ O 0O E O O
_oo---oo_uo' O 0O OEouo'
v 0 0 O O o0 RJ "

_Uvu,m_m _ultll N _JKkx1

W || fon

~ i uN fN

O 0 - 0 O] ¥ on

l"Il,n—l fl,n

O D O O . :

+ N — ‘N

u f

O O D ol "™ .

OO0 .- 0O )

) | Uyt fin

_u"N/'vnfl_le L fMN'”_le

seklinde yazilir. Coziimi yine de
U, =, Uy + IBn+1' n=M-1....,

seklinde arayacagiz.

Buna gore,

Q1 = _(Bn + Cnan)_lAh )

ﬂn+1 = (Bn +Cnan)_l(|nl//n _Cnﬂn) ,n=1..,.M-1

ve
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Uy =Uy =(A +B,+Cay_1) (I fus—CoBus)

olur.
(3.24) fark probleminin ¢6ziimiinii hesaplamak i¢in MATLAB programi {izerinden

diizenlenmis Gauss eliminasyon metodu kullanilir.

(3.24) fark problemi igin

N~

M-1

M -1 2
Eu = max [z z<u<xn,ym,tk>—uﬁ,m>2h2]

1<ksN-1| & &

formiilii ile hesaplanan hata ¢iktilari (N,M)’ nin farkli degerleri i¢in kaydedilmistir.

Tablo 3.2. (3.24) IMDFS’ nin hata analizi

Hata/(N,M) (10,10) (20,20) (40,40)
Eu! 0.6075 0.2957 0.1655

Tablo 3.2° de goriildiigii tizere N ve M degerleri iki katina ¢iktiginda hata degerleri yaklagik

1
olarak > oraninda azalir.

Ornek 3.3. Simdi Neumann sinir sartli integral kosullu

u, (t, X) + L+ x)%u (t, X) + 2L+ X)u, (t, X) —u(t, x),

=—4e ™ {(x* + 2x+2) cos 2x + (1+ X)sin 2x{,

0<t<l, XG(O,%),

u(, x) = jy(s)u(s, x)ds + ¢(x), X € [O,

NN

} (3.27)

-4 -3
o(X) = (Wj cos2x, u(t)=e™,

u(t,0)=0, u, (t%) -0, te[0,1]
seklindeki lokal olmayan ters parabolik sinir deger problemini inceleyelim.
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Céziim: Burada u(t, X) = e~ cos 2x, (3.27) problemin gergek ¢oziimiidiir.

Simdi (3.27) sinir deger problemi i¢in (3.19) Crank-Nicholson fark semasin1 uygularsak

k k k

K(x) — ykt ut, —2u*+u ut, —uk
Un(X) u, (X)—%(—(1+Xn)2( n+l n n—l)_2(1+xn)( n+l n—1)+uk

T h? 2h "

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
n+l 2un + un—l) n+l n—l) K1

+U,

—2(1+ xn)(

u
—(1+Xx 2(
(5, h? 2h

[

—3u +4us —ul =0, (3.28)
10u, —15uf +6uf —uf =0,
—3uy, +4ul, —us =0,
10uy,, —15uf, +6us_, —us_, =0,
k=0,...N,
) ., V1 T J
_Eﬂ(glwn - lea{,u( j _Ej y(tj+1—§ﬂrun
+(l——,u[tN —gjrju:f =, n=0,M,
t ve X cinsinden IMDFS’ yi elde ederiz. Simdi (3.28) fark semasini
Au.,+Bu,+Cu =Ry, n=3..M-=3
-3u;, +4u, —u, =0,
10u, -15u, +6u; —u, =0, (3.29)

—3U, ., +4u,, —Uy_, =0,
10u,, ,, —15u,, +6u, ,—u,, , =0

matris formunda yazabiliriz.
Burada R, (N+1)x(N+1) tipinde birim matris, v, U, S=n-1,n, n+1, (N+1)x1

tipinde siitun matrisleri

67



o up
7 Uy
Wo=| * U=  |,U4=
7 up' ™
v | Uy |

0 0 0 O
a, a, 0 O
A=l . 1], C,=
0 0 a, 0
10 0 a, a,
_SO S1 SNfl SN_
b, c, 0 O
B,=|: . P
0 0 c, O
10 0 b, ¢, ]|
2
an:(1+xn) +(1+xn)’
2h? 2h
1 (@+x) 1
b,==—-—1—-Z,
T h 2
1 (L+x)* 1
Cn:___—__,
T h? 2
2
g, =84S 4%) g,
2h 2h
¢ -7 [zj
0 Z,U 5 )
=1~ -3

0 0
l“In—l un+1
1 1
un—l un+1
: ! un+1 - :

N-1 N-1
un—l un+1
N N
un—l _un+1

0 O 0

d, d 0

0 0 d,

0 0 d d
SN-1
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Simdi, ¢6ziimii diizenlenmis Gauss eliminasyon yontemini kullanarak

U, =anu , + IBnun+2 + 7n

seklinde arayalim.

u, = g Ru, —% Ru, = U, + SU; + 74,
u =§u —§u = a,U; + BoU, +
27T E U T Pyt 75
olduguna gore,

4 1 8 3
4wty ATy ety Ty
bulunur.

Uy = qUn + B Ung + Vo

Un = _( Bn + Cr\an—l)_l ( Ah + Cn n—l) l“|n+1 + ( Bn + Cnan—l)_l( R'//n - Cn7n_1)

buna gore,

an = _(Bn + Cnan—l)_l(’bh + Cnﬂn—l)'
B, =0,
Vo =(By+Cons) (RWy—Coua) N=3..,.M ~1

bulunur. O halde,

(Bw +4Cy Juy +(Ay —3Cy )Uys =Ry,
(4o + B2 —9R)Uy +(_3a|v|—2 +8R)UM+1 =—Ryv_
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denklem sistemini olustururuz.

Buradan,
Q11 = BM + 4CM )
Q12 = AM _SCM '

Qu =4y, + Py —9R,
Q,, =—3¢, , +8R,

G, =Rwy, G, =-Ryy,

olmak tizere, (3.30) denklem sistemini

Quuy +QuUy 1 =Gy,

Quy + QU =G,

seklinde yazabiliriz. Buradan

Uy = (Qn - leszlezl)il (Gl - lengle)

ve

Uy = ngl(Gz — QU )

bulunur. Hata hesaplamak i¢in

E:L:

M-1
Krlpﬁall\lx—l(z (U(X”’tk)_u

max — max ‘u(xn,tk)—
1<k<N-1 0<n<M

ﬁ)zhjz,

Un

normlar1 kullanacagiz. MATLAB programinda hesaplamalar yapilmistir.
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Tablo 3.3. (3.28) IMDCNEFS’ nin hata analizi

Hata/(N,M) | (10,10) | (20,20) | (40,40) | (80,80) | (160,160) | (320,320)
E, 0.13019 |0.02412 |0.00437 |0.00085 |0.00021 | 0.00005
E, 0.12041 | 0.02384 | 0.00437 |0.00085 |0.00021 | 0.00005

N ve M i¢in Tablo 3.3” teki degerler elde edilir. Tablodan N ve M degerleri iki katina

ciktiginda hata oraninin yaklasik olarak 1 oraninda azaldig1 goriiliir.

Tablodaki N ve M degerleri kullanilarak, (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢oziim grafigi,

(3.27) probleminin gercek ¢oziim grafigi ve (3.28) IMDCNFS’ nin yaklagik ¢oziimii ve

(3.27) problemin gercek ¢oOziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi verilen farkli
degerlere gore sirastyla, Sekil 3.9, Sekil 3.10, Sekil 3.11, Sekil 3.12, Sekil 3.13, Sekil 3.14,
Sekil 3.15 ve Sekil 3.16° da gosterilmistir.

IMDCNFS yaklagik gozimi, N=20 M=20

¥ ekseni

t ekseni

Sekil 3.9. N=20, M=20 icin (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢oziim grafigi
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Problemin gergek gdzimi, N=20 M=20

- 15
10

¥ ekseni 0 0 tecksani

Sekil 3.10. N=20, M=20 i¢in (3.27) probleminin ger¢ek ¢6ziim grafigi

IMDCNFS yaklagik géziimi ve problemin gergek géziimin farkinin mutlak degeri, N=10 M=10

G s B omeni G

Qo2 et

t ekseni

Sekil 3.11. N=10, M=10 i¢in (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢ziimii ve (3.27)
problemin ger¢ek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi
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IMDCNFS yaklagik gozimii ve problemin gergek goziimiin farkinin mutlak degeri, N=20 M=20

0,025

0.02

001

25

..... 15
10

t ekseni

Sekil 3.12. N=20, M=20 i¢in (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢6ziimii ve (3.27)
problemin ger¢ek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi

IMDCNFS yaklagik gozimi ve problemin gergek gozimiin farkinin mutlak degeri, N=40 M=40

Sekil 3.13. N=40, M=40 i¢in (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢ziimii ve (3.27)
problemin ger¢ek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi
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IMDCNFS yaklagik goziimii ve problemin gergek géziimiin farkinin mutlak degeri, N=80 M=80

-3
% 10

] ~ : | ; '-'-"flllll;l]:lI]'[:llli

-1 5
100

100

60

40

t ekseni

Sekil 3.14. N=80, M=80 i¢in (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢oziimii ve (3.27)
problemin gercek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi

IMDCNFS yaklagik ve problemin gergek gozimiin farkinin mutlak degeri, N=160 M=160

200

100

t ekseni

Sekil 3.15. N=160, M=160 i¢in (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢dziimii ve (3.27)
problemin gercek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi
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IMDCNFS yaklagik ve problemin gergek ¢dzimin farkinin mutlak degeri, N=320 M=320

400

200

100

t ekseni

Sekil 3.16. N=320, M=320 i¢in (3.28) IMDCNFS’ nin yaklasik ¢6ziimii ve (3.27)
problemin gercek ¢oziimiiniin farkinin mutlak degerinin grafigi
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, ters parabolik diferansiyel denklemler i¢in ikinci tip sinir deger ve integral
kosullart ile lokal olmayan problem ele alinmistir. Lokal olmayan problemin yaklasik
¢Oziimiinii bulmak i¢in birinci ve ikinci mertebeden sonlu fark semalari kurulmustur.
Integral kosullu Neumann tipi sinir deger problemi igin birinci ve ikinci mertebeden sonlu

fark semalarinin kararlig1 gosterilmistir.

Sonu¢ 1. H, herhangi bir Hilbert uzayi olsun. | :H — H, birim operat6r olmak tizere

A:H — H 06z eslenik pozitif tanimli operator oldugunu varsayalim. Bu durumda & > Qbir
pozitif sabit igcin A> o1 ifadesi dogrudur. w e H ve f, u diizgiin fonksiyonlar verilmis

olsun. Ters parabolik denklem igin

du(t) _
—qr - A=), 0<t<y,

(4.2)

U@ = [ u(s)u(s)ds+p

seklindeki integral kosullu sinir deger probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in Rothe fark semasi
ele alinmistir.
Ikinci mertebeden dogrulukla yaklasik ¢oziim igin Crank-Nicholson fark semas:

kullanilmistir:

Uy (X) = Uy (X) _%(Auk +AU) =6, O =T [(k_%]f}

T

1
N El

T ORI S

t =kr, 1<k <N, 7=

z
2




Crank-Nicholson fark semasmin ¢oziimii i¢in kararlilik ve koersiv esitsizlikleri

kanitlanmistir.

Sonug¢ 2. Q=(0,1)" = R" birim agik kiip, S =0Q, Q=SUQ ve f =(0,)xQ - R,
a,: Q>R =1.,M, u:[01] >R, p:Q—R, verilen fonksiyonlar, o bilinen bir
pozitif say1, her X Q ve r indis igin a,(X) > a,> 0 oldugunu varsayalim.

Cok boyutlu ters parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in

w0+ (8 (Yu, (1), —ou(xt) = f (x.).
X = (X meey ;n) e, 0<t<],

u(x,1) = i,u(s)u(x, s)ds+g(X), xeQ,

XY _ xes 0<t<l
on

seklindeki lokal olmayan integral kosullu Neumann smir deger probleminin birinci

mertebeden yaklasik ¢6ziimii arastirilmistir.

Ag noktalar kiimesi

On ={x, =(hm,...,hhm.), m=(m,....m), m =0,....M_, hM, =I, r=1...n}
Q, =QNh, S, =QnNS

seklindedir.
n

rve |h|= }Z h? kiiciik pozitif gercek sayilardir, 7N =1,t, =kz, 1<K <N.
i1

N

Her xeS igin u"(x)=0 sartin1 saglayan Afu“ :_Zr 1(arulx‘r) ~+ou” seklindeki
- Xrs Jr

operatorii A ile gosterilmistir.

Neumann kosullu lokal olmayan ters parabolik sinir deger probleminde yaklasik ¢6ziim

bulabilmek i¢cin BMDEFS,
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hiy)_ (h
U0 =Uea () _ vy ()= £9¢t, %), 1<k <N, xe O,
T
h N h h
uy (X) =" u(tull (x)7 + 9" (x), x € Qn
j=0
ele alinmistir ve ¢ozlimiin kararlilik tahminleri incelenmistir.

Sonug¢ 3. Neumann sart1 ile verilen ters parabolik kismi diferansiyel denklem icin lokal

olmayan sinir deger problemin ¢6ziimiiniin IMDFS olusturulacaktir.

S0 U0 L)+ A, 0) - 0,00,

T

6,(x) = fh(tk_f,x} t, =kz, k=1..,N, Nz =1 xeQ,
>

uh (x) = Z’:y[tj_lJ%[u?(x) + u?_l(x)} +0"(X), X e Qn

fark semasinin ¢oziimii i¢in kararlilik ve koersiv kararlilik esitsizlikleri elde edilmistir.
Sonug 4. Test 6rneklerde ters parabolik lokal olmayan sinir deger probleminin yaklagik

¢Ozlimiinii bulmak i¢in algoritma, MATLAB kodlar1 verilmistir.

Sonug¢ 5. BMDFS, IMDFS ve IMDCNFS’ nin yaklasik ¢dziimlerinin, problemlerin
gergek ¢oOziimlerinin ve fark semalarinin yaklagik ¢oziimii ile problemlerin ger¢ek
¢Oziimiiniin farkinin mutlak degerlerinin grafikleri verilmistir. Bulunan sayisal sonuglar
elde edilmis olan teorik ifadeleri desteklemektedir.

Elde edilen bu sonuclarin farkli sinir kosullartyla ters parabolik kismi diferansiyel

denklemleri iceren modelleri incelemekte katkisi olacaktir.
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6. EKLER

6.1. Ek 1. Ornek 3.1’ in Sayisal Céziimii icin MATLAB Program Kodlari

function reversel int(N,M)

% Computers numerical solution of the equation
% ut+(1+2x)"2 *u_{xx}+4(1+2x)u_{x}-u=ftx;
%u(x,1)=int[0:1] (exp(-2gam)*u(gam,X)+ksi(x)
%u_{x}(0,t)=0,u_{x}(pi,t)=0

if nargin < 1; end;

close;close;

% first order

tau=1/N; h=pi/M;

A=zeros(N+1,N+1,M+1); B=zeros(N+1,N+1,M+1); C=zeros(N+1,N+1,M+1);
for k=1:N+1

t(k)=(k-1)*tau;

end;

for n=1:M+1,

for k=1:N;

x=(n-1)*h;
A(k+1,k,n)=(1+2*x)"2/h"2+2*(1+2*Xx)/h; C(k+1,k,n)=(1+2*Xx)"2/h"2-2*(1+2*X)/h;
B(k+1,k,n)=-1/tau-2*(1+2*x)"2/h"2-1;B(k+1,k+1,n)=1/tau;
end;

B(1,N+1,n)=1;

for j=1:N;

B(1,j,n)=- alf(t(j))*tau;

end;

end

R=eye(N+1,N+1); fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

for k=2:N+1,

fii(k,n)=rsf(t(k),x);

end

fii(1,n)=rox(x);

end

alphaf{1}=R;

bethaf{1}=zeros(N+1,1);

for j=2:M;

Q=inv(B(:,:,)+C(:,:,j)*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*A(.,.));
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j)*bethaf{j-1}));
end;

U=zeros(N+1,M+1);
Ql=inv(A(:,:;,M)+B(:;,:;,M)+C(:,:;,M)*alphaf{M});
U(:,M+1)=Q1*(R*fii(:,M)-C(:,:,M)*bethaf{M});
for j=M:-1:1;



U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j};

end;

pf=U;

%\%\%'EXACT SOLUTION' %\%\%

for n=1:M+1,

for k=1:N+1;

x=(n-1)*h;

es(k,n)=exact(t(k),x);

end;

end;

fark=es-pf;

% Output;

format('shortG");

maxes=max(max(es)) ;maxapp=max(max(pf)) ;maxerror=max(max(abs(es-pf)));
relativeerror=max(max((abs(es-pf))))/max(max(abs(pf)) );
display(['N=",num2str(N)," M=",num2str(M)])
cevapf=[maxerror,relativeerror]

%GRAPH OF THE SOLUTION for first order;

strl=strcat('BMDFS yaklasik ¢6ziimii N=",num2str(N),' M=",num2str(M));
figure; surf(pf); title(strl);xlabel ('t ekseni');

str2=strcat('Problemin gergek ¢oziimii N=",num2str(N),' M=',num2str(M));
ylabel('x ekseni'); rotate3d ;

figure; surf(es); title(str2); xlabel('t ekseni'); ylabel('x ekseni');rotate3d ;
str3=strcat('BMDFS yaklasik ¢6zlimii ve problemin ger¢ek ¢oziimiin farkinin mutlak
degeri, N=",num2str(N),"' M=',num2str(M));

figure; surf(fark); title(str3);xlabel('t ekseni");

%%% SUB FUNCTIONS %%%

function rx=rox(x)

rx=cos(x)*(exp(-2)+exp(-4)/4-1/4);

function al=alf(x)

al=exp(-2*x);

function estx=exact(t,x)

estx=exp(-2*t)*cos(x);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=-4*exp(-2*t)*cos(X)* (1 +x+x"2)-4*(1+2*x)*exp(-2*t)*sin(x);
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6.2. Ek 2. Ornek 3.2’ nin Sayisal Coziimii icin MATLAB Program Kodlar

function reversel int_3d(N,M)

% Computers numerical solution of the equation

% ut(t,X,y)+(1+2*x)"2 u_{xx}(t,x,y)+4*(1+2*x)u_{x}(t,x,y)+u_{yy}(t,x,y)-u =ftx(t,x);
%u(1,x,y)=int[0:1] (exp(-2gam)*u(gam,X,y)+ksi(X,y)
%u_{x}(t,0,y)=0,u_{x}(t,pi,y)=0
%u_{y}(t,0,y)=0,u_{y}(t,pi,y)=0

if nargin < 1; end;

close;close;

%%% first order %%%

T=1,

tau=T/N; h=pi/M;

%%% First step FIRST ORDER ACCURACY %%%%Calculation V
NK=(N+1)*(M+1);
A=zeros(NK,NK);B=eye(NK,NK);C=A;
a=1/h"2;b=-1-1/tau-4/h"2;r=1/tau;

for j=2:M;

x=(j-1)*h;

ii=(N+1)*(-1);

for i=ii+2:ii+N+1;
A(i,1)=1/h"2;C(i,i)=1/h"2;B(i,i)=-1/tau-(2*(1+2*x)"2+2)/h"2-1;
B(i,i-1)=r;B(i,i+M+1)=(1+2*x)"2/h"2+2*(1+2*X)/h;
B(i,i-M-1)=(1+2*x)"2/h"2-2*(1+2*x)/h;

end;

B(ii+1,ii+N+1)=1;

for k=1:N;

t=(k-1)*tau;

B(ii+1,ii+k)=-alf(t)*tau;

end;

end;

R=eye(NK,NK);

fii=zeros(NK,M+1);

for m=1:M+1,

x=(m-1)*h;

for j=1:M+1;

1li=(N+1)*(j-1);

y=(j-1)*h;

for k=2:N+1;

t=(k-1)*tau;

fii(ii+k,j)=rsf(t,x,y);

end,

fii(ii+1,j)=ksii(x,y);

end,

end;

alphaf{1}=R;bethaf{1}=zeros(NK,1);

for j=2:M

Q=inv(B+C*alphaf{j-1});

alphaf{j}=-Q*A,
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bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,J))-C*bethaf{j-1});
end;

V=zeros(NK,M+1);
Ql=inv(A(:,:))+B(:,:)+C(:,:)*alphaf{M});
V(:,M+1)=Q1*(R*fii(:,M)-C(:,:)*bethaf{M});
for j=M:-1:1
V(:,j)=alphaf{j}*V(:,j+1)+bethaf{j};

end

Vf=zeros(N+1,M+1,M+1);
Ve=zeros(N+1,M+1,M+1);

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

for j=1:M+1;

1i=(N+1)*(j-1);

y=(-1)*h;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;
Vi(k,n,j)=V(ii+k,n);Ve(k,n,j)=exactu(t,x,y);
end;

end;

end;

ftv=Vf-Ve;

fv=zeros(N+1,1);

for k=1:N+1;

s=0;

for n=1:M+1;

for j=1:M+1;

sv=ftv(k,n,));

S=S+SV*sv;

end;

end;

fv(k,1)=s"(1/2)*h*h;

end;

maxerrorv=max(fv);
cevapl=[maxerrorv]

%%% SUB FUNCTIONS %%%
function ksi=ksii(x,y)
ksi=cos(x)*cos(y)*(exp(-2)+exp(-4)/4-1/4);
function extxu=exactu(t,x,y)
extxu=exp(-2*t)*cos(x)*cos(y);

function al=alf(t)

al=exp(-2*t);

function rsftx=rsf(t,x,y)
rsftx=-(4+(1+2*x)"2)*exp(-2*t)*cos(x)*cos(y)-4*(1+2*x)*exp(-2*t)*sin(x)*cos(y);
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6.3. Ek 3. Ornek 3.3’ iin Sayisal Coziimii icin MATLAB Program Kodlar1

function reverseCN_int_2d_A(N,M)

% Computers numerical solution of the equation
%u_{tH(t,X)+(L+x)"2*u_{xxF(t,x)+2*(L+x)*u_{x}(t,x)-u(t,x)=ftx(t,x);
% u(1,x)=int{0-1}al(s)u(s,x)ds+ksi(x)

%Crank-Nikolson

%u_{x}(t,0)=0,u_{x}(t,pi/2)=0

if nargin < 1; end;

close;close;

% second order %

T=1,

tau=T/N; h=pi/(2*M);

%%% Second ORDER ACCURACY %%%%Calculation V
A=zeros(N+1,N+1,M+1);C=A,;

B=A,

for n=1:M+1;
x=(n-1)*h;a=(1+x)"2/(2*h"2)+(1+x)/(2*h);b=1/tau-(1+x)"2/(h"2)-(1/2);
c=-1/tau-(1+x)"2/(h"2)-(1/2);d=(1+x)"2/(2*h"2)-(1+x)/(2*h);
for i=2:N+1,;
A(i,i,n)=a;A(i,i-1,n)=a;B(i,i,n)=b;B(i,i-1,n)=c;C(i,i,n)=d;C(i,i-1,n)=d;
end;
B(1,N+1,n)=1-alf(1-tau/2)*tau/2;B(1,1,n)=-alf(tau/2)*tau/2;

for k=2:N;

t=(k-1)*tau;

B(1,k,n)=-(alf(t-tau/2)+alf(t+tau/2))*tau/2;

end;

end;

R=eye(N+1,N+1);fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1,

x=(n-1)*h;

for k=2:N+1,;

t=(k-1)*tau-tau/2;

fii(k,n)=rsf(t,x);

end;

fii(1,n)=ksii(x);

end;
alpha{1}=(4/3)*R;betta{1}=-(1/3)*R;gamma{1}=zeros(N+1,1);
alpha{2}=(8/5)*R;betta{2}=-(3/5)*R;gamma{2}=zeros(N+1,1);
for j=3:M;

Q=inv(B(:,:,))+C(:,:,j)*alpha{j-1});
alpha{j}=-Q*(A(:;,:,)+C(:,:,j)*betta{j-1});
betta{j}=zeros(N+1,N+1);
gamma{j}=Q*(R*fii(:,j))-C(:,:,)*gamma{j-1});

end;

U=zeros(N+1,M+1);
Q11=B(;,;,M)+4*C(:,:;,M);Q12=A(:,:,M)-3*C(:,:,M);
Q21=4*alpha{M-2}+betta{M-2}-9*R;Q22=-3*alpha{M-2}+8*R;
G1=R*fii(:,M);G2=-R*gamma{M-2};Q=inv(Q22);
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U(:,M+1)=inv(Q11-Q12*Q*Q21)*(G1-Q12*Q*G2);U(:,M)=Q*(G2-Q21*U(:,M+1));
for j=M-1:-1:1;

U(:,)=alpha{j}*U(:,j+1)+betta{j}*U(:,j+2)+gamma{j};

end;

pf=U;

%0\%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION' \%\%\%\%\%\%\%\%

for n=1:M+1,

for k=1:N+1;

x=(n-1)*h;t=(k-1)*tau;

es(k,n)=exactu(t,x);

end;

end;

fark=es-pf;

% Output;

format('shortG");

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(pf)) ;

maxerror=max(max(abs(es-pf)));
relativeerror=max(max((abs(es-pf))))/max(max(abs(pf)) );
display(['N=",num2str(N)," M=",num2str(M)])
cevapf=[maxerror,relativeerror]

%GRAPH OF THE SOLUTION for second order CN;
strl=strcat('IMDCNFS yaklasik ¢dziimii N=',num2str(N),' M=',num2str(M));
figure; surf(pf); title(strl);xlabel ('t ekseni');

str2=strcat('Problemin gercek ¢coziimii N=",num2str(N),' M=',num2str(M));
ylabel('x ekseni'); rotate3d ;

figure; surf(es); title('Gergek ¢6ziim'); xlabel('t ekseni'); ylabel("x eksent');rotate3d ;
str3=strcat('IMDCNFS yaklasik ¢dziimii ve problemin gergek ¢dziimiin farkinin mutlak
degeri, N=",num2str(N),"' M=',num2str(M));

figure; surf(fark); title(str3);xlabel('t ekseni");

%%% SUB FUNCTIONS %%%

function ksi=ksii(x)

ksi=((exp(-4)+4*exp(-3)-1)/4)*cos(2*x);

function extxu=exactu(t,x)

extxu=exp(-3*t)*cos(2*x);

function al=alf(t)

al=exp(-t);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=-4*exp(-3*t)*((x"2+2*x+2)*cos(2*x)+(1+x)*sin(2*x));
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